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R6ntgeninterferenzen an Stoffen 
mit fliissigkeitsstatistischen Gitterst6rungen*. 


Von 
RoLF HosEMANN **, 
Mit 11 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 10. Januar 1950.) 


Eine groBe Zahl von Stoffen zeigt einen feinstrukturellen Aufbau, der sich von 
dem regularer Kristalle grundlegend unterscheidet. Dies sieht man auch an den 
Roéntgendiagrammen, die mittels der bekannten Theorien quantitativ nicht inter- 
pretiert werden kénnen. Ob man die Raumgitter dieser Stoffe nun als fliissige 
Kristalle oder Mizellen, ob man sie als quasi- oder parakristallin, ob von amorpher 
oder fliissigkeitsahnlicher Struktur bezeichnen mag, ob man von Makromolgittern 
oder von Netzgittern und Hauptvalenzkettengittern spricht, stets wird man sie 
durch die Hypothese einer fliissigkeitsstatistischen Gitterstérung weitgehend 
quantitativ erklaren kénnen. Diese Gitterst6rung zweiter Art unterscheidet sich 
wesentlich von der an Kristallen bekannten und wird in Erweiterung einer am 
Strichgittermodell vorgenommenen Untersuchung nun fiir Raumgitter eingefiihrt. 
Derartige Raumgitter stellen einen sehr allgemeingiiltigen Gittertyp dar, der die 
regularen Kristalle ebenso wie die einfach gebauten Fliissigkeiten und damit auch 
die fiir diese entwickelten Theorien als entartete Sonderfalle enthalt. Trotz dieser 
groBen Allgemeingiiltigkeit lassen sich mit Hilfe des Faltungstheorems der FOURIER- 
Transformation die komplizierten statistischen Abstands- und Phasenbeziehungen 
in derartigen Gittern mathematisch streng und verhaltnismaBig einfach beherr- 
schen. Im folgenden wird die gestreute Amplitude berechnet und das Wesen der 
Gitterstérung zweiter Art besprochen und mit anderen Gitterstérungen verglichen’, 


Der Bericht gliedert sich in: 1. Problemstellung. — 2. Hauptbegriffe und Be- 

zeichnungsweise. — 3. Das Wesen der fliissigkeitsstatistischen Gitterstérung. 

Gitterentfaltung und Eindeutigkeitsbeweis. — 4. Assoziationsvermégen, Wir- 

kungsbereich und statistischer Uberlagerungseffekt. — 5. Einiges tiber die FourtEr- 

Transformation. — 6. Statistikfaktor und verallgemeinertes reziprokes Gitter, — 

7. Gitterfaktor und Knotenfunktion. — 8. Integralwert des Gitterfaktors. — 
9. Die gestreute Amplitude. — 10. Ausblick. — 11. Zusammenfassung. 


1. Problemstellung. 


Viele Anzeichen weisen darauf hin, daB in einer Reihe von Stoffen 
Gitterstérungen vorliegen, wie sie durch die bisherigen theoretischen 
Ansitze nicht beherrscht werden. So weist KRATKY schon 1933 darauf 
hin, daB man es gelegentlich mit einer Art ,,verwackelter’ Gitter- 
struktur zu tun hat2. Fig. 1 zeigt, wie er verschiedene idealperiodische 
Kugelpackungen verwackelt, indem er die aus vertikalen Strichen 


* In Zusammenarbeit mit dem Institut fiir Zelluloseforschung in Utrecht. 


** Treysa-Hephata, Bez. Kassel. 
1 Die gestreute Intensitat wird in einem weiteren Bericht besprochen. 


2 Kratky, O.: Phys. Z. 34, 482 (1933). 
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bestehende Abstandsstatistik des ungestérten Gitters durch gleich- 
schenklige, also dreieckige Haufigkeitskurven verschmierte, deren Basis 
proportional mit der Wurzel des Abstandes vom Bezugsmolekul zu- 
nahm. In einer neuerlichen Untersuchung! konnte er auf diese Weise 
zeigen (Fig. 2), daB sich die von GEILING und GLOCKER an amorphem 
Aluminiumhydroxyd experimentell bestimmte Ab- 

a) standsstatistik2 durch eine verwackelte hexagonal 
dichteste bzw. kubisch dichteste Kugelpackung 

weitgehend erklaren laBt. KRratTKy spricht darum 

b) auch von einer ,,quasikristallinen“ Fliissigkeits- 
struktur dieser ,,amorphen“ Stoffe. Hierher gehdrt 

auch die amorphe Kohle, deren R6ntgendiagramm 

c) nach WARREN? auf eine ,,turbostratic Structure™ 

weist. Einerseits bestimmt er nach der LAvEschen 
Methode und seiner Theorie die KristallitgréBe4, 


d) 
“i a) b) 
e) 
W C d 
Ix| |x| Ix] 
Fig. 4 a—f. Fig. 2a—d. 


Fig. 1a—f. a Abstandsstatistik von fltissigem Quecksilber, errechnet aus dem Réntgendiagramm (DEBYE- 

MENKE). — Die weiteren Statistiken sind von Kratrky unter der Annahme einer verwackelten Gitter- 

struktur mit dreieckigen Koordinationsstatistiken berechnet; b hexagonal dichtest; c kubisch raumzentriert; 
d einfach kubisch; f tetraedisch. 


Fig. 2a—d. Abstandsstatistik fiir Aluminiumhydroxyvdgele, berechnet aus Réntgendiagrammen (GEILING- 
GLockeR). a a-Gel II; b g-Gel I geprefBt, und aus verwackelten Kugelpackungen berechnet (KRraTky); 
c hexagonal-dichtest; d kubisch dichtest. 


andererseits bestimmt er an denselben Reiflexen nach der Fliissigkeits- 
theorle von ZERNICKE-PRINS-DEBYE die Zahl der Gitternachbarn. Es 
kommt aus diesen etwas widerspruchsvollen Bemiihungen recht klar 
zum Ausdruck, da beide klassischen Theorien, die der Fliissigkeiten 
und die der Kristalle hier an der Grenze ihres Giiltigkeitsbereiches 
angelangt sind. 

Offensichtlich gehéren auch die meisten Hochmolekularen in diese 
Stoffklasse®. Die Linienarmut ihrer Réntgendiagramme, das besondere 
Aussehen der ,,Reflexe‘’ ebenso wie die raumliche Verteilung des 

1 Kratky, O.: Mh. Chem. 76, 313 (1946). 

* GEILING, S., u. R. Glocker: Z. Elektrochem. 76, 313 (1946). 

* WarRREN, B.E.: Phys. Rev. 45, 657 (1934). 


Warren, B.E.: Phys. Rev. 59, 693 (1944). 
HosEMANN, R.: Z. Elektrochem. 46, 535 (1940) . 
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, diffusen Untergrundes“, das Auftreten ,,verbotener Reflexe‘‘1 ebenso 
wie die Untersuchung der Linienbreiten? weisen alle in dieselbe Rich- 
tung, da in den ,,Mizellen‘ dieser Stoffe ganz besondere Gitterstérungen 
auftreten miissen, die im Sinn des KratKyschen Ansatzes fliissigkeits- 
statistischen Charakter tragen. WALLNER kommt bei der Untersuchung 
von Polyamiden zu ahnlichen Schliissen? und spricht von der ,,para- 
kristallinen“ Struktur der sich zu Netzen gruppierenden Molekiilketten. 


Auch im fliissigen Zustand wird man dhnliche Verhiltnisse an- 
treffen. So weist DeBye darauf hin‘, daB man eines Tages die etwas 
komplizierten Verhaltnisse innerhalb der Assoziationsbereiche in Fliis- 
sigkeiten wird entwirren miissen, wo die Lage eines einzelnen Molekiiles 
nicht mehr allein durch seinen Abstand von einem Bezugsmolekiil, 
sondern auch durch sein Azimut und seine Orientierung zu diesem 
statistisch zu erfassen ist. Die an verdiinnten EiweiBlésungen ange- 
stellten Untersuchungen® weisen in ahnliche Richtung. 


Die komplizierten Abstands- und Phasenbeziehungen in derartigen 
Gittern lassen sich, wie zunachst im Eindimensionalen gezeigt wurde®?, 
unter Annahme einer , fliissigkeitsstatistischen Gitterst6rung“ in leichter 
und exakter Weise mittels der LApLAcE-Transformation und _ ihres 
Faltungssatzes berechnen. In den Endgleichungen fiir die gestreute 
Intensitat tritt dort allein die LapLace-Transformierte der Statistiken 
der Gitterstrichdicken und ihrer Abstande auf, wobei es also gleich- 
giltig ist, welche spezielle Wahl man fiir diese Statistiken trifft. Ent- 
arten diese in ,, Punktfunktionen”, hat man den Fall des idealperiodischen 
Gitters und seiner Interferenzen. Mit zunehmender Schwankung der 
Statistiken gelangt man schlieBlich zu dem eindimensionalen Analogon 
eines kolloidal polydispersen Haufwerkes aus sehr verschieden groBen 
,,Partikeln“. 

Die DrsByesche Theorie der einfach gebauten Fliissigkeiten wie 
fliissiges Quecksilber, CC], usw. enthalt in der Intensitatskomponenten 
X, der Fliissigkeitsinterferenzen die FourIER-Transformierte der Ab- 
_ standsstatistik’. In der Theorie regularer Kristalle gelangt man, wie 
vor allem Ewatp zeigte®, mit Hilfe der Fourter-Transformation und 


Kressic, H.: Z. Elektrochem. B 438, 79 (1939). 

HosEMANN, R.: Z. Elektrochem. 53, 331 (1949). 

WALLNER, L. G.: Mh, Chem. 79, 279 (1947). 

DEBYE, P., u. H. MENKE: Erg. techn. Réntgenkde. 2, 1. (1931). 
Kratxy, O.: J. Pol. Sci. 3, 195 (1948). — Mh. Chem. 76, 325 (1946). — 
Acta phys. Austr. 2, 133, 255 (1947). 

Hermans, J. J.: Rec. Trav. chim. Pays-Bas 63, 5 (1944). 

HosEMANN, R.: Z. Physik 127, 16 (1950). 

DesyeE, P., u. H. MENKE: Erg. techn. Réntgenkde. 2, 1 (1931). 

Ewa Lp, P. P.: Proc. Phys. Soc., Lond. 52, 167 (1940). 
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ihres Faltungssatzes zu mathematisch einfachen Ausdriicken fiir die 
gestreute Amplitude, wahrend zur Auswertung der Rontgendiagramme 
globularer Proteine Naherungsverfahren wie das von PATTERSON Ver- 
wendung finden?. Der Ansatzpunkt fiir die folgenden Betrachtungen 
war nun der, daB die FourreR-Transformation als Erweiterung der 
LapLace-Transformation fiir mehrdimensionale Probleme aufzufassen 
ist. Wenn es also im Eindimensionalen méglich ist, statistisch gestorte 
Gitter nicht nur aus den Grundelementen nach den Regeln der Statistik 
zu ,,entfalten‘‘, sondern mit Hilfe des Faltungstheorems die gestreute 
Intensitat zu berechnen, so muB das in gleicher Weise auch mit Hilfe 
der Fourrer-Transformation im dreidimensionalen Raum méglich sein. 
Eine derartige Theorie muB, wenn sie richtig aufgebaut ist, diejenigen 
der regularen Kristalle und einfachen Fliissigkeiten als entartete Sonder- 
falle enthalten. 


2. Hauptbegriffe und Bezerchnungswetse. 


Gitterstovung erster Art. Die Gitterbausteine schwanken infolge 
thermischer Krafte usw. raumzeitlich um ihre irgendwie definierte 
ideale Ruhelage. AuBerdem zeigen sie rein statistisch eine unter- 
schiedliche Konfiguration ihrer Bauelemente, gegebenenfalls sogar eine 
unterschiedliche Zusammensetzung aus Bauelementen. In hochmole- 
kularen Stoffen besonders kann jeder Baustein infolge seines kom- 
plizierten Aufbaues rein statistisch gewisse ,,individuelle’ Einzelziige 
zeigen. 

Gitterstorung zweiter Art (auch flissigkeitsstatistische Gitterstérung 
genannt). Die Gesamtabstandsstatistik aller tibrigen Gitterbausteine, 
als Ortsfunktion im physikalischen Raum dargestellt, ist in einem un- 
begrenzt groBen Raumgitter stets dieselbe, auf welchen Gitterbaustein 
man sie auch beziehen mag. 

Gitterbaustein. Als Gitterbaustein wird die Konfiguration aller der 
Atome und Molekiile bezeichnet, die eine einfach primitive Elementar- 
zelle des (verwackelten) Raumgitters erfiillen. ZweckmAéBig teilt man 
dabei die Bauelemente benachbarter Bausteine so untereinander auf, 
daB der Gitterbaustein der physikalisch-chemischen Grundeinheit des 
Gitters entspricht. 

Mittelpunkt des Gitterbausteines. Sein Streumassenschwerpunkt. 

Bausteinstatisttk. Die Statistik, die die Konfiguration des Bau- 
steines und seiner Bauelemente bezogen auf die ideale Lage seines 
Mittelpunktes beschreibt. 

Ideale Lage eines Bausteines. Lage seines Mittelpunktes, falls 
Gitterstérungen erster Art fehlen. 


- PATTERSON, Aw le Phys. Rev. 56, 972 (1939). — Z. Kristallogr. 90, 517 (1935). 
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Op gr (*) Streudichteverteilung des Bausteines Pqy, falls seine ideale Lage durch 
*%=0O gegeben ist. 

0 (x) Entsprechend der Bausteinstatistik gemittelte Streudichteverteilung aller 
Gitterbausteine. 

2\(x) Gesamtabstandsstatistik der idealen Lagen der Gitterbausteine, bezogen 
auf die ideale Lage irgendeines Gitterbausteines pgr, der auch Bezugs- 
punkt P genannt wird und bei =O liegen mége (Dimension CaaS). 


4%, y Ortsvektoren im physikalischen Raum. 

b,c Ortsvektoren im FouriER-Raum (Dimension cm7}), 

ap Koordinationsvektor, weist vom Idealpunkt eines Bezugsbausteines zum 
Idealpunkt des mit ihm koordinierten Bausteines. 

A, Koordinationsstatistik: Haufigkeit von a, (Dimension cm-3). 


te qr(0) Bausteinfaktor: FourRIER-Transformierte von Op qr (*) Tr 


Z°"(b) Gitterfaktor, FouRIER-Transformierte der Gesamtabstandsstatistik 21 (ay 
F,(b) Statistikfaktor, Four1eR-Transformierte von H,. 


z. Zentralfleck: Die Stelle b=0 im FourrER-Raum. 
U, mittleres Volumen einer Gitterzelle im physikalischen Raum. 
Vy, mittleres Volumen einer Zelle des reziproken Gitters. 


3. Das Wesen der fliissigkettsstatistischen Gitterstérung. 
Gitterentfaltung und Eindeutigkettsbewets. 


Das idealperiodische Gitter (Fig. 3a) 1a4Bt sich in bekannter Weise 
mittels dreier nichtkomplanarer Translationsperioden a, durch Parallel- 
verschiebung der Atomanordnungen aufbauen, die in der von diesen 
Vektoren ausgespannten Elementarzelle liegen. Es besteht an sich 
eine dreifach unendliche Mannigfaltigkeit bei der Auswahl eines der- 
artigen Vektorentrippels a,, wobei jedes Trippel kristallographisch an 
sich gleichberechtigt ist, doch wahlt man zweckmaBig eine einfach 
primitive Elementarzelle mit médglichst kurzen Kanten a,. 

Ganz anders bei Vorhandensein von Stérungen zweiter Art. Hier 
gibt es physikalisch bevorzugte Verbindungsvektoren zwischen Gitter- 
bausteinen, die besonders kleine statistische Schwankungen zeigen}. 
In Fig. 4 ist schematisch die Gesamtabstandsstatistik z'(x), bezogen 
_ auf irgendeinen beliebigen Baustein, in einer Gitterebene durch Niveau- 
linien gleicher Haufigkeit dargestellt. In dieser Ebene bemerkt man 
im Beispiel der Fig. 4 vier Gitternachbarn des Bezugsbausteines P mit 
besonders kleinen Abstandsschwankungen, die mit 100, 010, 100 und 
100 bezeichnet sind. Die zu diesen ausgespannten Vektoren d,, dg, a4 
und a_, werden Koordinationsvektoren genannt. Jeder Gitterbaustein 
ist in der gezeichneten Ebene mit 4 Nachbarn koordiniert. Besonders 


+ Bezeichnung in Anlehnung an Ewa tp [Proc. Phys. Soc., Lond. 52, 167 (1940)]. 
Nach Lave wird das Quadrat der Betrage von f, Z°n als Strukturfaktor bezeichnet. 
Fir Gitter mit Stérungen zweiter Art ist diese Bezeichnung nicht empfehlenswert, 
da in den Endformeln der Streuintensitat auch f und Zw auftritt. 

1 Falls im folgenden von der Lage eines Gitterbausteines gesprochen wird, ist 
damit immer die Lage seines Idealpunktes verstanden, 
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einfach sind die Verhdltnisse bei einer rdumlichen Koordinatenzahl 6 
und werden deshalb zuerst besprochen, wahrend Gitter mit hodheren 
Koordinationszahlen weiter unten zur Diskussion kommen. 


Bezeichnet man die durch die Stérung zweiter Art statistisch be- 
stimmte Lage aller Bausteine als ihre ideale Lage, wobei ihre Mittel- 
punkte zunachst in den ,,I[dealpunkten“ liegen mégen, so ist nach Vor- 
aussetzung also die durch Auszahlen gewonnene Statistik dieser Ideal- 
punktlagen stets dieselbe, auf welchen Idealpunkt man sie auch beziehen 
mag, wobei die Idealpunkte mit den Mittelpunkten zusammenfallen 
(Fig. 3b). Fig. 3c zeigt ein Gitter mit Stdrungen erster Art. Die Ideal- 
punkte liegen nun idealperiodisch wie in Fig. 3a, die Mittelpunkte der 


Fig. 3a—e. Schematische Darstellung von Gittern mit verschiedenen Gitterst6rungen. +++ Idealpunkte; 


ooo Bausteinmittelpunkte; ——— Polygonzug von Mittelpunkt zu Mittelpunkt. a Ohne Storungen; b nur 
Storungen zweiter Art; c nur Stoérungen erster Art; d Stérungen erster und zweiter Art; e KuHnsches 
Fadenmolekil. 


Bausteine und alle ihre Bauelemente schwanken nun aber rein statistisch 
und ohne wechselseitige Beeinflussung um diese idealen Lagen. Fig. 3d 
zeigt ein Gitter mit Sto6rungen erster und zweiter Art. Es wird bei der 
weiteren Untersuchung stets vorausgesetzt, daB beide Stérungen in 
keiner Weise miteinander gekoppelt sind. Es hat also die Abstands- 
statistik der Idealpunkte stets die gleiche Form, auf welchen Baustein 
man sie auch beziehen mag, gleichgiiltig also, wie beschaffen gerade 
sein Stérungsgrad erster Art sein mag. Wiirde man die Abstandsstatistik 
der Bausteinmittelpunkte aufstellen, so wirde man eine derartige 
Unabhangigkeit vom Bezugsbaustein also nur dann feststellen kénnen, 
wenn die Gitterst6rungen erster Art fehlen (soweit sie sich auf die 
Lage des Bausteinmittelpunktes bemerkbar machen). 


Stellte Fig. 4 schematisch die Gesamtabstandsstatistik z!(x) dar, 
so ist in Fig. 5 ein individuelles Gitterwerk dargestellt, dem entsprechend 
den Abstandsstatistiken eine ganz bestimmte Haufigkeit seines Vor- 
kommens zuzusprechen ist. Es sei P der Idealpunkt des Bausteines pqr, 
dessen Lage durch den Ortsvektor x, qv bezeichnet ist und Q entsprechend 
der Idealpunkt des Bausteines 7k/ mit dem Ortsvektor x;, 
ferner 


js Esicei 


XK = Xini—Xpar (1) 


der beide Idealpunkte verbindende Vektor. Man gelangt offensichtlich 
yon P nach Q, wenn man jeweils langs K, Koordinationsvektoren a, 
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weiterwandert, wobei die Kombinationszahlen K, gegeben sind durch 
itp, By=k=~; Ky=l—r (2) 


und die Reihenfolge, in der man diese K,+K,+K, Einzelschritte 
unternimmt, gleichgiiltig ist. Alle 9 Zahlen in (2) sind ganze Zahlen, 
die positiv, negativ oder Null sein kénnen. Der aus diesen einzelnen, 
verschieden groBen Koordinationsvektoren a, zusammengesetzte Vek- 
tor x, sei Kombinationsvektor genannt. Die Haufigkeit, mit der 
dieser Vektor vorkommt, sei mit H,(x) bezeichnet. Die Gesamt- 
wahrscheinlichkeit, nach A, +A,+ 4K, Schritten ttberhaupt den Bau- 
stein 7k/ anzutreffen, ist bei unbe- 
grenzt groBem Gitter infolge seiner 
Liickenlosigkeit (jeder Baustein 


4 


| 2] 
Ae 


i er pe a; 
Fig. 4. Schematische Darstellung der Gesamtab- Fig. 5. Aufbau eines individuellen Raumgitters aus 
standsstatistik z1(x) in einer Gitterebene, bezogen Koordinationsvektoren a, und a,, die nach Richtung 


auf den Idealpunkt P des Bausteines pqr, durch und Betrag statistisch schwanken (Gitterstérung 
Linien gleicher Gesamthaufigkeit [vgl. Gl. (8)]. Die zweiterArt). P Idealpunkt des Bezugsbausteines pq7, 


Koordinationsstatistik H, hat die Form von Drei- Q Idealpunkt des durch Ky Schritte erreichbaren 
ecken, H, die von Kreisen. Aus ihnen entsteht durch Bausteines ikl. Xe Vektor zwischen beiden Ideal- 
Faltung die Gesamtstatistik. - - - - Wirkungsbereich punkten [Gl. (1) und (2)]. 


des Bausteines pqr. 


hat die gleiche Zahl koordinierter Nachbarn!) in jedem Fall vom 
eh f Hy(x) do, =4. 3) 
Zur Abkiirzung wird im folgenden geschrieben: 

er eg pean, lg = tt ag) tty = El pos: 


Das Integral ist tiber den ganzen physikalischen Raum zu nehmen, 
wobei dv, ein Volumelement am Orte x ist. Die Statistik jeden Bau- 


steines ist entsprechend (3) also normiert. . 
Bezeichnen ferner o9,(x) und o,(x) zwei beliebige Ortfunktionen, 


deren Volumintegrale endlich sind, so ist dann 9,(x) mit o,(x) gefaltet 
[Symbol 0, (x) @9(x)], wenn gilt: 
01 (*) @2(*) = i 01 (VY) 02(%¥ — ¥) dvy. (4) 


Auch dieses Integral ist bei konstantem Vektor x mit y tiber den ganzen 
Raum zu erstrecken, wobei d Uy ein Volumelement am Orte y bedeutet. 
Durch die Substitution z=x—y beweist man leicht, daB fiir den 
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Faltungsproze8 das kommutative Gesetz gilt 

61() 02(x) = g2(%) (2). (4a) 
Da der Bezugspunkt P stets bei x,% =0 liegt, ist somit Ho 99 eine Punkt- 
funktion P!, die etwa durch den folgenden Grenziibergang darstellbar 
ee a. 
in PA (xg) = tim —1 exp (—(xx/B)")- (5 

p>0 (2 B?)* 

Man itberzeugt sich leicht, daB diese Punktfunktion gleichfalls der 
Normierungsbedingung (3) geniigt. Die Statistik des Bausteines 100 
gewinnt man nun einfach, indem man P! mit der Koordinations- 
statistik H, faltet. Es liegt weiter im Wesen der flissigkeitsstatistischen 
Gitterstérung, daB die Koordinationsstatistik H_, des Bausteines 100 
zentrosymmetrisch zu H, ist, wobei das Symmetriezentrum bei x7 =0 
vet H_, (xx) = H,(— x). (5) 
Hat also in Fig. 4 H, in Niveauliniendarstellung die Form eines Dreieckes 
mit nach oben gerichteter Spitze, so weist sie bei H_, nach. unten. 
Durch Drehung um 180° um x =0 kann man beide Dreiecke zur Deckung 
bringen. Um Aj) zu gewinnen, kann man nach dem kommutativen 
Gesetz (4a) entweder H,), mit H, oder Hy, mit H, falten. Das Er- 
gebnis muB beide Male dasselbe sein: 
Entfaltung: a ee ee 
In gleicher Weise gewinnt man Azz) durch Faltung von Hy», mit 
Hy oder durch Faltung von Hozo mit Hz. Wiirde man bei der weiteren 
Betrachtung etwa den Baustein 100 als Bezugsbaustein P betrachten, | 
so wirden in Fig. 4 alle links von 100 legenden Statistiken entsprechend 
einer Faltung mit H_, verwaschener, alle rechts von 100 liegenden 
Statistiken aber einschlieBlich der von 100 scharfer werden. Die 
Statistik von 100 wird bei dieser Faltung mit H_, offensichtlich zur 
Punktfunktion. Es muB also beispielsweise die Relation gelten 


Zusammenfaltung?: edged eet doe (6) 


Man kann nun bei vorgegebenen Koordinationsstatistiken H, die 
Gesamtstatistik der Fig. 4 durch fortgesetzte Faltungen dieser H, und 
ihrer Inversen H_, von einem irgendwo im Raum gegebenen Bezugs- 
punkt P aus aufbauen. Die Reihenfolge, in der diese Einzelfaltungen 
vorgenommen werden, ist auf das Endergebnis ohne Einflu8, wobei man 
sogar den Weg von P nach Q (Fig. 5) mit beliebigen Umwegen und 
Riickwegen zuriicklegen kann. Es kommt allein darauf an, daB die 

* Ewatp, P. P.: Proc. Phys. Soc., Lond. 52, 167 (1940). 

* Der ProzeB8 der Zusammenfaltung ist in der Literatur meines Wissens noch 


nicht behandelt. Hier gilt das kommutative Gesetz nicht, es ist vielmehr 
H,:H, zentrosymmetrisch zu H,:H, (vgl. 5a). 


— a 
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durch (2) gegebene Summe aller Schritte K, erreicht wird, wobei 
inverse Faltungen H_, also als negative Schritte bezeichnet werden. 
Es gilt also eindeutig die folgende Beziehung zwischen den Statistiken 
zweier beliebiger Gitterpunkte pgrv und 7k: 


———— 
Ayq,Hx,x,x, = Hjp). (7) 


Die Indizes befolgen dabei Gl. (2). In gleicher Weise ist die auf irgend- 
einen beliebigen Gitterpunkt pqv bezogene Gesamtabstandsstatistik 


K,K,K;> (8) 


also eine eindeutige Funktion der Koordinationsstatistiken H,; H, 
und H, und fiir alle Bausteine pqr gleich. Der Index 1 an dieser all- 
gemeinen Gitterfunktion z! bringt 


ebenso wie an der Punktfunktion (5) (> p. Q {> 


zum Ausdruck, da8 entsprechend (3) 


das Volumenintegral der Statistik Ce eG oP et) 
jeden Gitterpunktes den Wert 1 hat. 

Treten auBerdem Gitterstérungen oS & s 
erster Art auf, so erhalt man fiir a) b) 


die mittlere Streudichteverteilung, Fig.6a u. b. Zur Gewinnung von Abstands- 
bezogen auf den Idealpunkt des statistiken mit Koordinationszahlen gréBer als 6, 


in der Gitterebene also zur Gewinnung von 


Bausteines Pqr: Koordinationszahlen gréBer als 4. a Koordi- 
nationszahl 4 mit mittlerem Zellenwinkel « von 

ey es ; 60°. b Koordinationszahl 6 mit der statistischen 

Doo (x) sae (x) Q (x) : (8 a) Symmetrie einer Hexagyre in der dargestellten 


Gitterebene, durch dreifache Superposition aus 
Denn es ist wegen der Unabhiangig- der peat ema ae der Vig.6a 
keit der Stérungen erster Art von 
denen zweiter Art hierzu einfach die mittlere Streudichte @(x) eines 
Bausteines mit der Gesamtabstandsstatistik der Idealpunkte zu falten. 
In Fig. 6b schlieBlich ist schematisch die Abstandsstatistik von 
Gitternachbarn bei einer Koordinationszahl 6 in einer Gitterebene 
dargestellt, wie sie bei einer verwackelten hexagonal dichtesten Kugel- 
packung etwa auftreten kann. Offensichtlich kann man diese hdéher 
symmetrische Statistik dadurch erreichen, daB man in dieser Gitter- 
ebene drei um jeweils 60° gegeneinander verdrehte ,,Grundstatistiken™ 
der im vorangegangenen behandelten Koordinationszahl 4 iberlagert 
und dabei jede mit dem Faktor 1/3 multipliziert. Denn nun enthalt 
jede Koordinationsstatistik in dieser Gitterebene zu gleichen Teilen 
einen Anteil der Grundstatistik H,, H, und H,;. Wahlt man H, und 
H, geeignet (Fig. 6a), so entsteht durch diese Uberlagerung dann der 
symmetrische Fall der Fig. 6b. Dabei gewinnen nun allerdings die 
Statistiken der auBerhalb dieser Gitterebene koordinierten Bausteine 
noch nicht die verlangte symmetrische Form. Man kann aber durch 
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die Uberlagerung von 4 Grundstatistiken eine Koordinationszahl 12 
erreichen (Tabelle 1). 

Jede Lage ist mit dem Gewicht 1/4 zu beriicksichtigen und die 
Grundstatistik H, mu8 durch Drehung um 60° in H, und H, iiberfthrbar 
sein. Die resultierende hochsymmetrische Koordinationsstatistik ent- 
halt dann fiir jeden der zw6lf koordinierten Bausteine zu gleichen Teilen 
einen Anteil H, und einen Anteil H,; der Grundstatistiken! 

In gleicher Weise kann man auch 

Tabelle 1, Beispicl, wie man durch alle sonst denkbaren Koordinations- 
4 Lagen des Grundvektorentrippels a, Zahlen iiber 6 durch einfache Super- 
(Abb. 6a) die Symmetrie einer ver- position entsprechend gewahlter 
wackelt hexagonal dichiesten Kugel- _ Gryndstatistiken der Koordinations- 
a ae zahl 6 gewinnen. Es gentigt darum, 

Lage | I | 1 | III IV wenn man sich bei der weiteren 


| | Besprechung auf den einfachsten 
100 | OAT | TOF | 010 


ne = al a Fall einer Koordinationszahl 6 be- 
Ay 010 001 110 110 a 
a, | 001s) “404 || 400 | 014 schrankt. 


4. Assoziationsvermogen, Wirkungsbereich und statistischer 
Uberlagerungseffekt. 


Der Abstand der Mittelpunkte koordinierter Gitterbausteine ist 
durch die vektorielle Summe des mittleren Koordinationsvektors a, 
und der Abweichung des ezmen Bausteines von diesem Mittelwert und 
der Summe der durch die Stérungen erster Art bedingten Abweichungen 
beider Bausteine von der Ideallage gegeben. Verbindet man nun die 
Mittelpunkte aller langs einer verwackelten Gittergeraden liegenden 
Bausteine, so ist dieser Polygonzug beim Fehlen jeglicher Stérung eine 
Gerade (Fig. 3a), bei Gitterstorungen nur erster Art ein sich um diese 
Gerade bis ins Unendliche rankender Polygonzug (Fig. 3c), bei St6- 
rungen nur zweiter Art ein Polygonzug, der sich nach den Regeln der 
Statistik proportional zur Wurzel der Anzahl Bausteine immer weiter 
von dieser Geraden entfernt (Fig. 3b) und also eine gewisse mittlere 
Richtung beibehalt. Bei Vorhandensein beider Stérungen rankt sich 
der Polygonzug um den richtungsstabilisierten Faden der Fig. 3b, 
wie Fig. 3d schematisch zeigt. — Anders ist dies bei den in Fig. 3e 
dargestellten Gitterst6rungen, wie sie etwa ein isoliertes Fadenmolekiil 
in verdiinnter Lésung zeigen mag!. GewiB ist hier eine gewisse _,,Per- 
sistenz’’ der Richtungsfortsetzung vorhanden, indem der Abstands- 
vektor benachbarter Kettenmolekiile statistisch um die Richtung des 
vorangegangenen Vektors schwankt. Aber eine mittlere Richtung wie 
in Fig.3b und 3d ist nicht mehr erinnerlich. Es tritt vielmehr eine 


' Kuun, W.: Kolloid-Z. 68, 2 (1934). 
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mit zunehmender Kettenlénge wachsende ,,Irrflucht auf. Der Faden 
kringelt und knault sich schlieBlich ganz im Gegensatz zum Polygonzug 
der fliissigkeitsstatistischen Gitterstérung, der selbst immer eine ge- 
wisse Richtungsstabilisierung zeigt. Offensichtlich haben Faden mit 
der sich aus der Kunnschen Theorie ergebenden Irrflucht (Fig. 3 e) 
ein weit geringeres Kristallisationsvermégen als isolierte Polygonziige 
mit fliissigkeitsstatistischer Gitterstérung. 

In Fig. 7a sind zwei im Abstand a, befindliche derartige Polygonziige 
dargestellt, die jeweils aus N, aneinandergereihten a,-Vektoren bestehen, 
die alle der gleichen Koordinationsstatistik H, 
gehorchen. Nur zwischen den Gitterpunkten 
P, R bestehe eine Valenz a,, alle anderen 
Gitterpunkte jeden Fadens sind nur durch 
die benachbarten a,-Valenzen gebunden. 
Demnach wachst rein statistisch der mitt- 
lere Abstand zwischen den Fadenendpunk- 


ten E,F mit /A:2- Die Wahrscheinlichkeit Pa, h ¥7 
fiir die Existenz eines gewissen Fadens ist a) b) 


mon durch die Wahrscheiilichkeiten der ig 7a vu. b. Zur Berecinung der 
einzelnen ihn aufbauenden a,-Vektoren ge- Gesamtwahrscheinlichkeit eines “in 
a é s 2 dividuellen Kreuzgitters. a Zwei 
geben, unabhangig von der Reihenfolge, in. isolierte Fadengitter merklicher 
: : ‘ 5 . Eigenwahrscheinlichkeit, A — B eine 
der sich diese einzelnen a, aneinanderreihen. er ee 
Die Gitterst6rung entspricht darum hier — awischen koordinationsfahigen Git- 
ee 2 4 = F : terpunkten mit sehr geringer Eigen- 
vollig der am eindimensionalen Strichgitter — yabrecheinlichkeit. Als Kreuzgitter 
besprochenen fliissigkeitsstatistischen St6- ist diese Konfiguration auferst 
S : - unwahrscheinlich; b zwei hoordi- 
mune? Wenn sich nun gwischen den Bati-’ ” aicrie Padengitier jeweils etwa 
ercinem ee Deine “weitere “Quervalenz 7a, seehe Pigenwahrscheinlichicit sie 
; P i - im a, Gesamtwahrscheinlichkeit 
betatigen sollte (punktiert in Fig. 7a ge- dieses Gitters ist entsprechend hoch, 
zeichnet), so ist die Gesamtwahrscheinlich- 
keit entsprechend der weit auBerhalb der statistischen Schwankung 
der Koordinationsstatistik H, liegenden GrdBe des zwischen A und B 
gespannten a,-Vektors entsprechend gering. Verandert man aber die 
Reihenfolge der a,-Vektoren des rechten Fadens (Fig. 7b), wobei seine 
isolierte Eigenwahrscheinlichkeit also die gleiche bleibt, andert sich 
nun die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir das durch die Quervalenz A, B 
gebundene System der beiden Faden ganz erheblich. Man konnte 
nun den falschen SchluB ziehen, daB dies Verhalten der im Eindimen- 
sionalen definierten fliissigkeitsstatistischen Gitterst6rung widerspricht. 
Dem ist aber nicht so: 
In Fig. 7b mégen sich alle Valenzen a, betatigen. Man hat es also 
mit einem gestérten Kreuzgitter zu tun. Seine Gesamtwahrscheinlichkeit 
1 HERMANS, J. J.: Rec. Trav. chim. Pays-Bas 63, 5 (1944). 
2 HosEMANN, R.: Z. Physik 127, 16 (1950). 
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ist durch die Wahrscheinlichkeiten aller sich im Gitter betatigenden 
Valenzen a, und a, gegeben. Nach dem im Abschnitt 3 gezeigten 
Eindeutigkeitsbeweis ist es bei der Bestimmung der Haufigkeit fiir eine 
gewisse Lage des Bausteines F gleichgiiltig, ob man zuerst N, Vektoren 
a, langs des linken Fadens entfaltet und dann einen Vektor a, an E 
ansetzt oder ob man zuerst mit einem Vektor a, von P in den Anfang Rk 
des rechten Fadens gelangt und dann die N, Vektoren a, entfaltet. 
Der erste Weg wiirde im Fall der Fig. 7a niemals zum Erfolg fihren, 
da der Endpunkt F wegen der groBen Entfernung E, F so nicht erreichbar 
ist. Offensichtlich sind in den beiden Faden der Fig. 7a also zwei 
verschiedene, im gleichen Gitterwerk eines Raumgitters gleichzeitig 
nicht oder nur auBerst unwahrscheinlich vorkommende Polygonziige 
zur Relation gebracht worden. Und die in der Definition der mehr- 
dimensionalen fliissigkeitsstatistischen Gitterstérung zum Ausdruck 
gebrachte Unabhangigkeit der GréBe eines speziellen Koordinations- 
vektors a, von der GréBe der ihm benachbarten Vektoren a, darf nicht 
dahingehend ausgelegt werden, daB ein Gitterbaustein wie im Etn- 
dimensionalen nur durch die Lage eines koordinierten Bausteines 
statistisch bestimmt sel. 

Berechnet man nun, wie das nachher geschehen wird, den Streueffekt 
eines gestorten Raumgitters, so wird man als Endergebnis das statistische 
Mittel der Streueffekte der verschiedensten individuellen Konfigura- 
tionen erhalten, jede mit der ihr entsprechenden Haufigkeit in das 
Endresultat eingehend. Es wird dann also der in Fig. 7a gezeichnete 
sehr unwahrscheinliche Fall eines Kreuzgitters gegeniiber dem viel 
wahrscheinlicheren der Fig. 7b praktisch keinen Beitrag zum End- 
resultat liefern. Man erhalt als Streueffekt also nicht denjenigen eines 
einzelnen individuellen verwackelten Kristalliten, sondern stets gleich 
die von all diesen Individuen erzeugte ,,Partikelstreuung unter Nicht- 
beachtung eventueller ,,auBerer Interferenzen“ zwischen diesen Einzel- 
partikeln'. Man nennt diese Art der Mittelwertbildung vieler Teil- 
streubilder den ,,statistischen Uberlagerungseffekt ‘2. 

Bei der Betrachtung der Gesamtstatistik z1(x) entsprechend (8) 
und Fig. 4 sieht man, da® sich die Einzelstatistiken H, mit zuneh- 
mendem |x, | immer mehr verbreitern und schlieBlich ineinander zu 
zerflieBen beginnen. Es ware ein Trugschlu8, wollte man daraus ent- 
nehmen, da sich die Ordnung des Gitterwerkes mit zunehmender 
Entfernung vom Bezugspunkt P so verwirrt, daB schlieBlich ein Bau- 
stein K,+1 auch links vom Nachbarbaustein K, liegen kénnte, selbst 
wenn die Koordinationsstatistik H,(x) nur von Null verschiedene 
Werte fiir nach rechts weisende Vektoren x enthalt. Denn es ist ja 


* HosEMann, R.: Kolloid-Z. 117, H.1 (1950). 
® HosEMann, R.: Z. Physik 127, 16 (1950). 
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nach Definition der Stérung zweiter Art die Abstandsstatistik stets die 
gleiche, gleichgiiltig, welchen Baustein pgy man als Bezugspunkt wahlt. 
Wenn die Koordinationsstatistik H, also merkliche Werte nur rechts 
von P hat, so hegt auch in dem Bereich, in dem sich die H,,-Statistiken 
schon zu durchdringen beginnen, stets Baustein K,-+1 rechts von Ge 
Hat umgekehrt H, auch fiir nach links weisende x noch gewisse Werte, 
so kommt es in einem derartigen Gitter immer mal wieder, entsprechend 
dieser Statistik mit gewisser Haufigkeit vor, daB ein Baustein K,+1 
links von Baustein Ky, liegt. Die spezielle Wahl der Koordinations- 
statistiken ist fiir die weitere Rechnung ohne Bedeutung. Wieweit die 
einzelnen Statistiken physikalisch realisiert sind, ist eine andere, hier 
nicht zu klarende Frage. In geniigender Entfernung von P sind die 
Einzelstatistiken H, vollig ineinander zerflossen. Da jede entsprechend (3) 
das Volumintegral 1 hat, je Volumeinheit aber 1/v, Gitterpunkte liegen, 
so hat in diesem auBerhalb des Wirkungsbereiches des Gitterpunktes P 
liegenden Bereich die Gesamtstatistik tiberall ihren Endwert erreicht: 

a ween | 

zi (x) > 5 (0) 
mit Vq = (4 42 Gs). J 
Es ist v, also das mittlere Volumen der Elementarzelle, und der 
Wirkungsbereich WB des Bezugspunktes P ist definiert als der Bereich 
um P, in dem die Gesamtstatistik z! noch nicht ihren nivellierten 
Endwert (9) erreicht hat. Der Wirkungsbereich ist in der schematischen 
Darstellung der Fig.4 punktiert umrandet. Die GréBe dieses Wirkungs- 
bereiches wird fiir die Ausgestaltung der Theorie von groBer Bedeutung 
werden. Er ist also nur von den Stérungen zweiter Art abhangig und 
wird um so gr6Ber, je kleiner diese werden und umgekehrt. 


5. Einiges iiber die FOURIER-Tvansformation. 

Es ist dann die Ortsfunktion A(b) im FourtER-Raum als Trans- 
formierte der Ortsfunktion o(x) im physikalischen Raum definiert 
[Symbol A = %¥(0)], wenn die folgende Gleichung besteht: 

A (2) = &(e) = f e(x)e-?7*@” dv,. (10) 
Das Integral ist iiber den ganzen physikalischen Raum zu erstrecken. 
(bx) ist das dimensionslose skalare Produkt der beiden Vektoren 6 
und x. Die Inverstransformierte lautet: 


o (x) = &1(A) = f Ad) PO dv, (10a) 


wobei hier das Integral iiber den ganzen FouRrER-Raum zu erstrecken 
ist und dv, ein Volumelement am Orte } bedeutet (Dimension cm“*). 
FaBt man (x) als die Elektronendichteverteilung in einem Gitter auf, 
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so entspricht A(b) der Amplitude der von diesem Gitter gestreuten 
koharenten Streustrahlung, falls man in Entfernungen groB gegeniiber 
der Linearausdehnung des Gitterwerkes beobachtet und von Mehrfach- 
streuung und dem Polarisationsfaktor absieht. Der Betrag des Vektors 6 
haingt mit dem Streuwinkel 2 9 und der benutzten Wellenlange 4 der 
Réntgenstrahlung wie folgt zusammen: 


2sin 


VO se (11) 


Bezeichnet insbesondere o,,,(x) die Streumassenverteilung des Bau- 
steines pqy, falls sein Idealpunkt bei «=O liegt und ist die Gestalt- 
funktion s(x) fiir alle im Raumgitter endigenden Ortsvektoren vom 
Wert 1, auBerhalb aber identisch Null, so ist der Bausteinfaktor ae 
definiert durch 


Pe) ae SAOwge) = (12) 
Der Gestaltfaktor (shape transform) ist definiert durch 
S (6) = &(s). (13) 


Als Statistikfaktor F, ist die FouRIER-Transformierte der Koordinations- 
statistik H, definiert: 

f(b) = 3 (A,) (14) 
und als Gitterfaktor bezeichnet man die Transformierte der Gesamt- 
abstandsstatistik z1(x): 


Zn(b) = F (21). (15) 


Der Index v, des Gitterfaktors besagt, daB sein Volumintegral wiber eine 
Elementarzelle bzw. einen Gitterpunkt des reziproken Gitters im 
FouRIER-Raum gleich ist dem Volumen dieser Elementarzelle (Dimen- 
sion cm~), eine Aussage, die weiter unten bewiesen wird. 


Von Bedeutung ist ferner das Faltungstheorem der FouRIER- 
Transformation. Es besagt das Folgende: Gegeben zwei beliebige Orts- 
funktionen @,(%) und @,(x) im physikalischen Raum und ihre Trans- 
formierten A,(b) und A,(b) im FourrER-Raum. Dann ist die FouRIER- 
Transformierte der miteinander gefalteten Ortsfunktionen @,(x) und 
02(x) nichts weiter als das Produkt der Transformierten beider Orts- 
funktionen und umgekehrt die Inverstransformierte der im FouRIER- 
Raum gefalteten Ortsfunktionen A,(b) und A,(b) weiter nichts als das 
Produkt der Inverstransformierten beider Ortsfunktionen: 


3 (0 22) =A Ag (16) 


(Ay Ao) = 01° 2. (17) 
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Fiir die Zusammenfaltung nach (6) gilt entsprechend: 


wobei also entsprechend (4) auch im FourtER-Raum gilt: 
A, A, = [ A,(c)A3(b—c) dv,, (18) 


das Integral also bei festem b, variablem c iiber den ganzen FourtER- 
Raum zu erstrecken ist. Mittels dieses Theorems ergibt sich die FouRIER- 
Transformierte der Abstandsstatistik H, einfach zu 


0 (Hx,x,K,) = pied a eae (19) 


ist also eine einfache Funktion der Statistikfaktoren F,. Infolge der 
Zentrosymmetrie von H, und H_, [Gl. (5a)] gilt allgemein: 


je ae (20) 


wobei F, konjugiert komplex zu F, ist. 


6. Statistikfaktor und verallgemeinertes reziprokes Gitter. 
Der Statistikfaktor /, hat wegen der Normierungsbedingung (3) 
stets den Grenzwert 
lin f(b) 41. (21) 
b—0 
Falls Stérungen zweiter Art nicht existieren, ist H, jeweils eine Punkt- 
funktion, es existieren also nur Koordinationsvektoren der gleichen 
GréBe x), und es gilt fiir den Statistikfaktor: 


Fi, = e—?74 (220%); Hy (x) = Pl (x — Xq,). (22) 
Es hat in diesem Fall /, auf den im FourIErR-Raum liegenden Ebenen 
(0 Xox) = Mp (22a) 


den Wert 1, wobei h, eine ganze positive oder negative Zahl ist und 
den Mizrerschen Indizes entspricht. Auferhalb dieser Parallelebenen- 
scharen ist /, dem Betrage nach kleiner als 1 und meist komplex. 
Dieser Fall verschwindender Gitterstorungen zweiter Art braucht im 
folgenden nicht mehr gesondert behandelt zu werden, da er sich stets 
als entarteter Sonderfall der allgemeinen Theorie auffassen laBt. Die 
folgende Diskussion wird darum stets vereinfachend wenn auch noch 
so kleine Stérungen zweiter Art annehmen, wobei dann vereinfachend 
F, nur im Zentralfleck 6=0 den Wert 1 erreicht. Natiirlich konnte 
man auch den entarteten Sonderfall der Gl. (22) von vornherein einer 
gesonderten Betrachtung unterziehen. Da dies in der klassischen 
Theorie der Kristalle aber bereits zur Geniige geschehen ist, kann 
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hier darauf verzichtet werden. Es gilt dann allgemein, wie man leicht 
verifiziert : 


lf (6)|24 “fur alle b= 0 


und lim F, (6) = 0. 


|b|—0o 


(23) 


Zum Beweis sei angenommen, dab H, irgendeine beliebige Ortsfunktion 
sei, wie sie beispielsweise in Fig. 9d oben durch Niveaulinien gleicher 
Haufigkeit schematisch dargestellt ist. Besitzt diese Ortsfunktion in 
x =X , ein Symmetriezentrum derart also, daB stets fiir alle Vektoren x 


gut Hi, (% — X%ox) = Hy (Xox— *); (24) 


so laBt sich der Statistikfaktor stets in der Form schreiben: 


F,(b) =| F,(0)|e~ 274 000 | %e 
mit |, (2) | = & (A; (&— %o»))- =~ 


Zum Beweis schreibt man die Koordinationsstatistik in der Form 


Hy, (x) = Hy, (x — Xx) PY (X— Xo), 

beachtet das Faltungstheorem (16), die Transformation der in (22) 
beschriebenen Punktfunktion und die Tatsache, daB die FOURIER- 
Transformierte einer um x =0 zentrosymmetrischen Ortsfunktion (24) 
stets reell ist. Besitzt H;, im allgemeinsten Fall kein Symmetriezentrum, 
so sei, was stets méglich ist, fir jeden Punkt } im Fourter-Raum %p, 
moglichst nahe beim mittleren Wert des Koordinationsvektors a, und 
so gewahlt, daB die FourtER-Transformierte von H, (x — x9,) nach wie 
vor reell ist. Es ist, wie man zeigen kann, auf diese Weise eindeutig 
jedem Ort 0 ein ,,Verschiebungsvektor“ x9,(b) zugeordnet, so daB die 
Gl. (25) nach wie vor giiltig sind. Besitzt H, jedoch ein Symmetrie- 
zentrum, so ist exakt fiir den ganzen FouRrER-Raum x», konstant und 
gegeben durch i ea | (25) 

Es ist weiterhin bekannt!, daf die FourrerR-Transformierte aller 
Ortsfunktionen, die sich nicht allzusehr von einer GAussschen Ver- 
teilung unterscheiden, selbst eine Gausssche Funktion ist2. So zeigte 
z. B. GUINIER, da man selbst stufenfoérmige Ortsfunktionen im FOURIER- 
Raum angendhert durch Gausssche Verteilungen beschreiben kann, 
wobei deren Breite dann umgekehrt proportional zum_,,Streumassen- 
radius‘ ist (rayon de giration), der dem Tragheitsradius trager Massen 
entspricht. Angenommen, H (x — x,,) habe die Gestalt einer dreidimen- 
sionalen GaAussschen Verteilung, wie dies bei vielen statistischen 


* Guinier, A.: Ann. Phys. 12, 164 (1939). — J. Chim. physique 40, 133 (1943) 
2 EwaLp, P. P.: Proc. Phys. soci, Lond. 52, 167 (1940) 
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Problemen angenommen wird. Es seien x, drei orthogonale Koordinaten 
des Ortsvektors «— x), und A, x, die mittleren statistischen Schwan- 
kungen von a, in diesen 3 Raumrichtungen. Dann gilt also! 


A (¢—s%5;) = : . =a > >) (ai) | » 1 (26) 


(22)! A, 4%, A, % Ay, Xy 


z 


Man zeigt, daB dieser Ansatz der Normierungsbedingung (3) und der 
folgenden Gleichung geniigt: 


/ a |e er 
A= | eet ae 


wobeialso x, = 0, weil H (x — x,) sein Symmetriezentrum bei x — x), =0 
hat. Es seien }, drei orthogonale Koordinaten des Vektors b im FouRIER- 
Raum, wobei die Achsen entsprechender Koordinaten x, und 8, ein- 
ander parallel seien. Dann ergibt sich fiir die Fourtrr-Transformierte 
von (26) 
Bl = exp (— 2" 0,4, %)). (27) 

Diese Gleichung erfiillt, wie dies auch nicht anders zu erwarten ist, 
die allgemeinen Bedingungen (21) und (23). Mit verschwindender 
statistischer Schwankung A,x, ist (27) im ganzen FourRrER-Raum 
identisch vom Wert 1, /, also wieder durch (22) gegeben. 

Von besonderem Interesse ist fiir die spateren Untersuchungen das 
Verhalten von |f,| in Richtung x ,. Die statistische Schwankung 
von a, in dieser Richtung sei mit 4%, bezeichnet und es ist 


A Xp 


> | ¥o | 


8k (28) 
die relative statistische Schwankung von a, in Richtung des Verschie- 
bungsvektors x),. Wie Fig. 8 zeigt, ist |F,| im Bereich |F,| = 0,3 
angenahert zu beschreiben durch 


|| = exp (— 27 (b, A x,)?) ~1—22 (0,4 %,)?. (28a) 


Es wird weiter unten gezeigt, daB durch | #,| = 0,3 der Bereich der 
»eigentlichen Reflexe‘’ im FourrerR-Raum definiert istae nm sihmpist 
entsprechend Fig. 8 die Naherung (28a) iiberall noch positiv. Fir die 
Bereichsgrenze aber findet man einfach unter Benutzung der in (22a) 
eingefiihrten M1tLERschen Indizes: 


V2chyoeSs1 dh. bys. (29) 


1 In einer hier inzwischen eingegangenen Untersuchung verwendet Porop 
- [Porop, G.: Acta phys. Austr. 3, 66 (1949)] diesen selben Ansatz fiir eine aller 
dings nur eindimensionale Betrachtung. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 123. 2 
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Es ist also die Zahl f, der maximal existenten eigentlichen Reflexe 
umgekehrt proportional zur relativen. ‘statistischen Schwankung der 
Koordinationsvektoren in Richtung ihres Mittelwertes'. Man kann also 
aus der Zahl der experimentell beobachteten Reflexe bereits weitgehende 
Riickschliisse auf die GréBe der Gitterstérungen zweiter Art ziehen”. 

Unterscheidet sich nun H(x— x,,) vom Gaussschen Verlauf (26), 
so behalt nach den GurnrERschen Untersuchungen der Betrag | F,| 
des Statistikfaktors zumindest im Bereich merklicher | #, |- Werte, 
sicher also im Bereich der eigentlichen Reflexe mit sehr guter Naherung 
die Gausssche Form (27) bei. Aber auch auBerhalb dieses Bereiches 
der eigentlichen Reflexe wird man die 


i Naherung (27) zur tiberschlagsmaBigen 
é Diskussion der dort herrschenden Ver- 
ae, 98 haltnisse heranziehen diirfen, wie spater 
werk noch bewiesen wird. In den End- 
G2 formeln wird F, aber stets explizit 
0 - : auftreten, so daB sich an sich eine 


VIR"Ay Lp bp Beschaftigung mit den Naherungen’ 
Fig. 8. Realteil | F, | des Statistikfaktors F, ertibrigt. Sie mégen im folgenden nur 
als "Punktion! derr Fourier Koondmate ta) 711) Vieranschatlichune Ger \ ciialinisce 
Tal (bey), die in mena B4B ee ae — dienen, SchHeSlich “istinochitle: taal 
eigentlichen Reflexe Giiltigkeit hat. , homogener Statistiken‘’ denkbar. 
Die Koordinationsstatistiken zeigen in 
diesem Fall nicht nur einen wahrscheinlichsten Wert von a, , sondern zeigen 
mehrere Maxima. Man sieht leicht, daB als Naherung dann die Super- 
position mehrerer Gaussscher Verteilungen (27) notwendig wird. Doch 
sollim folgenden von diesem Fall abgesehen werden. Gl. (29) schlieBlich 
gibt in jedem Fall die Zahl der maximal existenten eigentlichen Reflexe. 
Von besonderer Bedeutung sind die Punkte }, im FouRIER-Raum, 
an denen alle 3 Statistikfaktoren F, positiv reelle Werte haben. Ent- 
sprechend (22a) gilt fiir diese: 


: 2 ee 1B x9 x) ie h,,. (30) 
' Der Zahlenwert 0,4 in (29) gilt nicht exakt fiir beliebige Koordinations- 
statistiken, wohl aber ausreichend genau fiir alle nicht zu sehr von einer Gauss- 
schen Verteilung abweichenden. Fiir die eindimensionale Strichfunktion etwa ist 
in einer fritheren Untersuchung [Z.,Physik 127, 16 (1950)] der Wert von etwa 0,2 
angegeben, Setzt man namlich z.B. die dort S.37 beschriebene Stufenverteilung 
ein, so hat fiir diese |F| den Wert 0,3 bei g h=0,22 erreicht, wahrend die dort 
erwahnte MAxwettsche Verteilung (S. 38) fiir x >14 ein gh = 0,19 liefert. Derartige 
Feinheiten spielen aber bei der Abschatzung der Zahl der existenten eigentlichen 
Reflexe keine groBe Rolle, weil die durch (40) weiter unten gegebene Bereichs- 
grenze sowieso nur eine flieBende ist. 

* Auf diese Art wurden an anderer Stelle erste Angaben iiber die GréBen der 
Gitterstérungen zweiter Art in verschiedenen hochmolekularen Stoffen gemacht 
[HosEmann, R.: Z. Elektrochem. 53, 331 (1949)] 
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Die dreifach unendliche Mannigfaltigkeit aller Punkte 6, stellt im 
FOURIER-Raum das ,reziproke Gitter‘’ dar. Da beim Pehiien von 
Inversionszentren in den Koordinationsstatistiken die Verschiebungs- 
vektoren x), gleichfalls von 6, abhangen, so ist im allgemeinen das 
reziproke Gitter nicht idealperiodisch, sondern verbogen und verzerrt, 
und dies um so mehr, je starker die Koordinationsstatistiken von einer 
zentrosymmetrischen Form abweichen. 

Bezeichnen c,, drei nichtkomplanare Vektoren im FouRIER- een, 
die die (verzerrte) Elementarzelle des reziproken Gitters am Gitter- 
punkt 6, ausspannen, so ist das Volumen v,, dieser Elementarzelle 
gegeben durch 

Ob gam (Cin Con C3) : (31) 


Bezeichnen 4% ,,, die Verschiebungsvektoren der 3 Koordinations- 
statistiken H,, die dem Vektor 6, zugeordnet sind und v,,, das von ihnen 
im physikalischen Raum ausgespannte Volumen: 


Can (Xo in *02n *03 4) , 
so gilt ganz entsprechend der klassischen Theorie: 


r 7 r 
_ \*oan*o3n! . — [¥oan *o18] en 


O1,= : c 
af Van a Van (3 2) 
Van — Ne oa 


Vorausgesetzt ist dabei allerdings, daB sich die x), innerhalb einer 
Elementarzelle des reziproken Gitters praktisch nicht andern. Andern- 
falls muBte man im FouRIER-Raum eine nichtlineare Geometrie ein- 
fiihren. Zeigen die Koordinationsstatistiken die Symmetrie eines 
Inversionszentrums, sind die x), also im ganzen FOURIER-Raum kon- 
stant und durch (25a) gegeben, so entzerrt sich das reziproke und physi- 
kalische Gitter also wieder zu einem idealperiodischen und es haben 
alle Gitterzellen die gleiche Form und das gleiche Volumen. 

In der spateren Rechnung schreibt man zur Abkiirzung der Formeln 


zweckmaBig : 
0, =— (D+ Xox)- (33) 


fy =4¥ (1 —|K)) 


Beides sind also dimensionslose und reelle Zahlen. Entsprechend (27) 
und (28a) gilt fiir w, in guter Naherung im Bereich der eigentlichen 


Reflexe: 
fi, ~1 > (b, 4A, Ay. (33a) 


Im reflexlosen Streubereich erreicht «, praktisch seinen durch (23) 

gegebenen Endwert 1/2, um im Bereich der Flissigkeitsinterferenzen 

(s. unten) je nach der besonderen Form der Koordinationsstatistiken 

in entsprechender Weise von der quadratischen Form (33a) in den 
Bis 
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Endwert 4/2 iiberzugehen. Es hat also die Ortsfunktion “4, im FOURIER- 
Raum um den Zentralfleck }=0 herum eine Mulde, die um so aus- 
gedehnter ist, je geringer die Gitterstérungen zweiter Art sind. 


7. Gitterfaktor und Knotenfunktion. 

Das allgemeine reziproke Gitter unterscheidet sich von dem regularer 
Kristalle nun nicht nur dadurch, daB seine Gitterpunkte auf gekriimmten 
und verzerrten Gitterlinien liegen. Es verbreitern sich dabei gleich- 
zeitig, wie im folgenden gezeigt wird, seine Gitterpunkte zu knoten- 
formigen Gebilden, die mit zunehmender Entfernung vom Zentralfleck 
b—0 mehr und mehr ineinander zerflieBen, so daB man schleBlich 
iiberhaupt keine ,,Elementarzellen mehr erkennen kann. 

Zum Beweis schreiben wir den durch (15) definierten Gitterfaktor 
unter Benutzung von (8) und (49) in der Form: 

2°) = RY ER (34) 

Kaikan 
Unter Beachtung von (23) ergibt sich hieraus, indem man _ jeweils 
2 Summanden mit dem gleichen Betrag |K,| zusammenfaBt und dabei 
die sich aus der Relation (20) ergebende Vereinfachung beriicksichtigt: 


Zn (b) = Tl (1 + 2Re- =p (35) 
k 


Dabei bedeutet [[ das Produkt iiber die drei kR-Klammern und Re 
den Realteil des dahinter stehenden komplexen Quotienten. Fiir 
gewisse Falle schreibt man (35) lieber in der Form 


aiid Geance ee (36) 


Unter Benutzung der Schreibweise (33) findet man die Darstellung 


Ma(1 — fp) 
v jh = 22 
Z'n(b) = | | aera (67) 
‘k es 
Dye 


Wahrend der Gitterfaktor in der Darstellung (36) nachher zur Be- 
stimmung von Integralwerten benutzt wird, eignet sich die Darstellung 
(37) besonders zur Untersuchung des Verlaufes der Knotenfunktion 
im FourteER-Raum. 

An den durch (30) gegebenen Punkten 6, hat entsprechend (33) 
der Gitterfaktor also ein Maximum vom Wert 


Sas 
I] fly, (3 8) 
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falls 4, sich im Bereich eines Knotens nicht zu sehr andert. Dieses 
ist entsprechend (33a) jedoch im Bereich der Fliissigkeitsinterferenzen 
nicht mehr der Fall. Genau zwischen den Gitterpunkten b,, wo also 
0, einen halbzahligen Wert hat und alle Statistikfaktoren F, negativ 
reell sind, hat der Gitterfaktor wieder unter der Voraussetzung prak- 
tisch konstanter «, einen Minimalwert 


Uk 
TOE i (39) 


Der Bereich der eigentlichen Reflexe sei nun dadurch definiert, daB 
hier die Maxima (38) mindestens den vierfachen Wert der Minima (39) 
aufweisen. Als Grenze zu dem daran anschlieBenden Bereich der 
Fliissigkeitsinterferenzen gilt einfach 


Hi S Mar 


O 
Mor ~ 0,35, also (ti bes00.- (40) 


mit 
Es haben damit nachtraglich die Voraussetzungen, die fiir die Naherung 
(28a) gemacht wurden, ihre Begriindung erfahren. 


Der reflexlose Streubereich sei dadurch definiert, daB sich die 
Maxima (38) um weniger als 10% von den ihnen benachbarten Minimis 
unterscheiden. Es folgt dann 


My 2 Mgp = 0,49. (41) 


Der reflexlose Streubereich erstreckt sich also auBerhalb der durch 
(33a) genadhert gegebenen Mulde der y,-Werte um den Zentralfleck. . 
Der Bereich der ,,Fliissigkeitsinterferenzen“ schlieBlich ist dadurch zu 
definieren, daB hier alle drei y, weder gleichzeitig der Ungleichung (40) 
noch gleichzeitig der Ungleichung (41) gehorchen. 


Mindestens ein [Mz < [gp | 
(42) 


und 
mindestens ein pl, real 


Es entstehen hier also Gebilde, die, wie die folgende Diskussion zeigen 
wird, durch Uberlagerung der drei nichtkomplanaren k-Faktoren von 
(37) je nach Form der Koordinationsstatistiken H, die Form von 
kugligen, stabchen- oder scheibchenférmigen Gebilden haben, die sich 
mindestens in einer Richtung des FourtER-Raumes um weniger als 
das vierfache und mindestens in einer Richtung des FourrER-Raumes 
um mehr als das 1,1-fache aus einem ,,diffusen‘’ Untergrund erheben. 
Wenngleich bei manchen Fliissigkeiten und amorphen Stoffen zum 
Teil auch Interferenzen gefunden werden, die sich mehr als um den 
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Faktor 4 aus dem diffusen Untergrund erheben!, so ist die hier defi- 
nierte Bereichsgrenze pg, deshalb fiir die spateren Betrachtungen 
besonders brauchbar, weil innerhalb ihrer Grenzen der Gitterfaktor 
praktisch tiberall eine Gitterfunktion ist, auBerhalb aber diesen Cha- 
rakter verloren hat. Er wird nochmals unterteilt durch ein Zwischen- 
gebiet, in dem das jeweils in Richtung x), von 6=0 ausgehende 1, 
etwa den Wert 4/N, erreicht hat, wo N, der mittleren Zahl der Gitter- 
bausteine in Richtung des Koordinationsvektors a, entspricht. Die 
exakte Bedeutung dieser Bereichsgrenze 


Ln: N,~1 (43) 


wird weiter unten besprochen werden. Der Bereich der ungestorten 
Reflexe ist dann definiert durch 


bn NN, <A, (44) 
der der stark gestérten Reflexe entsprechend durch 
in ON, Ah (44a) 


Zur Diskussion des Gitterfaktors geniigt es offensichtlich, den Verlauf 
eines der drei. k-Faktoren in (37) im FouURIER-Raum zu untersuchen. 
Es sind dazu in Fig. 9 oben verschiedene Koordinationsstatistiken H, 
und in Fig. 9 unten die dazugehérigen k-Faktoren schematisch darge- 
stellt. Je groBer die Schwarzung, um so groBer der Wert dieses Faktors. 

Fig. Ja. H, ist eine Punktfunktion. Alle a, haben also den gleichen 
Wert x ,°4, hat im ganzen FouRIER-Raum den Wert Null. Der 
k-Faktor ist dementsprechend iiberall Null bis auf die senkrecht zu x9, 
stehenden Ebenen (30), die einander im gleichen Abstand 1/| x, folgen. 
Der k-Faktor besteht also aus einer Parallelschaar unendlich ausge- 
dehnter, unendlich diinner Scheiben (Fig. 9a unten). Durch die Uber- 
schneidung von drei derartigen nichtkomplanaren Parallelebenen- 
schaaren entsteht dann im FourIER-Raum das reziproke Gitter eines 
Kristalls ohne St6rungen zweiter Art, das durch eine Gitterpunkt- 
funktion darstellbar ist. 

Fig. 9b. a, andert statistisch nur seinen Betrag, nicht seine Rich- 
tung. H, ist also eine Strichfunktion, wobei der Strich radial auf x =0 
hinweist. Hier zeigt y, entsprechend (33a) die Form einer in Richtung 
senkrecht zu a, unbegrenzt ausgedehnten Mulde. Dementsprechend 

1 Beispielsweise findet GLockER und HeEnpus bei Réntgenaufnahmen an 
fliissigem Gold, da® sich das erste Interferenzmaximum etwa um das achtfache 
aus dem diffusen Untergrund, das zweite Maximum kaum mehr um das zweifache 
hieraus erhebt. Henpus, H.: Z. Physik 119, 265 (1942). Z. Naturforschg. 2a, 505 
(1947)]. Im Sinn der vorliegenden Darstellung wird man das erste Maximum als 


,eigentlichen Reflex‘‘ bezeichnen, das durch die verwackelten Gitterbereiche er- 
zeugt wird. 
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sind die in Fig. 9a besprochenen Scheiben nun zwar nach wie vor 
unendlich ausgedehnt, doch ist nur die den Zentralfleck schneidende 
Scheibe noch unendlich diinn. Die iibrigen Scheiben werden iiber ihre 
ganze Ausdehnung jeweils gleichmaBig dicker, je weiter sie von dieser 
mittleren Scheibe entfernt sind. Im reflexlosen Streubereich zerflieBen 
sie schlieBlich véllig ineinander. Auch der gegenseitige Abstand be- 
nachbarter Scheiben wird unregelmaBig, wenn H, kein Symmetrie- 
zentrum mehr hat. 

Fig. 9c. a, andert sich statistisch derart, daB seine Projektion auf 
die durch 6=0 gehende Gerade P, A konstant bleibt. H, ist also eine 
Flachenfunktion, wobei die 
Flache eben ist. Dem- 
entsprechend ist m, im 
FourteEr-Raum als Mulde 
darstellbar, die nur noch 
in Richtung P, A _ unbe- : \ 
grenzt ausgedehnt ist. Die sco \ oN 
Scheiben des -Faktors [2-@——>—#——\\& ec 
sind nun nur noch langs rR \ 
P, A unendlich diinn und 

Fig. 9a—d. Beispiel verschiedener Koordinationsstatistiken 


zerflieBen am Ende der Phe ae 
(oben, Niveauliniendarstellung) und ihrer k-Paktoren [Gl. (37), 


Mulde vollig ineinander. schattierte Darstellung, unten]. Durch Multiplikation dreier 
é oh nichtkomplanarer derartiger k-Faktoren entsteht der Gitter- 
Fig. 9d. ay, andert be- taktor, a Punktstatistik; b Radialstrichstatistik; c ebene 


liebig Betrag und Rich- Flachenstatistik; d Raumstatistik, 

Pune di," 1st-.also ‘eine 

Raumfunktion. Die von jw, gebildete Mulde ist darum allseitig begrenzt. 
AuBerhalb von ihr sind alle Scheiben vollig ineinander zerflossen, 
innerhalb dndert sich in Uberlagerung der beiden in Fig. 9b u. c be- 
sprochenen Effekte die Dicke und der Abstand der Scheiben von Ort 
gu Ort: 

Durch Uberlagerung von drei derartigen nichtkomplanaren Schaaren 
von Scheiben entsteht dann entsprechend (37) der Gitterfaktor?. Statt 
Gitterpunkte treten also, wie oben angekiindigt, knotenformige Gebilde 
auf, der Gitterfaktor ist darum als Knotenfunktion anzusprechen: 

Im Bereich der eigentlichen Reflexe, wo also entsprechend (40) die 
Mulden aller drei H, existieren, sind diese Knoten noch verhaltnismaBig 
punktférmig und reprasentieren damit eine Art verzerrten und ver- 
schmierten reziproken Gitters. Im reflexlosen Bereich, definiert durch 
(41), hat der Gitterfaktor entsprechend (37) tiberall praktisch den 


1 Den Gitterfaktor der von WARREN (1. c.) eingefiihrten Turbostratic structure 
erhalt man z. B. einfach, indem man fiir H, und H, eine (kristalline) Punktfunktion 
(Fig. 9a) und fiir H, eine sehr verschmierte Flachenfunktion (Fig. 9c) wahlt, 
wobei die Gerade P, A senkrecht auf der kristallinen (001)-Graphitnetzebene steht, 
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Endwert 1 erreicht. Hier ist es sinnlos, von irgendeiner Zellenstruktur 
des Gitterfaktors sprechen zu wollen. Im Bereich der Flissigkeitsinter- 
ferenzen, definiert durch (42), treten neben sehr verwaschenen, kaum 
mehr vom Untergrund unterscheidbaren Knoten auch mehr oder 
weniger verwaschene stab- und scheibenformige Gebilde auf. Fig. 10 
stellt schematisch diese Verhaltnisse dar. Die Unterteilung des Bereiches 
eigentlicher Reflexe in Unterbereiche 
wird weiter unten besprochen. 


Fig. 14. 


Fig. 10. Schematische Darstellung der Gitter-Knoten-Funktion durch Niveaulinien im Fourrrr-Raum 

langs einer Gitterflache des reziproken Gitters. +++ Gitterlinien des reziproken Gitters. Z Zentralfleck; 

B, Bereich der ungestérten Reflere; B, Ubergangsbereich; B, Bereich der stark gestérten Reflexe; B, 
Bereich der Fliissigkeitsinterferenzen; B; reflexloser Streubereich ; —+—+— Bereichsgrenzen. 


Fig. 11. Schematische Darstellung der Pole des Gitterfaktors in einer der komplexen b,-Ebenen. Von Fy, 
sind in (46) erzeugt [vgl. Gl. (50)]: 00 rar ee bk yi von Fj, sind erzeugt: Dk a Be Dk » 
Asymptoden der Hyperteln hy hy = const, hy variabel. Die auf den der reellen },-Achse benachbarten 
Hyperbelzweigen liegenden Pole b, Aw und b’ kg erzeugen die ,, Knoten‘‘ des Gitterfaktors, die auf den im 
Imaginiren liegenden Zweigen befindlichen Pole erzeugen den diffusen Untergrund der Gitterknoten- 
funktion. Nur die Pole b iam und ae ae) im Scheitelgebiet der Hyperbeln erzeugen Knoten, die sich deutlich 
aus dem diffusen Untergrund erheben. JW ein Integrationsweg auf der unteren b,-Halbebene , der diese 


letzteren Pole von den iibrigen Polen der unteren Halbebene trennt. 


Wahrend die Verhaltnisse im Bereich der eigentlichen Reflexe und 
im reflexlosen Bereich also durchaus anschaulich und iibersichtlich sind, 
ist eine Beschreibung des zwischen ihnen liegenden Bereiches der Fliis- 
sigkeitsinterferenzen aus verschiedenen Griinden schwieriger. Neben 
den obenerwahnten langlichen und scheibenférmigen Knoten ist hier 
ihre Lage durch das in (30) definierte reziproke Gitter nicht mehr ein- 
deutig bestimmt. Denn da sich hier yw, im Bereich eines Knotens merk- 
lich andern kann, liegt das Maximum der Knotenfunktion nicht mehr 
an den durch das reziproke Gitter gegebenen Punkten b,. Es sind in 
diesem Ubergangsgebiet die Gitterzellen in Auflésung begriffen. Um 
dennoch zu quantitativen Aussagen zu kommen, ist es zweckmibig, 
die integrale Knotenbreite zu betrachten. Hierzu ist die Integration 
uber einen Knoten notwendig, was im folgenden geschehen soll. 
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8. Integralwerte des Gitterfaktors. 


Man fithrt zunachst die reelle, dimensionslose GréBe f,, im FouriER- 


Raum ein: oe onl [40 onl |%oan| (45) 


Yan 
wobei v,,, das durch (32) definierte Volumen des von den Verschiebungs- 
vektoren x9,,, im physikalischen Raum ausgespannten Parallelepipedes 
ist. £,(b) ist also nur fiir Koordinationsstatistiken mit Symmetrie- 
zentrum im FourIER-Raum konstant. Unter Benutzung von (36) 
findet man fiir das Volumintegral des Gitterfaktors: 


Z°n(b) dv, = I] [?. (= + = 3) db. (46) 


k —o 


Dabei sind die db, Linienelemente langs der krummlinigen Achsen des 
reziproken Gitters und f, entsprechend (45) der von ihnen einge- 
schlossene Raumwinkel. Die Schwierigkeit bei der Integration von (46) 
besteht einerseits darin, daB F, auch von b, abhangig ist usw. und daB 
sich auBerdem jeder Knoten von dem diffusen Untergrund, aus dem 
er sich erhebt, nicht so ohne weiteres separieren 1aBt. Diese Schwierig- 
keiten sind also allein durch die Gitterst6rungen zweiter Art verursacht. 
Betrachtet man nun aber jeden k-Faktor in (46) statt nur langs der 
reellen 5,-Achse in der ganzen komplexen b,-Ebene, so lat sich eine 
Integration leicht durchfihren: 

Offensichtlich hat der Integrant in (46) an den Stellen b,, Pole, 
an denen F, und F,; den Wert 1 annehmen. Man wird also versuchen, 
den Gitterfaktor in eine Potenzreihe zu entwickeln, die dann alle diese 
Pole als singulare Stellen enthalten muB. Ohne die Allgemeingiiltigkeit 
der folgenden Betrachtungen einzuschranken, sei fiir | /,| die Naherung 
(27) genommen, wobei dann also in einem Pol b,, gelten mubB: 


| Fi (On 2) | = ee A exp (— 271 LopaleyetlA Xp, Dr n)”) | 


: (47) 
mit —lgA = 2n((4 x; b;)? + (4 x, 0,)*), 
wobei 1, / die beiden anderen Koordinaten sind. In der Nachbarschaft 
2 = i Dik 
dieses Poles gilt also 
Fy, = exp (—2 (201 xox, +404 x; b,,) —2" 2m x%). (48) 


Die Lage des Poles fiir den Knoten h;, h,, h, ist gegeben durch 
4 (Xonn Onn — Mn) + A x7 02, —1g A/2n = 0. 
Es folgt fiir den durch Ff, erzeugten Pol 6,,,; und },;¢ 


Ax bnita= oe (1 + /1— 463 (ig A/2x +7 h,)) (49) 
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und fiir die durch F, erzeugten (Index 1 entspricht dem + -Zeichen, 


Index 2 dem —-Zeichen vor der Wurzel): 
Ax% O12 = Joe (1 +1 —483 (ig Ajax —7 h,)). (49) 


In Fig. 11 sind diese Pole eingetragen, die von F, erzeugten als Kreise, 
die von F; erzeugten als Quadrate, wobei diejenigen mit dem Index 1 
gefiillt, die anderen leer sind. Fir nicht zu groBe Storungen ergibt die 
Reihenentwicklung in (49): 


Korn Ont = e— 202 le Alam + 1 > 2 he 
Lorn Onne = hy—2e; lg Al2nx—1 D gr h, (50) 
r 
Xen Onna = — Xonn Onna — U8h- 
Man erkennt, daB alle Pole bei variiertem /, auf Hyperbeln legen, 


deren Brennpunkt und Scheitel auf der imaginaren b,-Achse ruht und 
deren Asymptoden parallel zu den Winkelhalbierenden von reeller und 


imaginarer b,-Achse liegen, wobei sich beide Asymptoden bei ++ 


2e% Xokn 
schneiden. Die Pole mit dem Index 2 riicken mit abnehmender Gitter- 


st6rung immer naher an die reelle b,-Achse und liegen schlieBlich bet 
verschwindender Gitterst6rung zweiter Art auf ihr, wahrend die Pole 
mit dem Index 1 immer weiter ins Imaginare riicken. Offensichtlich 
erzeugen die letzteren den diffusen Untergrund, die ersteren aber die 
sich aus diesem erhebenden Knoten. Je mehr sich die Pole den 
Asymptoden nahern, um so enger riicken sie zusammen. Diese nahe der 
Asymptoden liegenden Pole erzeugen den reflexlosen Streubereich. Es 
gibt hier also keinen Unterschied mehr zwischen knotenerzeugenden 
und untergrunderzeugenden Polen. Dieser Unterschied zwischen den 
Polen des Index 1 und 2 wird erst im Bereich der Hyperbelscheitel 
bemerkbar, und dies um so mehr, je kleiner die g, sind. 


Wenngleich natiirlich auch hier vor allem bei zunehmender Stérung 
zweiter Art eine derartige Trennung in Pole zweierlei Wirkung immer 
schwieriger wird, so sei der in Fig. 14 in die untere Halbebene einge- 
zeichnete Integrationsweg W doch so gelegt, daB die zwischen ihm 
und der reellen Achse liegenden Pole Knoten, die anderen den Unter- 
grund erzeugen. Jedes Residuum eines zwischen W und der reellen 
b,-Achse liegenden Poles plus dem Residuum des zu ihm konjugiert 
oberhalb der reellen },-Achse liegenden Poles entspricht dem doppelten 
Integralwert des dazugehdrigen Knotens, wobei man die oberhalb der 
reellen b,-Achse liegenden Pole mit dem Uhrzeiger, die unterhalb der 
reellen b,-Achse liegenden entgegen dem Uhrzeigersinn zu umlaufen 


Réntgeninterferenzen an Stoffen mit Gitterstérungen. o¢ 


hat. Aus (48) findet man durch Reihenentwicklung nach z, wobei 
fiir das Residuum nur der in z lineare Summand interessiert: 

1— Fi = — 2 (2x7 %,,—470 A x? bi), 
woraus folgt: 


6 az 1 (5 ) 

a 2 3 é 
Wo Jap Xonn +12 Ax, db,, . 
Pol lnk 


Da der dazu konjugierte Pol ein hierzu konjugiert komplexes 
Residuum liefert, erhalt man schlieBlich unter Substitution von 
(49a) exakt: — EGS HD 

Paco eee AY feces), (53) 


Knoten h, hy hy 


wobei die reellen GréBen R, und y, gegeben sind durch 

Rye"! = 1 + 492 (e? WP + g?h?) tighhys | y,|<2/2 

ce te eee (a 26 . (54) 
w (Br Wi + ep hp)? + (485 he)? ~ 1/1 +885 D @7 he. 


In dem durch (29) gegebenen Bereich der eigentlichen Reflexe ist das 
Produkt der drei k-Faktoren in (53) entsprechend (54) praktisch vom 
Wert 1. Nur in diesem Bereich also ist das iiber einen Knoten im 
FouRIER-Raum genommene Volumenintegral praktisch gleich dem 
Volumen dieser Gitterzelle. Im Bereich der Flissigkeitsinterferenzen 
gilt dies aber nicht mehr, weil hier schon zu groBe Anteile des Gitter- 
faktors zum diffusen Untergrund gehéren. Im reflexlosen Streubereich 
schlieBlich ist die Aussage 

f Zdu,=9, (55) 

Zelle by, 

einerseits trivial, weil hier der Gitterfaktor den Wert 1 hat, andererseits 
aber sinnlos, weil man hier keine Zellen mehr feststellen kann. Im 
Bereich der Fliissigkeitsinterferenzen ist es auf diesem Wege nicht 
méglich, zu einer Aussage tiber das Volumenintegral zu kommen, da 
hier weder die Betrachtungsweise (53) noch diejenige von (55) ange- 
messen ist. 

Man erhalt nun fiir die integrale Breite der einzelnen Knoten im 
Bereich der eigentlichen Reflexe unter Benutzung von (38) die ein- 
fache Beziehung!?: ; 

Mp 
I (Xonn On Br) = (On Br) = 


ae U 6 
AE (56) 

1 Diese Gleichung gilt streng nur fiir alle orthogonalen Kristallsysteme. Fiir 
die anderen ist die Halbwertsbreite nur in Richtung parallel zu den *9;,, durch 
(56) gegeben, in Richtung der Achsen des reziproken Gitters aber eine Funktion 


aller 44, 
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Entsprechend (33a) hat der Knoten im Zentralfleck b=0O also stets 
die Gestalt einer Punktfunktion (5), wahrend mit zunehmender Ent- 
fernung von ihm die Knoten mehr und mehr zerflieBen. Nur das 
reziproke Gitter regulaérer Kristalle entartet infolge des Fehlens von 
Gitterstérungen zweiter Art zu einer tber den ganzen FourRIER-Raum 
ausgebreiteten Gitterpunktfunktion. Verzichtet man auf eine Ana- 
lysierung des Gitterfaktors 7 in Anteile der ,,Knoten‘‘ und des ,,Unter- 
grundes, betrachtet man vielmehr wie in (8) bei z das von beiden 
Anteilen in jedem Gitterpunkt erzeugte gesamte Volumenintegral und 
fiihrt die Identitaten ein 


vg2(x)=2"*(x), 0, Z4 (8) = Z™(0), (57) 


wobei v,, v, die mittleren Volumina der Gitterzellen in beiden Raumen 
sind und die Indizes der Gitterfunktionen z und Z jeweils das oben 
bezeichnete Volumenintegral jedes Gitterpunktes anzeigen, so kommt 
man leicht auf die folgenden allgemeingiltigen Beziehungen: 


feat, (a (58) 
Ux . Up 

[ime “(es lim Z"” (b) = 0, (59) 

*—0 b—0 

se anlbaian eg eae vty MN Dies Agnes) (60) 

x —> 00 boo 


(58) rechts bestatigt Gl. (52) und (55) fiir den ganzen FouRIER-Raum. 
Im raumlichen Mittel haben beide Gitterfunktionen z und Z den Wert 1. 
Der Grenzwert in (59) nimmt keine Notiz von den bei b = x =0 beste- 
henden, durch jeweils eine Punktfunktion P!(b) bzw. P! (x) ausgedriickten 
Unstetigkeitsstellen. Die in den Gl. (58) bis (60) erkennbaren adaquaten 
Eigenschaften beider Gitterfunktionen lassen eine iibersichtliche An- 
wendung der entwickelten allgemeinen Theorie erhoffen. 


9. Die gestreute Amplitude. 


Die Berechnung der gestreuten Amplitude kann formell in der 
gleichen Art geschehen, wie dies EwAarp fiir regulare Kristalle durch- 
gefithrt hat!, indem man statt der dort verwendeten Gitterpunkt- 
funktion hier die allgemeine Gitterknotenfunktion (35) bis (37) ver- 
wendet und statt der dort betrachteten Kristallgitterstérungen hier 
die allgemeineren, durch die Bausteinstatistik beschriebenen Gitter- 
storungen erster Art einfiithrt. Wie Ewatp betonte, ergeben sich auch 
hier bei der Berechnung der Streuamplitude eine Reihe allgemeiner 
Ergebnisse, die leichter als bei der Berechnung der Streuintensitat 


1 EwAatp, P. P.: Proc. Phys. Soc., Lond. 52, 167 (1940). 
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Einblick in gewisse Zusammenhange verschaffen. Obwohl die Amplitude 
experimentell nicht beobachtbar ist, ist es darum angebracht, sich 
mit ihr wenigstens theoretisch zu beschaftigen. Dazu wird ganz mit 
Ewalp zundchst ein unbegrenzt groBes Raumgitter punktformiger 
Bausteine berechnet. Sodann werden ausgedehnte Bausteine und ihre 
Statistik eingefiihrt (ihre Mittelwerte jeweils durch Querstriche ge- 
kennzeichnet). SchlieBlich geht man dann auf das raumlich begrenzte 
Gitter iiber. 


Betrachtet man irgendeine individuelle Konfiguration eines aus 
punktférmigen Bausteinen aufgebauten unbegrenzten Raumgitters mit 
Gitterstérungen zweiter Art (Fig. 5), so ist seine Streuamplitude, be- 
zogen auf irgendeinen Gitterpunkt qv, offensichtlich gegeben durch 

A=) >) > exp (— 227 (bxx)), 
K, K, K, 
wobei x, der Vektor zwischen Bezugsbaustein pgy und irgendeinem 
anderen Baustein 7k/ ist [Gl. (1)] und alle Bausteine die Streumasse 1 
haben. 


Will man nun den mittleren Streueffekt berechnen, muB8B man jede 
individuelle Konfiguration entsprechend ihrer Gesamtwahrscheinlich- 
keit im Endresultat beriicksichtigen. Da sich die Gesamtamplitude A 
der besprochenen individuellen Gitterkonfiguration additiv aus den 
Teilamplituden der Bausteine zusammensetzt, so kann man statt des 
Mittelwertes der Summe aller individuellen Teilamplituden ebensogut 
die Summe der Mittelwerte aller Teilamplituden berechnen, erhalt also 
einfach fiir diese mittlere Gesamtamplitude A!?: 


A ne yi; » ve J Ax, x,K, (x) Opis ()*K, K, K,) avy. 
ely Cs 


Wie der Vergleich mit (8) und (15) zeigt, ist die Amplitude in diesem 
Fall also nichts anderes als der Gitterfaktor, wenn man vom Polari- 
sationsfaktor usw. absieht: 

A=Z™(b). 


Der nachste Schritt besteht nun darin, die punktférmigen Bausteine 
durch solche der Streudichteverteilung 9,,,(x) zu ersetzen. Ange- 
nommen, jeder Gitterbaustein zeige Gitterst6rungen erster Art, die 
sich dahingehend auswirken, daB nicht nur sein Streumassenschwer- 
punkt, sondern auch seine Bauelemente statistisch um die durch die 
Gitterstérungen zweiter Art bezeichneten ,,[dealpunkte schwanken. 


1 Die im folgenden angegebenen Amplituden sind also stets Mittelwerte uber 
diejenigen vieler einander parallel justierter individueller und abgesehen von den 
statistischen Gitterschwankungen vdllig gleichgebauter Einzelkristallite (statisti- 
scher Uberlagerungseffekt, siehe Abschnitt 4). 
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Angenommen ferner, diese Gitterstérungen erster Art seien entsprechend 
ihrer Definition (siehe § 2) vollig unabhangig von denen zweiter Art, 
so ergibt sich die Streumassenverteilung im Gitterpunkt K einfach 
durch Faltung von H, mit der Bausteinstatistik, die diese Stérungen 
erster Art nach Definition beschreibt. Bezeichnet o(x) die auf den 
jeweiligen Idealpunkt bezogene mittlere Streudichte eines Bausteines, 
so ergibt sich fiir die mittlere Amplitude des Gesamtgitters nach dem 
Faltungstheorem (16): 


Ane (0) — th Ons) te 20 (61) 
mit sais 
Roose (6) chia) (62) 


und als Folge von (12) 


/(b) = Se(x). 


Gl. (61) entsteht also, indem man im FourtErR-Raum den mittleren 
Bausteinfaktor mit dem Gitterfaktor multipliziert. 

Unter Einfiihrung der Gestaltfunktion (13) erhalt man aus (60) 
fiir die Streudichte eines durch s(x) begrenzten Gitters: 


05(%) = S(*) Goo (*). 
Nach dem Faltungstheorem (17) ergibt sich hieraus fiir die mittlere 
Streuamplitude A, eines ee Givers: 


De ln) S(b—c)do, (63) 
oder anders hay loach 

A,()=(f 2") S. (64) 
Es ist also im FourRIER-Raum der Gestaltfaktor S zu falten mit dem 
Produkt aus Gitterfaktor und mittlerem Bausteinfaktor. Betrachtet 
man in (63) den Integranten wieder statt nur langs der reellen 6,-Achse 
in den komplexen 6,-Ebenen, so ergibt sich ganz entsprechend (46) 


wieder die Méglichkeit, das Integral (63) durch die Summe der Residuen 
um die Pole der komplexen Gitterpunktfunktion zu ersetzen und erhalt: 


= D7) BOT Er of [ee (65) 


wobei der Vektor 6, also nur bei verschwindenden Gitterstérungen 
zweiter Art reell ist [die hierbei ins imaginaér Unendliche wandernden 
Pole b,,,; und b,,, der Gl. (50) werden in ungestérten Gittern ver- 
nachlassigt }. 

Beachtet man nun, daB die integrale Breite eines Knotens durch 
(56) gegeben ist, wahrend die des Gestaltfaktors etwa gegeben ist durch 


(ena) ~ Hy (66) 
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wobei N, der mittleren Zahl der Bausteine in Richtung der Koordi- 
nationsstatistik a, entspricht, so kann man folgendes sagen: 

In dem durch (44) gegebenen Bereich der ungestérten Reflexe 
wirkt jeder Knoten gegeniiber dem Gestaltfaktor als Punktfunktion. 
Es ergibt sich bei der Faltung (64) daher das Resultat (65), falls hier 
die 6, die reellen, durch (30) definierten Punkte des reziproken Gitters 
sind. 

In dem durch (44a) gegebenen Bereich der stark gestiérten Reflexe 
wirkt umgekehrt der Gestaltfaktor gegentiber jedem Knoten praktisch 
als Punktfunktion. Da der Gestaltfaktor entsprechend seiner Definition 
(13) im FourtER-Raum ein Volumenintegral vom Wert 1 hat, so ergibt 
sich hier fiir die Streuamplitude bei der Faltung (64) einfach das 
Resultat (61). 

In dem durch (43) definierten Ubergangsgebiet zwischen stark 
und schwach gestoérten Reflexen entartet der FaltungsprozeB (63) 
weder in die Form (61) noch in die Gl. (65), es sei denn, man fiihrt hier 
fiir die 6, komplexe Werte ein. In diesem Bereich sind also die Breiten 
von Gestaltfaktor und Knoten in gleicher GrdBenordnung. Als Nahe- 
rungsformel fiir die integrale Breite der Amplitudenmaxima bei der 
Faltung dieser beiden Ortsfunktionen kann man, wie an anderer Stelle 
angegeben!, schreiben: 


; 1 
(On Br) ~ He + Ny” (67) 
Diese Naherung gilt im Ubergangsgebiet (43) auf etwa 15% genau, 
im Bereich der schwach und stark gestérten Reflexe aber schlieBlich 
beliebig genau. Es darf ja auch nicht wundernehmen, da8 sich in 
einem so komplizierten FaltungsprozeB (63) die resultierende integrale 
Breite nicht einfach additiv aus den Breiten der gefalteten Funktionen 
zusammensetzt. 

Die physikalische Bedeutung dieses durch (43) definierten Ubergangs- 
gebietes erkennt man sofort, wenn man die Relation (43) mittels (11) 
und der im Bereich der eigentlichen Reflexe erlaubten Naherung (28a) 
umschreibt. Man erhalt dann: 


2|/N, Ax, sind ~A. (68) 


Da VN, 4 x, nichts weiter ist als die statistische Abstandsschwankung 
in Richtung a, zwischen zwei in derselben Richtung méglichst weit 
auseinanderliegenden Gitterbausteinen und die bekannte Braccsche 
Reflexionsbedingung 
2dsind = A (69) 


1 HosEMANN, R.: Z. Physik 127, 16 (1950). 
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diese gréBtmogliche Abstandsschwankung in Richtung der Netzebenen- 
normalen mit dem Netzebenenabstand d verbindet, so kann man fol- 
gendes formulieren: 


Immer dann, wenn der im Reflex wirksam werdende Netzebenen- 
abstand d groB ist gegeniiber der mittleren statistischen Abstands- 
schwankung in Richtung der Netzebenennormalen zwischen 2 Bau- 
steinen, die auf zwei mOglichst weit voneinander entfernten derartigen 
Netzebenen liegen, immer dann treten ungestorte Reflexe auf. Bei 
gleichbleibender Gitterstérung, aber zunehmender Ordnungszahl /;/, h; 
des Reflexes, also abnehmendem Netzebenenabstand d@ kommt man im 
FourtER-Raum also mit zunehmender Entfernung vom Zentralfleck 
b=0 schlieBlich iiber einen Ubergangsbereich in den Bereich der stark 
gestoérten Reflexe, wo diese Abstandsschwankung in Richtung der 
Netzebenennormale groB ist gegeniiber dem Netzebenenabstand. Im 
Bereich der ungestérten Reflexe wirken die Braccschen Netzebenen 
— bildlich gesprochen — wie polierte Spiegel, wahrend sie im Bereich 
der stark gestérten Reflexe so stark mattiert sind, da man aus dem 
gespiegelten Reflex die Form des Originals, das ist der Zentralfleck 
(Reflex 0,0, 0) nicht mehr erkennen kann}. 


Umgekehrt kann man folgendes sagen: Falls ein Raumgitter nur 
stark gestérte Reflexe erzeugt, ist fiir jede Netzebene die Aufrauhung 
durch die Gitterst6rungen zweiter Art so groB, daB der in Abschnitt 4 
besprochene Wirkungsbereich (vgl. Fig. 4) von den meisten Gitter- 
bausteinen aus nicht mehr die Oberflache des Raumgitters erreicht. 
Wenn also der Wirkungsbereich klein ist gegeniiber der GréBe des 
Raumgitters, existieren im gesamten FouRIER-Raum nur stark gestérte 
Reflexe und Flissigkeitsinterferenzen, die durch (59) darstellbar sind. 
Nur der Zentralfleck ist in jedem Fall, wie groB auch die Gitterst6rungen 
sein mégen, als ungestérter Reflex zu bezeichnen!. 


10. Ausblick. 


Man kann die bestehende Theorie regularer Kristalle und diejenige 
einfacher Fliissigkeiten nun einfach als entartete Sonderfalle der hier 
entwickelten allgemeinen Theorie auffassen. Bei ersteren ist der 
Wirkungsbereich WB der Gitterbausteine so gro8 gegeniiber dem Vo- 
lumen eines Kristalliten, daB die zur Beobachtung kommenden Kristall- 
reflexe praktisch alle ungestérte Reflexe sind. Bei letzteren umgekehrt 
ist dieser Wirkungsbereich so klein gegeniiber dem Volumen eines 
assoziierenden Schwarmes, daB bis auf den Zentralfleck nur stark 
gestorte Reflexe existieren (Tabelle 2). 


' Hosemann, R.: Z. Physik 127, 16 (1950). 
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Tabelle 2. Gesamtstatistik z'(x) [Gl. (8)j, Gitterfaktor Z'(b) (GI. (35)] und 
Streuamplitude A,(b) (Gl. (63) ] dey allgemeinen Theorie und ihre Entartungen in 
der Theorie rveguldver Kristalle und einfacher Fliissigkeiten. 


Regulare Kristalle Allgemeine Theorie 


Einfache Flissigkeiten 


WB/Vol_ | >1 beliebig 


Dabei sind unter einfachen Fliissigkeiten solche verstanden, in denen 
die Schwarme genitigend groB gegeniiber dem Wirkungsbereich einer 
Molekel sind. AuBerdem fehlt in ihnen eine makroskopische Anisotropie, 
so daB bei Uberlagerung der Streueffekte vieler Einzelschwarme ver- 
schiedenster Orientierung ein ,,Pulverdiagramm“ als Streudiagramm 
entsteht. Es ist dann erlaubt, im Sinn der DeByeschen Theorie! der 
Gesamtabstandsstatistik z! ebenso wie dem Gitterfaktor Kugelsymmetrie 
zu geben. Bezeichnet man mit DEBYE als 

W (|x|) (70) 
die Wahrscheinlichkeit, den Mittelpunkt einer Molekel im Abstand | x | 
vom Mittelpunkt der Bezugsmolekel anzutreffen, substituiert man 
ferner die Identitat 

W=1—(4—W), 


so findet man die Amplitudenkomponenten A, und Ag, die den DEBYE- 
schen Intensitatskomponenten X, und X, entsprechen! und aus (59) 
leicht abzuleiten sind: 


Ay = Om 5 (8) (71) 
4, =/() (1-7-8), (72) 
wobei 9,, die mittlere Streudichte des Gitters ist und sich A, nach Ein- 


fiihren von Kugelkoordinaten in die aus der DEByeschen Arbeit be- 
kannte Form umschreiben 1aBt: 


SUq . 
0 


mit 9=|x|/A und. s=|b|- A. Den Gestaltfaktor in (71) setzt DEBYE 
der FourterR-Transformierten des 4uBeren Systemvolumens gleich, was 


a i( an fu W) sin (27 @ S) pe) (73) 


1 DeByE, P., u. H. MENKE: Erg. techn. Rontgenkde. 2, 1 (1931). 
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aber nur erlaubt ist, wenn die Fliissigkeit aus einem einzigen Schwarm 
besteht. Die hiermit zusammenhangenden Fragen fithren in das Gebiet 
der ,,Kleinwinkelstreuung‘‘ und sind an anderer Stelle besprochent?. 

Treten in den Fliissigkeiten so kleine Schwarme auf, daB der Wir- 
kungsbereich einer Molekel der Schwarmgr6Be vergleichbar wird oder 
sind in reguldren Kristallen gewisse Stérungen zweiter Art vorhanden, 
daB der Wirkungsbereich eines Gitterbausteines nicht mehr groB ist | 
gegeniiber der KristallitgréBe, so sind beide, in der ersten und letzten 
Spalte der Tabelle 2 bezeichnete entartete Falle nur noch in gewissen 
Bereichen des Fourter-Raumes giiltig, im tibrigen Bereich aber gilt 
die allgemeine Theorie der mittleren Spalte. 

Offensichtlich ist dies bei sehr vielen, in der Natur vorkommenden 
Stoffen der Fall, wie im ersten Abschnitt und der Ubersicht angedeutet. 
Es besteht also die Aussicht, auf Grund der hier dargestellten Theorie 
auch die Réntgendiagramme dieser Stoffklassen quantitativ inter- 
pretieren zu konnen. 


11. Zusammenfassung. 


4. Es wird ein Raumgitter untersucht, das neben Stdrungen erster 
Art, wie sie zum Teil bei regularen Kristallen bekannt sind, auch solche 
zweiter Art enthalt, wie sie in einfacherer Form bereits in der Theorie 
einfach gebauter Flissigkeiten Berticksichtigung gefunden haben. Dieses 
allgemeine Raumgitter enthalt somit die bekannten Gitteranordnungen 
regularer Kristalle und einfach gebauter Fltissigkeiten als entartete 
Sonderfalle. 

2. Definiert man den Wirkungsbereich eines Gitterbausteines durch 
den Bereich um ihn, innerhalb dessen die a priori-Wahrscheinlichkeit, 
einen anderen Gitterbaustein anzutreffen, noch nicht tiberall den Wert 1 
erreicht hat, so entartet die vorliegende Theorie dann in diejenige 
regularer Kristalle, wenn dieser Wirkungsbereich gro8 ist gegentiber 
dem Volumen eines Kristalliten und in diejenige einfach gebauter 
Flissigkeiten, wie sie etwa von DEBYE entwickelt wurde, wenn dieser 
Wirkungsbereich klein ist gegeniiber dem Volumen eines Schwarmes 
der Fliissigkeit. 

3. Im allgemeinen Fall aber, wo der Wirkungsbereich wenigstens 
flr eine gewisse Zahl der im Stoff vorhandenen einzelnen Raumgitter- 
bereiche die gleiche Gro8e hat wie deren Volumen, gelten die bekannten 
Theorien nur in gewissen Bereichen des FourtER-Raumes, die je nach 
der GréBe dieser Gitterst6rungen zweiter Art und der GréBe der ein- 
zelnen Raumgitter der Gré8e und Form nach variieren. 

4. Der Gitterfaktor dieser allgemeinen Theorie laBt sich durch eine 
Gitterknotenfunktion darstellen, deren verschieden breite Knoten an 


1 HoseMann, R.: Kolloid-Z. 117, H.4 (1950). 
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Stellen des FourtER-Raumes liegen, die einem reziproken Gitter ent- 
sprechen. Nur bei Abstandsstatistiken mit Symmetriezentrum ist 
dieses reziproke Gitter nicht verzerrt und verkriimmt. Unter Ver- 
wendung komplexer Koordinaten im FourteR-Raum 1aBt sich der Gitter- 
faktor wieder durch eine Gitterpunktfunktion darstellen, wobei die 
einzelnen Pole auf dem Schnittpunkt von mehreren Schaaren von 
Kegelschnitten liegen. 

5. Im Bereich der eigentlichen Reflexe sind diese Knoten ver- 
haltnismaBig punktformig, wobei ein nur schwacher diffuser Unter- 
grund auftritt. Im Bereich der Fliissigkeitsinterferenzen erheben sich 
die Knoten nicht mehr klar separierbar aus diesem diffusen Unter- 
grund und nehmen die Form von rundlichen, langlichen und scheiben- 
formigen Gebilden an. Im reflexlosen Streubereich hat der Gitterfaktor 
praktisch im ganzen FourIER-Raum den Wert 1 erreicht. Eigentliche 
Zellen des reziproken Gitters existieren nur im Bereich der eigent- 
lichen Reflexe. Im Bereich der Fliissigkeitsinterferenzen sind sie nicht 
nur stark verzerrt, sondern teilweise gar nicht mehr definierbar, wahrend 
es im reflexlosen Streubereich iiberhaupt sinnlos ist, iiberhaupt noch 
von Elementarzellen zu sprechen. 

6. Die gestreute Amplitude entsteht durch Faltung des Gestalt- 
faktors im FouRIER-Raum mit dem Produkt aus mittlerem Baustein- 
und Gitterfaktor. Im Bereich der ungestdrten Reflexe sind die Knoten 
des Gitterfaktors praktisch punktférmig gegeniiber dem Gestaltfaktor. 
Es entsteht durch diesen FaltungsprozeB darum die bei regularen 
Kristallen bekannte Amplitudenverteilung im FourtrEr-Raum. Im 
Bereich der stark gestdérten Reflexe, erst recht also in dem der Fliissig- 
keitsinterferenzen, wirkt der Gestaltfaktor praktisch punktformig 
gegeniiber den Knoten des Gitterfaktors. Es entsteht hier in Erwei- 
terung der DreByeschen Theorie eine zum Gitterfaktor proportionale 
Amplitudenverteilung. Im Ubergangsgebiet zwischen schwach und 
stark gestérten Reflexen werden durch diesen FaltungsprozeB kompli- 
ziertere Verhaltnisse geschaffen. Hier ist eine Kristallitgr6Benbestim- 
mung aus der Breite der Reflexe nur noch unter ganz gewissen Vor- 
sichtsmaBnahmen méglich. 

7. Es wird zum Ausdruck gebracht, daB die vorliegende Theorie 
einen Beitrag dazu liefern wird, die Roéntgendiagramme von Stoffen 
mit quasi- oder parakristalliner Struktur, von fliissigen Kristallen und 
Mizellen oder von hcchmolekularen Stoffen mit Netz- oder Haupt- 
valenzkettenstruktur eines Tages quantitativ interpretieren zu konnen. 

Den Herren Prof. Dr. J. J. HERMANS, P. M. DE WoLFF und J. Bou- 
MAN bin ich fiir wertvolle Diskussionsbemerkungen dankbar. Herrn 
Dr. K. ScHuBERT verdanke ich den Hinweis auf die fundamentalen 
Untersuchungen von Herrn Prof. P. P. EwaLp. 


a 
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Ein Laufzeitprisma fiir lsotopentrennung. 
Von 
Hans HEIL. 
Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 14. Januar 1950.) 


An Hand einer Analogie zur geometrischen Optik (Phasen- oder Zeitoptik) wird 
ein Prisma beschrieben, das es gestattet aus dem Strahl eines lonengemisches mit 
homogener kinetischer Energie der Ionen eine spektrale Zerlegung nach den Massen 
zu gewinnen. Es werden die Dispersion, das Auflosungsvermogen, die Prismen- 
fehler mit ihren Korrekturen und die experimentelle Ausfiihrung des Prismas 
besprochen. Der Massenspektrograph bendtigt kein Magnetfeld und der Quer- 
schnitt der verwendeten Ionenstrahlen unterliegt keinen Einschrankungen, weshalb 
besonders die Verarbeitung groBer Str6me zum Zweck der Isotopentrennung 
vereinfacht wird. 


Der Gedanke, die mit Magnetfeldern arbeitenden Massenspektro- 
graphen zur Isotopentrennung zu verwenden, fiihrt, auch wenn die An- 
forderungen an das Auflésungsvermégen so weit zurtickgeschraubt 
werden, daB man sich mit Anreicherungen oder teilweisen Entmischungen 
begniigt, zu erheblichen Schwierigkeiten und zu riesigen Anlagen, zumal 
wenn Mengen der GroBenordnung Mol angestrebt werden. Die Strom- 
starke, die ein Massenspektrograph maximal verarbeiten kann, hangt 
im wesentlichen von der Breite bzw. dem Winkelbereich des eintretenden 
Stromes ab, denn die Stromdichte kann wegen der Raumladung nur 
bis etwa 100 uA/cm? gesteigert werden. Diese beiden GréBen sind es — 
abgesehen von der Homogenitat der kinetischen Energie der einzelnen 
Ionen —, die mit dem Auflésungsvermégen konkurieren und die Licht- 
starke begrenzen. Es ist zwar die Dimension des Strahlquerschnitts 
parallel zum Magnetfeld ohne Einflu8 auf die Auflésung und kénnte 
beliebig gesteigert werden; aber in dieser Richtung stehen die Polschuhe 
des Magneten einer Erweiterung im Wege. So diirfte es lohnend sein 
ein Prinzip zu verwenden, bei dem die Strahlquerdimensionen keinen 
FinfluB auf die Trennung haben und die Begrenzung durch das Magnet- 
feld und der Magnet selbst wegfallen?. 


Das unkorrigierte Prisma: Es wird ein beliebig ausgedehnter Ionen- 
strom betrachtet, der durch geradlinige, parallele Bahnen von Ionen 
gleicher kinetischer Energie eU) gebildet wird. Die entsprechende 


* Vgl. auch L. P. Smitu, W. E. Parkins, A. T. ForRESTER: On the Separation 
of Isotopes in Quantity by Electromagnetic Means. Phys. Rev. 72, 989 (1947) 
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Geschwindigkeit sei vg. Der Strahl passiere die in Fig. 1 oben sche- 
matisch dargestellte Elektrodenanordnung. A, B und C sind drei 
feldfreie Strecken, wobei A und C das gleiche Potential U, haben und B 
ein veranderliches. Bei I und II entstehen Felder, die wegen ihrer ge- 
ringen rdumlichen Ausdehnung zunachst als elektrische Doppelschichten 
angesehen werden. Der Abstand I bis II sei J, so daB ein Ion der 


Masse m, des Molekulargewichts AY ie IR ie © 
A Z Sten) et Se 
und der Ladung e die Zeit aaa aaa tia 
% UH) Uy 


a (1) 
M ve - sec | 


= 0,7198 - 10-81] - pe 
U, cm b) = 
braucht um den Kafig B zu durch- ee 


laufen. Legen wir nun an B eine 
Spannung U (t), die linear mit der Zeit : ex Ue) 
mit der Geschwindigkeit U, | V/sec] 
anwachst, etwa U, + U,:t, dann wird 
eine bei I zur Zeit ¢ erfolgte Be- 4_—==== 
schleunigung U,:¢ bei II durch eine 
groBere Verzdgerung U,- (f+ t,) 
uberkompensiert und der Strahl 
erscheint in C verzogert. Die der 
kinetischen Energie entsprechende 
Spannung (weiterhin Strahlspan- Fig. 1a—d. a Schematische Elektrodenanord- 
ung genannt) betragt mun Uy—t- ry MUN, OrtZeit Diagram tar ff naceinn 
und die Verschiebung (weiterhin tialverlauf am Kafizg avf derselben Zeitachse; 


c der schematische Strahlspannungsverlauf fiir 


Ablenkung genannt) 5 Eintrittszeiten, A die Ablenkung; d dasselbe 
. Diagramm fiir eine leichtere Sorte 1 und eine 

: if p 
Ay SSS Up: To: (2) schwerere 2, A Ablenkung, 4A Aufspaltung. 


Da t, von der Ionenmasse abhangt, tritt bei einem Gemisch eine Auf- 
spaltung der Strahlspannungen nach der Masse auf. Die relative Auf- 
spaltung wird 


i os AM AA 1 AM 
AA,=— = 


eae Tierra SiMe atic (3) 
Aus dem Strahl bei C lassen sich dann die verschiedenen Ionensorten 
auf Grund der verschiedenen Energien durch Abbremsen oder einen Ab- 
lenkkondensator unschwer auch raumlich trennen. 


Das Ort-Zeit-Diagramm der Fig.1 zeigt die Analogie zu den Licht- 
strahlen der geometrischen Optik und die eU-Diagramme verdeutlichen 
die Vorgange beim Passieren des Prismas. Als Beispiel lauft bei 10 kV 
Strahlspannung, einem Spannungsanstieg von 4kV in 10°*sec, d.h. 
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U, =4- 108 V/sec und einer Kafiglange von 35 cm ein Proton 0,25 ° 1Onfsec 
und wird um 100 V abgelenkt. Ein Ion des Molekulargewichts 100 liefe 
2,5 41078 sec und wiirde 1000 V abgelenkt, wobei die Aufspaltung fur 
einen Molekulargewichtsunterschied 4M =1 5 V betriige. 


An Stelle der raumlichen Begrenzung eines Lichtstromes durch die 
Apertur in der geometrischen Optik erscheint hier eine ort-zeitliche, 
d.h. es wird nur ein kurzes Stromstiick richtig zerlegt. Man 1a8t deshalb 
die Spannung zuriickkippen und von neuem den verlangten Anstieg 
durchlaufen, was dem Nebeneinanderreihen unzahliger Prismen ent- 
sprache. Die Liicken werden méglichst kurz gehalten und wahrend 
dieser Zeit wird der Ionenstrom an der Quelle unterdriickt?. 


Es liefert auch der umgekehrte Spannungsverlauf U,—-U,-¢ eine 
Ablenkung und Aufspaltung gemaB (2) und (3) mit dem anderen Vor- 
zeichen. Die primare GréBe, nach der das Prisma aufspaltet, ist nattirlich 
die Geschwindigkeit oder Laufzeit und wahrend im ersten Fall des 
positiven Spannungsverlaufs das schnelle Ion relativ schneller, das lang- 
same relativ langsamer wird, ist es im zweiten Fall umgekehrt und die 
(spannungsmaBige) Aufspaltung findet ihr natirliches Ende, wenn beide 
Geschwindigkeiten tibereinstimmen. Im obigen Beispiel (47 =100 und 
101) ware dies bei 100 V Aufspaltung der Fall. Solche Verlaufe bewirken 
also stets eine Homogenisierung der Geschwindigkeiten. Wie sich 
weiter unten ergibt ist nur diese zweite Art der Verlaufe (mit der noch 
zu besprechenden Offnungskorrektur) durch einfache Kondensator- 
entladungen genau realisierbar. 


Das Hintereinanderschalten mehrerer solcher Einrichtungen wirkt 
wie ein Mehrfachprisma, es vervielfacht die Dispersion. Die stérende 
Ablenkung 4, lat sich beseitigen, indem man eine Beschleunigungs- 
strecke mit der festen Spannungsdifferenz A, einbaut oder gleich der 
Elektrode C das Potential U)—Ay gibt. Dies ist das Analogon zum 
Geradsichtprisma. 


Es sollen nun der Reihe nach die bei der Betrachtung des Prinzips 
gemachten Vernachlassigungen und ihr Einflu8 auf den Spannungs- 
verlauf und auf die Elektrodenanordnung besprochen werden. 


Der Offnungsfehler besteht darin, daB mit einer einheitlichen Lauf- 
zeit T im Kafig gerechnet wurde. t, ist exakt nur fiir das Ion richtig, 
das eintritt, wenn U(t) gerade U,, d.h. bei I kein Feld ist. Bei 
beliebiger Eintrittsphase ¢ wird 


=) ate (4) 


1 Uber eine bequem tastbare Tonenquelle siehe H. Hex: Z. Physik 120, 212 
(1943). 
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und die Ablenkung 4 wiirde von ¢ abhangig. Soll A iiber den ganzen 
Bereich der Eintrittsphasen konstant sein, mu8 man einen Verlauf U (2) 
suchen, der die Konstanz von 


U(t)—U(t+7) = U(ij—Ulé oe |e ¢ 


gewdhrleistet mit der Nebenbedingung U(0) =U, und U (0) = Up. In 
dem MaB, in dem die Laufzeit kleiner wird, muB die Spannung steiler 
ansteigen und umgekehrt. 

Die Differenz in Gl. (5) 1aBt sich entwickeln in 


U@—U¢+21) =—U(t)-r)—-4U0 0 -P@)... 
und es entsteht, wenn man (4) beachtet, fiir die erste Naherung die 
Differentialgleichung 
—U(t)-r(t) = const | 


Heed (ey 
bzw. U-U-+= const. | e 


Tj (M=1) + 
t3 (M=100)-—1 


Die Lésung lautet unter den  vor- 
liegenden Anfangsbedingungen 

aes ac UF a 

Unt) =U 40U,:t+—-—?, (7) 

aU, 3 


Un(y) =U(ity+ ty’). (7a) 
In der zweiten Form (7a) wurde der Zeit- 


maBstab zweckmaBig verkiirzt gemaB: & 
—s aa t* = T: 0 ee 
Uy : Ss Fig. 2. Der Spannungsverlauf am Kafig. 
U, a linear; b theoretisch nach Gl. (7), ¢ experi- 
t* ee ee Tt mentell nach Gl. (12a). +* die reduzierten 
eh PS Laufzeiten, 
0 zeiten, 


so daB y dimensionslose Variable wird. Es bedeutet den Aussteuerungs- 
grad von U, oder etwas Analoges zur optischen Blende. Wenn U (y) von 
Null tiber U, nach 2U, anwdachst, geht y von —1 tiber Null zu +1. 
t bedeutet das Verhaltnis der Laufzeit zu der Zeit, in der U(y) 
um U, ansteigt oder das Verhaltnis Ablenkung zu Strahlspannung U, 
(s. Fig.2!). Die zweiten Vorzeichen gelten fiir den umgekehrten 
Spannungsverlauf. 

Die geringe bei dieser ersten Annaherung noch verbleibende Ab- 
hangigkeit der Ablenkung A von f laBt sich leicht angeben; denn (7) 
in (4) ergibt 

2 \4 
AC] Be to(4 + ea t| "oder 7 (y= z(t +5 y) ; 


und (4) und (7) in 
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oder die relative MiBablenkung 


5 
2) 


1 1 t 
=Fu(py Te aa ae ate). 


(8) 


Wie zu erwarten verschwindet diese fur ZO, da dies ja die Vor- 
aussetzung war fiir die Differentialgleichung (6). In dem Beispiel ist 
7%, tur Mi 10,01) far M100 04" Es interessiert nun der mittlere 


Unto ptt 7) yy 


Fig. 3. 


Die noch verbleibenden Fehler bei Ver- 
wendung des Spannungsverlaufes erster Nahe- 


rung, Gl. (7). Utm(y) Spannungsverlauf iiber 
Offnungsvariable 7. 4A(y)—A(0) Mifablenkung 
nach Gl. (8) uber y. Darunter: Die zulassigen 
Offnungsintervalle A y fiir das Beispiel des Textes 
zur Trennung von M=100 und 101 (oben) und 
von M=235 und 238 (unten). Die wirklichen 
Laufzeiten betragen etwa die Halfte der bei 


Fehler im Vergleich mit der Auf- 
spaltung. Da alle y-Werte ungefahr 


linear durchlaufen werden, liegt 
der mittlere Fehler etwas iiber 
dem halben gréBten Fehler’. Um 
M==100 und M101, mit “emer 


Aufspaltung von 5/5) sauber zu 
trennen, kénnte man den Bereich 
—0,14 =yp=+0" dil. O02 der 
Offnung ausnutzen. Da aber eine 
fiir alle Komponenten nahezu gleiche 
MiBablenkung ohne Bedeutung ist, 
kann, man auch = 00) 77) 
bzw. —0,5>y >—2,0 d.h. 1,5 der 
Offnung benutzen. In diesem Fall 
wiirde sich also U (t) zwischen etwa 
1,5 U, und 3U, bewegen (vel. Fig. 3, 
in der auch die zuldssigen Off- 


y =0 angegebenen Intervalle. nungen Zur Trennung der Uran- 


isotope eingezeichnet sind!). 
Fir die zweite Naherung ergibt sich die Differentialgleichung 


2 U (2) 25s ee U (2) =O) = Gollcty 
bzw., wenn man U (t)=U, f(t) setzt und (4) beachtet, 


2 f+ +f! +const-f=0. 


Die Losungen, etwa in Gestalt von Potenzteihen, enthalten nunmehr 
auch t,) und damit werden die Spannungsverlaufe von den Ionenmassen 
abhangig und miissen von Fall zu Fall numerisch errechnet werden. Da 


t Die Ablenkung 4 (0) ist ebenfalls etwas verschoben zu U,(t* + 4 Ti?) state 
U, 7, was hier vernachlassigt wurde, da nur Mi8ablenkungen und Aufspaltungen, 
nicht Ablenkungen selbst interessieren, 

} Die Definition einer Halbwertsbreite macht Schwierigkeiten, da keine Ver- 
teilung tiber die Abweichungen vorliegt, die einer Fehlerverteilung ahnelt. 
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aber bis zu hohen MaBen hinauf die Genauigkeit von (7) zur Isotopen- 
trennung ausreicht, wird dies in den seltensten Fallen notwendig sein, 
es sei denn, daB man einen Spektrographen hoher Auflésung anstrebt. 


Die Ionenquelle wird entgegen der urspriinglichen Annahme nicht 
Ionen homogener Energie liefern, sondern solche mit einer Streuung S. 
Diese Streuungen bewegen sich zwischen 0,2 und einigen Volt. Sie bestim- 
men wesentlich mit dem Prismenfehler zusammen das Auflésungsver- 
mégen oder legen umgekehrt die experimentellen GréBen U, und Uy 
fest. Wenn man einen Fehler in der GréBe von S zulaBt, folgt aus (1), 
(2) und (8) 

| 3 SS cm 

GAB NO | cae se 

worin « das dem Offnungsbereich 4y entsprechende Intervall in 
(1+4y)"2—1 aus (8) bedeutet, also etwa 0,2 betrégt. Die zweite 
Bedingung, daB diese Fehler S und A,-F kleiner sein miissen als die 
Aufspaltung 4A _ liefert: 


eS ; | Sap st cm 


J — a 9 Fee Ae | = = = : 
Uy > (A M/M)? und U, > 2,78: 10 / M 1:(AM/M)? v3. sec 


(9) 


Man muB8 also, wenn man ein gewisses 4.M/M trennen will, die Streu- 
ung S der Ionenquelle kennen und « festlegen, um daraus die unteren 
Grenzen bzw. die GréBenordnung von U, und U, zu bekommen. Im 
betrachteten Beispiel hatte also auch ein um eine GrdBenordnung 
kleineres Uy ausgereicht, wenn die Streuungen der Quelle 1,1 V betragen 
hatten, wahrend bei den vorliegenden Versuchsbedingungen 5 V Streu- 
ungen zugelassen sind. 
Fir Fehler in den Laufwegen I gilt: 


Al = AA 
a 

Sie kénnen aus zwei Griinden entstehen, erstens weil die wirklichen 

Ionenbahnen nicht parallel sind, zweitens weil die wirklichen Felder 


bei I und II nicht Doppelschichten sind. 


Fiir nichtparallele Bahnen im Farapay-Kafig liefert eine einfache 
geometrische Betrachtung folgende, sicher zu scharfe Bedingung fiir die 
Strahlquerdimensionen d(cm) in Abhangigkeit von der Aufspaltung 4 4/A: 


AA 
a<t [244 . 


Dies bedeutet im vorliegenden Beispiel d <3,5 cm. 


Die endliche Ausdehnung der Felder bei I und II macht es zunachst 
schwer, die Ein- und Austrittsstellen sinnvoll festzusetzen. Der Verlauf 
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eines solchen Uberganges fiir den statischen Fall ist in Fig. 4 schematisch 
dargestellt. Es ist die dem jeweiligen Potential entsprechende reziproke 
Geschwindigkeit iiber dem Strahlweg aufgetragen; integriert tber ~, 
ergibt dies die jeweiligen Laufzeiten. Man erkennt sofort, daB es eine 
Stelle x) gibt, fiir welche die Flachenstiicke gleich sind. Diese Stelle 
ist als Eintrittsstelle anzusehen. Sie ist im wesentlichen unabhangig von 
der Héhe des Sprunges in 1/v, mag jedoch fiir Randstrahl und Mittel- 
strahl etwas variieren je nach der Unsymmetrie des Potentialverlaufes. 
Die GréBenordnung der Tiefe des Felddurchgriffes ist die des kleinsten 
Querabstandes der Elektroden, wahrend die Variation in x9 sicher noch 
eine GroBenordnung kleiner ist, so 
daB der Laufwegunterschied ohne 
weiteres unter 1°/9, gehalten werden 
kann. Es ist also auf symmetrische 
Anordnung der Elektroden zu achten. 

Fir den nichtstatischen Fall ist 
wiederum die Symmetrie der Kurve 
maBgebend, insbesondere ob bei %» 
auch die Mitte des Sprunges liegt. 


Fig. 4. Idealer und wirklicher Verlauf (sche- = ; . ” ; 
matisch) von. 4/4) beim Bintritt in den Katig. Wenn d/o limean mit den Zeit ansteien, 


sind die im linken Teil zu_ geringe 
und im rechten Teil zu groBe Beschleunigung gleich. Diese Symmetrie 
von 1/v an x, ist gewahrleistet, wenn vy >Av ist und die Elektroden 
symmetrisch angeordnet werden. 


Die erforderliche Stabilisation der Spannungen: Aus (1) und (2) folgt 


AA’ AAU, 
A, ree Cee (10) 


Wenn also im Beispiel der Fehler F 3°/o, betragen darf, dann darf AU,/U, 
6°/o9, d.h. 60 V nicht tibersteigen. Dartiber hinaus muB bedacht werden, 
daB bei 3 V mittlerer MiBablenkung und 5 V Dispersion die Konstanz 
innerhalb 60 V bei U, nur fiir langsame Schwankungen gilt, die wahrend 
der gesamten Ionenlaufzeit (von der Quelle bis zum Auffanger) sich nicht 
auswirken. Oberhalb etwa 104 Hz sind Wechselspannungen natiirlich 
unter 3 V zu halten. 


Die GréBe U des Spannungsanstieges geht linear in die Ablenkung 
ein und unterliegt deshalb etwa denselben Genauigkeitsanforderungen, 
auch beziiglich iiberlagerter Hochfrequenzspannungen. 


Wie soll nun der verlangte Spannungsverlauf am Kafig erzeugt 
werden? Man kann daran denken, eine niedrige sauber lineare Kipp- 
spannung mit Hilfe einer Réhre mit entsprechend geformter Kennlinie 
zu verstarken. Zunachst einfacher scheint es jedoch, den von der Natur 
gegebenen exponentiellen Verlauf bei Einschaltvorgangen zu verwenden. 
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Die Kondensatorauf- und -entladung (ebenso wie der Auf- und Abbau 
des Magnetfeldes einer Induktivitat) liefern einen Verlauf, der in jedem 
Fall zu Beginn die gr6Bere Steilheit und am Ende die geringere aufweist, 
so daB notwendig die zweite Méglichkeit — mit der Zeit absinkende 
Verzégerungsspannung — verwendet werden muB (Fig. 2). Fiir positive 
Ionen ergibt sich also ein negatives Potential, das im Verlauf der Offnungs- 
zeit positiver wird. R! 


Die Entladung eines Kondensators C oUt) 
uber einen Widerstand R (Fig.5a) ver- 4° - 


lauft gemaB 9,T—© 

Ueey (t) = Upe—** +- Uy, + 
wobel v=o die reziproke Zeitkon- 
stante darstellt und U,; und U,; Kon- 
stanten bedeuten, die die Lage im 
Koordinatensystem festlegen. Nahert man 
mit diesen drei Konstanten den Ver- 
lauf (7) an und verlangt hierzu einfach 
U (0) =U,, U(0) =U, und die Uberein- 
stimmung des quadratischen Entwick- 


lungskoeffizienten mit 4+, so erhalt man 
fir O;, Uy, vy und U,,, (0): 


r ie Tare 1 0 
= eile. tiga — Uns y= Tt i ee 


Veep (y) = 2by ens U, : (12a) Fig. 5 a—c. Einfache Schaltungen zur Er- 
zeugung von U(t), T und R’ Thyratron 
i 4 i ll und theoreti- mit Schutzwiderstand; A und C Elek- 
ares ex paimaente = troden der Fig.1; Q und T Quelle und 
scher Verlauf sind in Fig. 2 dargestellt. Auffanger, 
Die obere Grenze der Abweichung 
|U, —Uzxp| liefert das kubische Glied der Entwicklung von U,,,, 


da die Reihe alterniert, 
ahs 1 
Uexp (y) = U, (1 ar ae may ggg ir see bie) 


Diese Abweichung ist z. B. fiir y=0,2 kleiner als 0,33°/o9, fiir y=0,3 
kleiner als 1,12°/g) von Up. 

Eine nachst bessere Darstellung liefert eine Schaltung gemaB Fig. 5b. 
Die Tatsache, daB die Summe aller Spannungsabfalle der ,,Masche“ 
verschwindet, liefert fiir den Strom J die Differentialgleichung: 


Toten els ersaes Teel (11b) 


ida Rae! 
Der Potenzansatz bringt nunmehr bereits zwei (konjugiert-komplexe) 
Exponenten mit zwei Amplitudenfaktoren, so daB vier Parameter zur 
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Annaherung zur Verfiigung stehen. Wenn man ebenso verfahrt, wie im 
ersten Beispiel und zusitzlich den Koeffizienten bei y* verschwinden 
laBt, folgen als Bedingungen fiir die Schaltungsmittel und als Spannungs- 
verlauf am Kondensator: 


Vexp (y) = Un € me [cos : Sih) 7 (12b) 


1 o- 1 shes 1 een 
=U, |t 94 a POR Ue aiigy a eee ae ). (13 b) 


Eine obere Abschatzung der Abweichung ist nun gy y4, d.h. fir y=0,3 
0,08/o9, fiir y =0,5 0,649/o9 und fiir y = 0,6 1,32°/99 von Uy. Die Anpassung 
ist also bereits wesentlich besser als im ersten Beispiel und fiir die meisten 
Palle ausreichend. 


Eine sinnvollere, dem ins Auge gefaBten Offnungsbereich angepaBbte 
Annaherung liefert natiirlich die Methode der kleinsten Quadrate. 


Will man eine exaktere Lésung der Differenzengleichung (5) an- 
nahern, was besonders fiir einen Massenspektrographen hoher Aufldsung 
notwendig ware, dann miiBte auch die Anpassung weitergetrieben 
werden, was durch eine weitere Steigerung der Zahl der Schaltungs- 
mittel — im allgemeinen Fall zu einem Netzwerk — ermdglicht wird. 
Dadurch wird eine ebensolche Steigerung der Zahl der verfiigbaren 
Exponenten erreicht. Die bestangepaBten Exponenten lassen sich nun 
auf der einen Seite aus U,, mit Hilfe eines einfachen Rechenverfahrens 
ermitteln'. Auf der andern Seite erscheint eine gleiche Anzahl von 
Exponenten als Lésung der charakteristischen Gleichung der Differen- 
tialgleichung m-ten Grades fiir einen Zweig eines passend gewahlten 
Netzwerkes. Dies ist eine ganze, rationale Funktion n-ten Grades mit 
den Eigen- und Gegenimpedanzen als Koeffizienten, die sich auch um- 
gekehrt bis auf einen belanglosen Faktor iiber die symmetrischen Grund- 


funktionen berechnen lassen, womit die GréBe der Schaltmittel gefun- 
Genpist =: 


Somit 1a8t sich durch den AnschluB von nur linearen Schaltmitteln 
an einen Abschaltvorgang der die Bedingungen (5) oder (6) lésende 
Spannungsverlauf fiir jeden Fall hinreichend genau wiedergeben. 


SchlieBlich sei die bei allen lichtstarken Massenspektrographen 
wesentliche Rawmladung der Ionen im Strahl in ihrem EinfluB auf das 


* Vgl. C. RunGE u. H. K6ntc: Numerisches Rechnen, S. 231ff. Berlin 1924. 


2 Vel. H. W. Bove: Network Analysis and Feedback Amplifier Design. New 
York 1945. 
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Auflésungsvermégen besprochen. Ein Strahl mit rundem Querschnitt 
(Radius 7) zeigt einen Potentialunterschied zwischen Rand und Mitte von 


s (Ee REN 
U = 2,04- 108- | = "Gri; 
Uy Amp 
ein Strahl, der in einer Querrichtung unendlich ausgedehnt ist und in 
der anderen die Dicke d hat, zeigt einen solchen von 


3 


* Tyee) Coes, Ve 
Ae ANT) ON we 

poe 10 | Bf. ia Amp ~ 
Dieses Raumladungsfeld bewirkt ein Auseinandertreiben des Strahl- 
querschnitts. Die VergréBerung der Querdimension y bzw. d bei einer 
Strahllange 7 laBt sich leicht abschatzen zu 
Ar 6/M-+j-P Vi Ad /M-j-@ vi 


ae -108. oe este -108- : 
- 1,0-10 fen bzw. = MDA) aid eae 


> 
0 


was in unserem Beispiel bei 7 =10~* Amp/cm?, M@ =100 und J == 35 cm 
gerade etwa eine Verdoppelung ergibt!. Um dieses Auseinandertreiben 
zu vermindern wird iiblicherweise ein raumladungskompensierender 
Elektronenstrom geringer Energie von auBen eingefiihrt?. 


Die eben erwahnten Raumladungspotentiale haben nun so gut wie 
keinen EinfluB auf das Funktionieren unseres Prismas, d.h. auf die 
Ablenkung und Aufspaltung; denn nach (10) ist ein groBer Streubereich 
in U, (60 V) zulassig und beim Aufprall auf dem Auffanger oder beim 
Auseinandertreten des Strahles wird diese potentielle Energie wieder 
in kinetische zuriickverwandelt. Bei den magnetischen Spektrographen 
kommt es aber fiir die Trennung gerade auf die leicht beeinfluBbaren 
Ionenbahnen an. 


Um einem zu starken Auftreiben der Ionenstréme in der vorliegenden 
Anordnung zu begegnen, teilt man den Querschnitt des Stromes hin- 
reichend fein auf und fiihrt die Trennungswande zur Abschirmung 
entlang der Laufraume z.B. als Drahtnetze durch. Dabei ist es nattirlich 
ein wesentlicher Vorteil, daB fiir die gesamte Querausdehnung keinerlei 
Riicksicht auf ein Magnetfeld erforderlich ist. In unserem Beispiel 
erscheint es durchaus méglich bei einem Querschnitt der Einzelzelle 
von 2cm mal 5cm 100uA Strom zu erreichen. Diese Aufteilung ist 
im magnetischen Spektrographen wegen der Kriimmung der Bahnen 
und ihrer Uberschneidung nicht durchfiithrbar. 


1 Der umgekehrt wirkende, magnetische Effekt der Anziehung paralleler 
Stromfaden ist bei diesen Geschwindigkeiten noch bedeutungslos. 

2 Vel. auch L. P. Smiru, W. E. Parkins, A. T. FORRESTER: On the Separation 
of Isotopes in Quantity by Electromagnetic Means. Phys. Rev. 72, 989 (1947). 


/ 
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Zum SchluB soll noch der energetische und materielle Aufwand kurz 
betrachtet werden. Wie schon eingangs erwahnt tritt an die Stelle des 
Magneten der tiblichen Massenspektrographen im vorliegenden Fall das 
Kippgerat. Ein wesentlicher Unterschied besteht darin, daB eine 
Steigerung der zu verarbeitenden Ionenstréme im ersten Fall eine 
proportionale VergréBerung der Eisen-, Kupfer- und Energiemengen 
bedingt, wahrend hier ein einziges Kippgerat eine groBe Anlage versorgen 
kann. In dem einfachen Fall der Fig. 5a nimmt das RC-Glied mit der 
Dimensionierung C =100 pF und R=500 kQ einen Maximalstrom von 
64mA und eine Leistung von weniger als 1 kW auf und kann eine 
Elektrodenkapazitat bis zu 1000 pF versorgen. Diese Kapazitat erlaubte 
ihrerseits bei 1 pF je Zelle etwa 100 mA Gesamtionenstrom zu verar- 
beiten. 

Eine Vorstellung von dem Energiebedarf der einzelnen Prozesse fiir 
1 Mol Umsatz gibt nachfolgende, nach einfachen Schatzungen zusam- 
mengestellte Tabelle?: 


Tonenquelle Erzeugung der Elektronen aus Oxydkathode (1W/mA) 24 kWh/mol 


Beschleunisune. aut S00)Vi aes: Bea 12 kWh/mol 
10 Mole Elektronen zur Bildung von 1 Mol Tenn - . 360 kWh 
Ionen NWemceheakonibuayee (GUofe Ko) eae) 5 5 5 6 5 5 a 6 12 kWh/mol 
Beschleunreiume audi OV) 20s renee re unm e2 Ol ain} ida 
Kippgeratl Seeeek aie atlnat (ee ccc) Meee fee 24 Onan 


Heidelberg, Physikalisch-Chemisches Institut der Universitat, 
Januar 1950. 


1 4 Mol wird von 1 A Strom in etwa 1 Tag transportiert. 
* Dieser Betrag entfallt, wenn im Gegenfeld aufgefangen wird. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 128, S. 4755 (1950). 


Uber die Leitfihigkeit von mikrokristallinem, 
halogenhaltigen Selen*. 
Von 
HANS SCHWEICKERT. 
(Mitteilung der Dienststelle Pretzfeld der Siemens-Schuckertwerke.) 
Mit § Figuren im Text. 


(Eingegangen am 28. Januar 1950.) 


An zylindrischen Stabchen wird die spezifische Leitfahigkeit von mikrokristallinem 
hexagonalem Selen in Abhangigkeit von der Temperaturbehandlung bei 210° C 
bestimmt. Selensorten verschiedener Herstellung zeigen dabei Unterschiede von 
etwa 5 Zehnerpotenzen. Wenn das Selen nach einem Verfahren von BoRELIUS 
gereinigt und ihm Halogen in Form von Selenchloriir oder Selenoxychloriir zu- 
gesetzt wird, 1aBt sich ein Zusammenhang zwischen der maximalen Leitfahigkeit 
und dem Chlorgehalt des Ausgangsselens angeben. Der durch die Temperatur- 
behandlung entstehende Halogenverlust wird analytisch bestimmt und eine 
Beziehung zwischen maximaler Leitfahigkeit und effektivem Chlorgehalt her- 
gestellt. Die Mischung von zwei technischen Selensorten ergibt eine Abweichung 
von dieser Beziehung, welche widerstandserhédhenden Verunreinigungen zuge- 
schrieben wird. 


A. Evnleitung. 

Wenn man in technischen oder physikalischen Handbiichern An- 
gaben iiber die spezifische Leitfahigkeit des Selens sucht, so findet 
man entweder gar keine Werte verzeichnet oder die angegebenen 
weichen bis zu mehreren Zehnerpotenzen voneinander ab. 

Die Ursachen dieser Unterschiede sind mannigfacher Art: 

4. Ein. wesentlicher Grund ist die Polymorphie des Selens; d. h. 
das Auftreten von verschiedenen Modifikationen. Man unterscheidet 
heute?: 

a) Amorphes oder glasiges Selen; das ist eine unterkihlte Fliissig- 
keit, die bei etwa 30° C plastisch wird und oberhalb 60° C zu kristalli- 
sieren beginnt. Dabei geht es iiber in das 

b) hexagonale oder metallische Selen mit feinkérnigem Gefiige. Wir 
wollen es mikrokristallines Selen nennen, im Gegensatz zu dem grob- 
k6rnigen oder makrokristallinen Selen, das man erhalt, wenn man 
geschmolzenes Selen langsam auf Temperaturen wenig unterhalb des 


* Vorgetragen auf der Tagung der Deutschen Physikalischen Gesellschaft 


der Britischen Zone am 24. September 1949 in Bonn. 
1 Vgl. Selen A1. In GMELINs Handbuch der anorganischen Chemie, 8. Aufl., 


S. 100ff. 1942. 
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Schmelzpunktes, der bel 220°C liegt, abkithlen laBt. Neben diesen 
beiden Modifikationen sind noch 

c) zwei monokline Selenformen bekannt, die aus Losungen von 
amorphem Selen in Schwefelkohlenstoff beim langsamen Verdunsten 
des Lésungsmittels auskristallisieren. Sie interessieren in diesem Zu- 
sammenhang weniger, sie seien nur der Vollstandigkeit wegen genannt. 

Als einzige Modifikation leitet das hexagonale Selen, wie schon die 
Bezeichnung metallisch erkennen laBt, den elektrischen Strom und 
man reiht es, wegen der geringen Leitfahigkeit, die es besitzt, in die 
Gruppe der Halbleiter ein. 

2. Bekanntlich a4andert hexagonales Selen bei Belichtung den elek- 
trischen Widerstand und es ist bei Untersuchungen, wie wir sie durch- 
gefiihrt haben, wichtig, daB nur die Dunkelleitfahigkeit gemessen wird. 

3. AuBerdem muB darauf geachtet werden, daB die einzelnen 
Kristallite keine Vorzugsrichtung erhalten, da nach Untersuchungen 
von DE Borer! und K. LEHovEc? an Einkristallen eine Anisotropie des 
elektrischen Widerstandes besteht, derart, daB in Richtung der kristallo- 
graphischen C-Achse dieser etwa 10 bis 100mal kleiner ist, als senk- 
recht dazu. 

4. In den nachfolgend beschriebenen Untersuchungen wird die 
Anderung der elektrischen Leitfahigkeit durch Warmebehandlung des 
mikrokristallinen hexagonalen Selens und 

5. ihre Beeinflussung durch geringe Spuren Fremdstoffe, insbesondere 
Halogene, behandelt. 


B. Herstellung und Messung der Proben. 


Zur Untersuchung der elektrischen Leitfahigkeit des mikrokristallinen 
Selens haben wir zylindrische Stabchen von 2mm Durchmesser und 
20mm Lange hergestellt. Dazu wurde in Glasréhrchen mit entspre- 
chenden Abmessungen Selen unter Vermeidung von Lufteinschliissen 
gegossen und diese so rasch abgekiihlt, daB das Selen amorph erstarrte. 
Nach einer kurzen Erwarmung auf 110°C konnten die Stabchen aus 
den Glasrohrchen herausgenommen werden, Auseinander gebrochene 
Stabchen zeigten auch im Mikroskop keine Hohlraume. 

Das Selen wurde dann mit Graphitelektroden versehen und mit 
angelegten Sonden von 5mm Abstand wurde die elektrische Leit- 
fahigkeit bei Zimmertemperatur in Kompensationsschaltung bei Span- 
nungen von wenigen Volt bestimmt. Dies ist notwendig, da an den 
Elektroden Ubergangswiderstande auftreten, die eliminiert werden 
miuissen. 


* De Boer, F.: Philips, Res. Rec. 2, 352 (1947). 


* LeHOoveEc, K.: Unver6ffentlicht. Kurze Mitteilung in Naturforschung und 
Medizin, Bd. 9, Teil 2, S. 80. 1948. 
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Darauf wurden die Stabchen einer Warmebehandlung unterworfen, 
die bei 210°C vorgenommen wurde. Alle in den folgenden Figuren 
angegebenen Leitfahigkeitswerte beziehen sich auf die Messung_ bei 
Zimmertemperatur. 


C. Leitfahigkeit von Selen verschiedener Herstellung. 

In Fig. 11 ist die elektrische Leitfahigkeit von einigen Selensorten 
verschiedener Herstellung in Abhangigkeit von der Dauer der Warme- 
behandlung bei 210°C dargestellt. Dabei ist die Leitfahigkeit x in 
O> cm im. logarith- eae 
mischen MaBstab als aed 
Ordinate aufgetragen, 
wie wir dies auch in « 
den folgenden Figuren >» 
beibehalten haben, da- ¥& 

. : SS 

gegen ist als Abszisse §& 
X 

2 


Merch, hologenhaliig 
Merch, rot 


Schering -Koh/baum,reist) 
Merck, hologentrei 
#ledel-de Hoén, reinst 


Merch, sthworé - ge= 


we 


die Behandlungszeit aus- pulvert 
nahmsweise in Stunden Voie: 
linear dargestellt. ae 

Wir stellen fest, daB P 
die spezifische Leitfahig- ad 
keit Unterschiede von a ‘ 5 deat ae ; w if Std. 20 
5 Zehnerpotenzen zeigt a louver e ae Lil] Pel ale 

Tig.1. Spezifische Leitfahigkeit von mikrokristallinem Selen 


und daB bei den nieder- verschiedener Herstellung. 

ohmigen Selensorten ein 

Maximum der Leitfahigkeit ‘auftritt, das im allgemeinen bei um so 
kiirzeren Behandlungszeiten liegt, je hdher die Leitfahigkeit selbst ist. 
Eine Feststellung, die wir spater noch besser bestatigt finden werden. 


D. Halogengehalt und seine Analyse. 

Aus den Erfahrungen der Selen-Gleichrichterherstellung ist bekannt, 
daB man durch Zugabe von geringen Mengen Halogen zum Selen 
deren FluBeigenschaften bedeutend verbessern kann. 

Wir vermuteten, daB geringe Spuren von Halogen, die bei der 
technischen Aufarbeitung des Selens teils bewuBt, teils unbewubt, in 
das Selen hineingelangen, auch fiir die Unterschiede der spezifischen 
Leitfahigkeit, wie sie Fig. 1 zeigt, eine Rolle spielen. Deshalb haben 
wir unsere elektrischen Messungen am Selen mit einer chemischen 
Analyse des Halogengehaltes kombiniert. 

Die verwendete Methode gestattete es, den Halogengehalt unserer 
nur etwa 0,2g schweren Selenstabchen zu ermitteln, wenn der absolute 


1 Einige Kurven sind einer unverdéffentlichten Arbeit von K. LEHOVEc ent- 


nommen. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 128. 4 
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Gehalt z. B. an Chlor gréBer als 2y war, was einem Chlorgehalt des 
Selens! von 1075 entspricht. Die Ausarbeitung dieser Methode stammt 


von Herrn Dr. IWANTSCHEFF?. 


E. Leitfahikeit im fliissigen Selen. 

Zum Verstindnis der folgenden Figuren miissen wir noch ganz kurz 
einige Beobachtungen streifen, die BoreLtus* 1944 am fltissigen Selen 
gemacht hat. 

Er hat geschmolzenes Selen bei etwa 250° C in einem senkrechten 
Glasrohr langere Zeit stehen lassen und mit 2 Platinelektroden den 
spezifischen Widerstand des fliissigen Selens und dessen Temperatur- 
abhangigkeit bestimmt. Dabei hat er gefunden, da8B nach einigen 
100 Std Behandlung der Widerstand in der Nahe des Schmelzpunktes 
um einige Zehnerpotenzen angestiegen ist und seine Temperaturab- 
hangigkeit stark zugenommen hat. BorRELIus bezeichnet dieses hoch- 
ohmige Selen mit dem Namen ,,leichtes Selen“, da es sich bei inhomo- 
gener Widerstandsverteilung der Fliissigkeitssdule zuerst im oberen 
Teil der Schmelze bildet. Wir konnten diesen Befund experimentell 
bestatigen, stimmen jedoch in der Deutung der Ergebnisse mit BORELIUS 
nicht tiberein. Wir glauben, daB bei dieser Behandlung neben den 
entweichenden Halogenen die nichtfliichtigen Verunreinigungen in 
Form von Oxyden oder Seleniden durch Sedimentation ausgeschieden 
werden. 


F. Leitfahigkett von Selen mit Zusatz,von Se,Cl, und SeOCl,. 

In ahnlicher Weise haben wir kaufliches Reinselen behandelt. Das 
Ergebnis dieser Behandlung bezeichnen wir im Folgenden mit ,,gereinig- 
tem Reinselen“. Es hat im geschmolzenen Zustand die Eigenschaften 
des ,,leichten™ Selens von BoRELIUS, namlich geringe Leitfahigkeit mit 
starkem Temperaturgang. Diesem haben wir das Halogen in ver- 
schiedener Konzentration in Form von Se,Cl, bzw. SeOCl, zugesetzt. 
Der Chlorgehalt in gleichartigen Stabchen wurde vor der Warme- 
behandlung mit der Dithizonmethode bestimmt. In den folgenden 
beiden Fig. 2 und 3 ist sowohl die spezifische Leitfahigkeit der Stabchen x 
in Q4 cm, als auch die Dauer der Warmebehandlung bei 210° C in 
min logarithmisch aufgetragen. Bei der Zeit 1 min, die der Vorbehand- 
lung bei 110°C gleichgesetzt worden ist, haben die halogenhaltigen 
Stabchen eine Leitfahigkeit von der GréBenordnung 10-*Q7 cm, 
Mit steigender Behandlungszeit nimmt die Leitfahigkeit stark zu und 


1 Chlorgehalt = panes CORES 


* Erscheint demnachst in der Zeitschrift , Angewandte Chemie. 
3 BoreEtius, G. u.a.: Ark. Mat., Astronom. Fysik A 30, 1 (1944). 
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erreicht ein Maximum, um dann wieder abzufallen. Wir sehen hier 
schon deutlicher, daB die Leitfahigkeit um so gréBer ist, je héher der 
Chlorgehalt des Selens wird und daB das Maximum um so friiher erreicht 
wird, je mehr Chlor das Selen enthalt!. Es muB darauf hingewiesen 
werden, daB der Anstieg der Leitfahigkeit durch die Kristallisations- 
bedingungen der verschie- 1072 
denen Herstellungsserien, 27cm’ 
wie Abschrecken, Lagerung, 
Anheizgeschwindigkeit _ et- 
was unterschiedlich ausfallen 
kann, daB aber das Maxi- 
mum der Leitfahigkeit mit 
einer fiir Halbleiter sehr 
guten Reproduzierbarkeit er- 
halten wird. 
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G. Maximale Leitfihigkeit 0 
und Cl-Konzentration. q 
Wir haben deshalb die ,,, 5 Spezifische Leitfahigkeit von mikrokristallinem Selen 
Maxima der Leitfahigkeit mit verschiedenem Chlorgehalt durch Zusatz von Se,Cl,. 
gegen den Chlorgehalt des 
Ausgangsselens aufgetragen und erhielten, wie in Fig. 4 ersichtlich, 
in den beiden Fallen wo wir von _ ,,gereinigtem Reinselen‘‘? aus- 
gingen und Se,Cl, bzw. SeOCl, zusetzten, bei Jogarithmischer Teilung 
beider Achsen eine Gerade, ue 
was einem  Potenzgesetz 
zwischen %max und Chlor- 
gehalt des Ausgangsselens 
entspricht. Auf. die ge- 
strichelte Kurve wird in 
Abschnitt K eingegangen. 


70 704 70% min 
Douer der Warmebehandiung bei 210°C 
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H. Halogenverlust durch 7 10 10? 0%min 
Temperung Dover der Wirmebchandung bei 210°C 
g. 


a Fig. 3. Spezifische Leitfahigkeit von mikrokristallinem Selen 
Es ist schon vor langerer mit verschiedenem Chlorgehalt durch Zusatz von SeOCl,. 


Zeit vermutet worden®, dab 
durch Warmebehandlung von halogenhaltigem, mikrokristallinem Selen 
Halogenverlust eintritt. Wir konnten mit Hilfe der sehr empfindlichen 


1 Die von F. BRUNKE am 22. 4.49 auf der Physikertagung in Hamburg ge- 
zeigten Widerstandskurven von aufgedampften Selenschichten mit verschiedenem 
Bromgehalt zeigen ahnlichen Verlauf. 

2 Siehe Abschnitt F. 

3 MeveREN, W.'A. v.: Naturforschung und Medizin, Bd. 9, Teil 2, S.80. 1948. 
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Analysenmethode dafiir den experimentellen Beweis erbringen. Eine 
eroBe Anzahl Stabchen mit gleichem Halogengehalt des Selens und gleicher 
Vorbehandlung haben wir bei 210°C getempert und in bestimmten 
Zeitabstanden dem Ofen entnommen. Die anschlieBende Analyse ergab 
den Halogenverlust in Abhangigkeit von der Dauer der Warmebehand- 
lung, wie es in Fig. 5 fiir Chlor und Brom dargestellt ist. Bei Chlor 
sind wir von drei verschiedenen Gehalten zwischen 16 und 60: 10° 
ausgegangen und haben denselben relativen Kurvenverlauf erhalten. 
Die Halbwertszeit, d. h. 50% Halogenverlust, betragt bei Chlor 20 min, 
bei Brom 100 min. 


specitische Leittihighet 2¢ 
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Fig. 4. Maximale Leitfahigkeit von mikroxristal- Fig. 5. Halogenverlust von Selenstabchen wahrend 
linem Selen und Chlorgehalt des Ausgangsselens. der Warmebehandlung bei 210° C, 


,,Gereinigtes Reinselen‘‘ siehe Abschnitt F. 


Es versteht sich, daB diese Kurven nur fiir die zur Untersuchung 
verwendete spezielle Form von zylindrischen Stabchen giiltig ist, denn 
es spielen Oberflache und Volumen des Selens fiir den zeitlichen Verlauf 
der Halogenverlust- und Leitfahigkeitskurven eine wichtige Rolle. 


J. Effektiver Halogengehalt und Leitfahigkeit. 

Mit Hilfe dieser Halogenverlustkurven ist es méglich, den tatsiach- 
lichen Chlorgehalt der Stabchen im Maximum der Leitfahigkeit zu 
berechnen unter Berticksichtigung der verschiedenen zeitlichen Lage 
der Maxima. Je hoher der Halogengehalt, desto geringer ist der pro- 
zentuale Verlust wahrend der Warmebehandlung. In Fig. 6 ist nochmals 
die Gerade der vorletzten Figur, die das Potenzgesetz zwischen %max 
und Cl-Gehalt des Ausgangsselens wiedergibt, eingezeichnet. Dariiber 
befindet sich die berechnete Gerade, die den Zusammenhang von x 
mit dem effektiven Chlorgehalt des Selens darstellt. 

AuBerdem sind noch 2 Kurven eingezeichnet, die die Abhangigkeit 
der Leitfahigkeit von zwei verschiedenen Selenproben mit dem tat- 
sachlichen Chlorgehalt wahrend der Warmebehandlung bei 210°C 
zeigen. Diese Kurven sind zeitlich von rechts nach links zu lesen, 
wie es die gezeichneten Pfeile angeben. Wir erkennen bei geringer 


max 
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Verdnderung des Halogengehaltes einen starken Anstieg der Leit- 
fahigkeit bis zam Maximum. Darauf folgt ein Abfall von x, der sehr 
gut mit der auf andere Weise gefundenen Geraden iibereinstimmt, wie 
die Lage der MeBpunkte zeigt. 

Wir k6énnen daraus mit gré8ter Wahrscheinlichkeit folgern, daB der 
ansteigende Ast der Leitfahigkeitskurven auf den Ubergang von 
amorphem zu kristallinem Selen zuriickzufiihren ist und daB das Maxi- 
mum der Leitfahigkeit dadurch gekennzeichnet ist, daB der gréBte Teil 
des amorphen Selens sich in hexagonales umgewandelt hat}. Der sich 
daran anschlieBende Ast hangt 1072 


mit der fortschreitenden Halo- 27cm! as 
genverminderung zusammen. 
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Fig. 6. Spezifische Leitfahigkeit von mikro- Fig. 7. Spezifische Jeitfahigkeit von mikrokristal- 
kristallinem Selen und tatsachlicher Chlorgehalt linem Selen mit verschiedenem Chlorgehalt aus zwei 
wahrend der Warmebehandlung bei 210° C. Selensorten. 


K. Leitfihigkett einer Mischung von 2 Selensorten. 

Daneben wurde aus der Kombination der Leitfahigkeitsmessungen 
mit der chemischen Bestimmung des Halogengehaltes im Selen noch 
eine weitere Erkenntnis gewonnen. 

Wenn man zwei technische Selensorten, und zwar halogenfrei und 
chlorhaltig, in verschiedenen Verhaltnissen mischt, daraus Stabchen 
herstellt, deren Ausgangschlorgehalt bestimmt und sie wieder bei 210°C 
behandelt, so erhalt man die in Fig. 7 dargestellten Kurven. Diese sind 
ahnlich denjenigen der Fig. 2 und 3 und lassen besonders deutlich die 
Verschiebung des Maximums erkennen. Bei der Auftragung der maxi- 
malen Leitfahigkeit gegen den Chlorgehalt des Ausgangsselens ergibt 
sich aber eine Abweichung von unserer ersten Geraden und zwar die 
in Fig. 4 gestrichelte Kurve, derart, daB zur Erzielung gleicher Leit- 
fahigkeit ein hdherer Chlorgehalt notwendig ist, als bei ,,gereinigtem 
Reinselen“ mit SeOCl, oder Se,Cl,-Zusatz. Die Differenz betragt in 
diesem Falle etwa 1,4- 107° Chlor. 


1 Ubereinstimmend damit ist die Erfahrung, daB die Halogene, und zwar 
Chlor starker als Brom, die Kristallisation des Selens beschleunigen, 
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Wir vermuten, daB die Differenz dadurch zustande kommt, da8 
in dieser Selenmischung ein halogenkompensierender Bestandteil 
enthalten ist, der die Wirksamkeit des Chlors um den genannten 
Betrag herabsetzt. Aus Spektralanalysen ist bekannt, daB selbst 1m 
destillierten Selen noch eine ganze Reihe von Spurenmetallen ent- 
halten sein konnen. 


L. Leitfdhigkeit von halogenhaltigem Selen mit Thalliumzusatz. 
Wie stark metallische Zusatzstoffe aber die Leitfahigkeit von 
halogenhaltigem Selen vermindern kénnen, zeigt ein mehr qualitativ 
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Fig. 8. Spezifische Leitfahigkeit von mikrokristallinem Selen mit konstantem Cl- und verschiedenem 
Tl-Gehalt. 


zu wertender Versuch, bei dem wir Thallium in verschiedenen Mengen 
einem chlorhaltigen Selen zugesetzt haben. Wir konnten die tatsachlich 
in den Selenstabchen enthaltenen Thalliummengen bisher noch nicht 
analytisch fassen, weshalb wir auch die Frage nach dem Mechanismus 
der Widerstandserhohung offen lassen wollen. 


In Fig. 8 ist die Leitfahigkeit x gegen die Dauer der Warmebehand- 
lung bei 210° C aufgetragen, wobei der Thalliumgehalt verandert wurde. 
Die Leitfahigkeitsverminderung ist so bedeutend, daB im Falle der 
héchsten Tl-Menge von 2-10°3, x erst nach 600 min Behandlung iiber 
10°? Oem * ansteiet™ 

Wir sehen daraus, daB auch der EinfluB der metallischen bzw. der 
widerstandserhéhenden Verunreinigungen noch naher untersucht werden 
muB, bevor man allgemein giiltige Angaben iiber die Leitfahigkeit von 
mikrokristallinem Selen machen kann. 


1 Vel. dazu K.Lenovec [Z. Physik 124, 278 (1948)], wo der Einflu8 von 
Tl-Zusatz auf die Leitfahigkeit von Reinselen beschrieben ist, 


ON 
Or 


Leitfahigkeit von mikrokristallinem, halogenhaltigen Selen. 


Zusammenfassung. 

Durch eine neue Bestimmungsmethode ist es gelungen, den Halogen- 
gehalt in mikrokristallinen Selenstabchen von einigen Zehntel Gramm 
analytisch zu erfassen und einen Zusammenhang der maximalen Leit- 
fahigkeit mit dem Chlorgehalt des mikrokristallinen Selens herzustellen. 
Der widerstandserhéhende Einflu8B von metallischen Verunreinigungen 
im ungereinigten Selen wird vermutet und am Beispiel des Thalliums 
dieser EinfluB experimentell gezeigt. 

AuBerdem konnte der Halogenverlust wahrend einer Warmebehand- 
lung bei 210° C fiir Chlor und Brom kurvenmaBig belegt werden. Der 
Anstieg der Leitfahigkeit wird einer fortschreitenden Kristallisation 
zugeschrieben, wahrend der Abfall mit dem Halogenverlust zusammen- 
hangt. 

Die in Fig. 1 gezeigten, mehrere Zehnerpotenzen betragenden Unter- 
schiede der Leitfahigkeit von Selen verschiedener Hersteller, kénnen 
deshalb auf die leitfahigkeitsverbessernde Wirkung von Halogenspuren, 
sowie auf den verschlechternden Einflu8 von metallischen Verun- 
reinigungen zuriickzufihren sein. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 128, S. 56—71 (1950). 


Zur Theorie des spharischen Pendels. 


Von 


FRIEDRICH KARL RUBBERT. 


(Eingegangen am 4, February 1950.) 


Die strenge Integration der Differentialgleichungen des spharischen Pendels 
mit den elliptischen Funktionen von Jacosr ist seit Tissot [1] bekannt; eine 
ausfiihrliche Darstellung findet man bei DurmcE [2]. Die spatere Entwicklung 
brachte die Anwendung der Wetrersrrassschen Funktionen! und die Unter- 
suchungen von HERMITE [5] tiber die Auflésung der hier auftretenden Lamischen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit den elliptischen Funktionen zweiter 
Art. Die Anwendung der Stérungsrechnung der Himmelsmechanik wurde von 
Movutton [6] durchgefiihrt. In physikalischer Hinsicht erweiterte die Disser- 
tation von HossFELp [7] die Theorie des spharischen Fadenpendels. 


Von all diesen Ergebnissen ist in den Lehrbiichern der analytischen Mechanik 
und theoretischen Physik recht wenig zu finden. Wahrend sich viele Darstellungen 
mit der Reduktion auf Quadraturen begniigen, bringen einige nur die strenge Ab- 
leitung der Zeitabhangigkeit des Neigungswinkels, und auch diese nur in ver- 
einfachter Gestalt ohne Beriicksichtigung der physikalischen Anfangsbedingungen ?. 
Der Grund hierfiir liegt in der mathematischen Schwierigkeit des Gegenstandes. 
Besonders die strenge Berechnung der Drehung der Schwingungsebene, die auf 
zwei elliptische Integrale dritter Gattung fiihrt, wird stets vermieden, da das Er- 
gebnis physikalisch und numerisch schwierig auszuwerten ist. 


Zur Vervollkommnung der Theorie dieses klassischen Problems und fiir di- 
daktische Zwecke hat der Verfasser deshalb folgende Vereinfachungen durch- 
gefiihrt : 


1. Direkte strenge Integration der Differentialgleichung des Neigungswinkels 
ohne den Umweg iiber das elliptische Integral und Darstellung der allgemeinen 
Lésung bei explizit vorgegebenen Anfangsbedingungen. 


2. Besondere Untersuchung des Spezialfalls, in dem die Auflésung einer 
Gleichung dritten Grades vermieden wird. 


3. Aufstellung einer fiir die approximative direkte Integration und fiir die 
Untersuchung des Kegelpendels méglichst giinstigen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung. 


4. Strenge Berechnung des ,,Prazessionswinkels‘‘ der Schwingungsebene mit 
Hilfe einer fertigen Integralformel ohne Anwendung der Thetafunktion bzw. 
Zetafunktion und 


5. Ubergang zu einer einfacheren zweiten Naherung, aus der die Theoreme 
von PuIsEUX, HALPHEN und Bravais sofort abgelesen werden k6énnen. 


* Diese Anwendungen findet man dargestellt bei Gray [3] und WHITTAKER [4] 
sowle in fast allen Lehrbiichern der elliptischen Funktionen. 


* Vel. z. B. die Lehrbiicher von AppELt [8] und MUriEeR-PRANGE [9]. 
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’ I. Einleitung. 

Mit ,,direkter Integration‘! wird hier die Methode bezeichnet, die 
das allgemeine Integral durch Vergleich mit der Differentialgleichung 
einer bekannten Funktion bestimmt. Diese duBerst einfache Inte- 
grationsmethode — bei der linearen Schwingungsgleichung wird sie 
stets angewandt — kann zwar im allgemeinen erst nach Einfiihrung 
neuer Veranderlicher ausgefiihrt werden, ist aber dennoch allen anderen 
weit iiberlegen. Bei dem hier behandelten Problem gelingt die direkte 
Integration leicht durch Vergleich mit der bekannten Differential- 
gleichung des Quadrats des Amplitudenkosinus! 


y= dy (1—y) (RP + Bey). (1) 


Besonders einfach ist sie in dem Spezialfall, wo zu Beginn der 
Bewegung nur eine azimutale Anfangsgeschwindigkeit vorhanden ist; 
dann ist auch die Auflésung einer Gleichung dritten Grades nicht 
erforderlich. 


Bei kleinen Schwingungen des Pendels ist der Ubergang zu ein- 
facheren Naherungen erlaubt. Hierfiir ist folgende Approximation des 
vollstandigen elliptischen Normalintegrals erster Gattung niitzlich: 


K=—_; (2) 


7) 2yr’ 


diese besitzt nicht nur einen formalen Vorteil, sondern ist auch genauer 
als die tibliche Anwendung der beiden ersten Glieder der Reihenent- 
wicklung. Mit (2) kann der Amplitudenkosinus durch die Naherungs- 
formel 

cn % = Cos Rx (3) 
ersetzt werden. 

Zur direkten Herleitung der Zeitabhangigkeit des Neigungswinkels # 
in erster Naherung geht man zweckmaBig aus von der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung fiir 9 = cos #— cos y (y Anfangswert von ¥). 
Hiermit kénnen nicht nur die kleinen Schwingungen in der Nahe der 
Gleichgewichtslage, sondern auch die in der Nahe des stationaren 
Bewegungszustandes mit ausreichender Genauigkeit dargestellt werden. 
Zwei weitere wichtige Vorteile sind: Berechnung der beiden Begrenzungs- 
winkel ohne Auflésung einer Gleichung dritten Grades und Bestimmung 


1 Die auch mégliche Anwendung der Differentialgleichung des Quadrats des 
Amplitudensinus 


y 2a AV — 4) (1 — By) 


wurde vermieden mit Riicksicht auf den hier behandelten Spezialfall, bei dem 
die direkte Integration nur fiir den Amplitudenkosinus einen reellen Modul ergibt. 
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des Einflusses der Anfangsauslenkung und der Anfangsgeschwindigkeiten 
auf die Schwingungsdauer?. 

In der im mathematischen Anhang abgeleiteten Integralformel zur 
Berechnung des_,,Prazessionswinkels‘‘ (Drehwinkel der Schwingungs- 
ebene im Laufe einer Halbschwingung) tritt die vom Verfasser [12] 
eingefiihrte Z-Funktion auf, die sich in folgender Weise aus den 
elliptischen Integralen erster und zweiter Gattung zusammensetzt: 

Nee / 
L(o,k) =E(o, k')-—_,-—F (a, F). (4) 
Diese Funktion kann deshalb leicht mit den LEGENDREschen Tafeln [13] 
berechnet werden. Speziell ist 


Gs op0\easiao: (5) 
und nach der LEGENDREschen Relation 
MA wt 


Die L-Funktion besitzt ferner den groBen Vorteil, daB bei hinreichend 
kleinem o und & die einfache Naherung 


L(o,k) =F’ sino + 0(k) (7) 


gilt. Um diese Approximation auch in der Nahe von o =a/2 anwenden 
zu konnen, braucht man das ,,Reduktionstheorem“‘ 


J k’2 sing 
IL yA = piel Te ) k st 8 
(6:8) = Fe L (0, 8) + (8) 
mit 
sin @ = ——— as (9) 


\1 +R to 
Bur o=a/2uist dann¢o—==0 05a: 
Auch das allgemeinere Problem des schweren symmetrischen Kreisels 
kann in gleicher Weise wesentlich vereinfacht werden. 


2. Die Differentialgleichungen des sphirischen Pendels. 
Die kinetische Energie eines Raumpendels mit dem Tragheits- 
moment A und dem Neigungswinkel # lautet 


T=14A {824 yp sin2d}; (1) 


* Auch bei der von Porsson [10] angegebenen Naherung wird der Umweg 
liber das zyklometrische Integral angewandt, ferner tritt dort der Einflu® der 
Anfangsbedingungen auf die Frequenz der Schwingungen nicht hervor. Die aus 
den Differentialgleichungen fiir rechtwinklige Koordinaten folgende erste Naherung 


(vgl. z. B. Hunp [41]) ist noch roher und lat nur den Charakter einer ellipti- 
schen Schwingung erkennen. 


Zur Theorie des spharischen Pendels. 59 


der Winkel y bestimmt das Azimut der Schwingungsebene. Fiir die 
potentielle Energie ergibt sich 


U=— As? cos, (2) 


wenn das durch A dividierte Produkt aus Pendelgewicht und Schwer- 
punktsarm mit s? bezeichnet wird; s hat die Dimension einer Winkel- 
geschwindigkeit. 

_Da die Zeit in der LAaGRANGEschen Funktion L—=T— U nicht 
explizit vorkommt, gilt der Energiesatz, d. h. es ist 7+ U=const oder 


o? + pw” sin? § — 2s? cos# = const. (3) 


Ein zweites intermedidres Integral folgt aus der Bemerkung, daf 
auch wy in LE nicht explizit vorkommt (zyklische Koordinate); daher 
ist nach LAGRANGE 


oL OL 
—- = => = const 
Co y cow 
oder 
y sin? = const. (4) 


Die Integrationskonstanten bestimmen sich aus den Anfangsbedin- 
gungen; mit 


(0) =y, 8(0)=c (5) 
und 
y(0) =a (6) 
gehen (3) und (4) tiber in 
§2 + wp? sin? 9 = 2s? (cos — cos y) + a? sin? y + c? (7) 
und 
a siny \2 
p=e(re) (8) 


Mit Hilfe von (8) kann in (7) wp eliminiert werden; «—cos#@ geniigt 
dann der bekannten Differentialgleichung 


u? = (1 — u?) (2h 4+ 257 u) —a*sint y; (9) 
2h= c? + a* sin* y — 2s? cosy (10) 
bezeichnet die Energiekonstante. 


Eine andere und zur Untersuchung der Spezialfalle besonders vor- 
teilhafte Differentialgleichung erhalt man, wenn 


O = cos?—cosy (11) 


als abhangige Veranderliche gewahlt wird. Die Elimination von y 
fiihrt jetzt zu der Differentialgleichung erster Ordnung 


@2 = sin? y — 20 (—0? + 2n® O + s? 6?) (12) 
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mit den Konstanten 
An® = asin? y + 4s* cosy + c, (13) 
b2 = (s?— a? cosy) Sy €° COS). (14) 


Wird (12) nach der Zeit differenziert, so gelangt man zu der nicht- 
linearen Schwingungsgleichung 


60+ 4n20 = b? 38202. (15) 


3. Der Neigungswinkel als Funktion der Zett. 
Zur Integration von (2.9) 


u2 = — 2s?D(u) (1) 
mit 
h Gee h 

@ (u) = v3 + s uz —u + ( ae sin4 y — 5} (2) 

wird das Polynom zunachst in 3 Linearfaktoren zerlegt: 
 (u) = (w— ty) (6 — tty) (4 — 16). (3) 
Die Lage der 3 Wurzeln kann — wie bekannt — leicht bestimmt werden. 
Denn wegen ®(— co) =— co und sgn@® (—1)=-+ ist eine Wurzel 


stets <—1. Da anderseits auch sgn® (+1) =-++ ist und seiner Defi- 
nition gemaB —1<u< +1 bleibt, miissen zwischen —1 und +1 
zwei weitere reelle Nullstellen liegen, weil sonst Gl. (1) nicht als reelle 
Gleichung bestehen kann. Wird 1 >, >u,>—1>u 3 angenommen, 
so gelingt die Durchfihrung der divekten Integration in folgender 
einfachen Weise: Man setzt 


U=u— Up, (4) 
und 
U, = U,— Ug, U, = Uz — Ug (5) 
und erhalt statt Gl. (1) 
U? = 2s°U(U,—U) (U,+U). (6) 


Vergleich mit der Differentialgleichung des Quadrats des Amplituden- 
kosinus (1.1) liefert nun leicht die gesuchte Lésung. Um Uberein- 
stimmung mit (6) zu erreichen, braucht man nur zu setzen 


@ Du r 
goat ae ras//74 a (7) 
U, U, 
pee Ne (2s tects 
tet tee Seem BEC. (8) 


Nach der ersten Gl. (7) ist dann 
U= U, cn? (t—e). (9) 
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Mit 
u, = cos PB, ths == COS & (10) 
lautet die Zeitabhaingigkeit des Neigungswinkels in ausfiihrlicher 
Schreibweise! 
cos # = cos a + (cos B — cos «) cn? (rt — e). (11) 
Die Integrationskonstante ¢« wird aus den Anfangsbedingungen_be- 
stimmt; da fiir ‘=0 #=y angenommen wurde, ist 


/ cosy — cos e 
OTN i eee is 
/ cosB— cosa 


(12) 


% schwankt periodisch zwischen « und f; die Dauer einer Schwingung 
ist, da cnt die reelle Periode 4K hat, 


2 TO a 
foes Veet ve 
Vergleich von (2) mit (3) fiihrt zu den Beziehungen 
I 
tty + tly + y=, (14) 
Uy Us + (Uy + Uy) Ug = —1, (15) 
2 
Uy Uz Us = > — a sint y (16) 
Aus (15) folgt zunachst 
_ _1t+%u, 1+ cosacosp 
as Tote cosa+cosp ’ (17) 
und damit geht (14) tiber in 
sin? 
h =s | cos a + cos Bp =— COS B ) (18) 
womit (16) ergibt F 
= sin % sin 
in?y = ee, 1 
asin?y =|/2s (ae ae (19) 
Ferner ist 
ag 1+ 2cos « cos B + cos* B (20) 


cos a + cos B 
Jetzt kénnen auch k und k’ durch die beiden anschaulichen Winkel « 
und f# ausgedriickt werden: 


cos? B — cos? « 
to 7” za 
hie 1-+2cosacosf-+ cos? B ’ (21) 
Bek 1 -+2cosacos B + cos? a (22) 


1 -+2cosacosf-+ cos? B ° 
1 Gl. (41) kann man auch die Form geben 
cos #@ = cos B — (cos B — cos) sn? (t — é). 
Diese Lésung der Differentialgleichung entsteht mit 
U=u,—u, U=%y—%,, U, = u, — Uz 


und Vergleich mit der Differentialgleichung des Quadrats des Amplitudensinus, 
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Formel (13) fiir die Schwingungsdauer nimmt mit (20) die Gestalt an: 


_ Bs 2 (cos a + cos B) > 3 
Ase su ee j (23) 


4. Ein einfacherer Spezvalfall. 

Noch einfacher kann die direkte Integration der Differentialgleichung 
des Neigungswinkels durchgefiihrt werden, wenn zu Beginn der Be- 
wegung nur eine azimutale Anfangsgeschwindigkeit vorhanden ist, also 
c =O angenommen wird. Dann reduziert sich Differentialgleichung (2.12) 


aay 62 = —20(—-P +2045? 0). (1) 
Hier ist, da jetzt « und y zusammenfallen, 
O = cos? — cos a (2) 
und die Koeffizienten (2.13) und (2.14) lauten 
4n?2= a’? sin?« + 4s? cosa, (3) 
62 =: (s?— a* cosa) sin? a. (4) 


Mit den HilfsgréBen 


— PESO. 2-Ca@eeae 


nimmt die Differentialgleichung fiir 0 folgende Gestalt an: 


62 = 2s? 0 (0,— 0) (0, +6). (6) 


Die weitere Integration erfolgt nun wie im allgemeinen Fall, nur daB 
jetzt O, und @, statt U, und U, auftreten. Wegen a=y und cn K =0 
ist hier nach Gl. (3.12) e=K, so daB in diesem Spezialfall die Zeitab- 
hangigkeit des Neigungswinkels dargestellt wird durch 


cos ? = cos a + (cos B — cos a) cn? (tx — K). (7) 


Vertauscht man auf der rechten Seite « und f, so ist der Amplituden- 
kosinus durch den Amplitudensinus zu ersetzen. Wegen 


Sisley ne ae 


geht (7) dann iiber in 
cos? = cos B — (cos B — cos «) () 


(8) 


Da hier nur die Auflésung einer quadratischen Gleichung erforderlich 
ist, ergeben sich auch die im allgemeinen Fall durch Koeffizienten- 
vergleich bei einem Polynom dritten Grades gefundenen Beziehungen 
einfacher. Mit der Abkiirzung | 


a sin? x 


1) == 43 (9) 
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und mit 
O, = cos B —cos a (10) 


ist nach der ersten Gl. (5) 


Seth = snipe: Vagtamtiase tet (11) 
und hieraus folgt 
2 = aww, = (12) 
Anderseits fithren die Gln. (5) zu der Beziehung 
O, — 0, =---2 (cosx +7). (13) 
Nach leichter Umformung mit (12) erhalt man nun 


1+ cos «cos Bp 
cos a% + cos p 


(14) 


cos a — O, = 


und 
1 + 2 cos « cos B + cos? B ; (15) 


cos «+ cos B 


—, + —, == 


Hiermit nehmen die Formeln fiir den Modul und die Schwingungs- 
dauer JT die gleiche Gestalt an wie im allgemeinen Fall. 


Durch Kombination von (9) und (12) findet man 


; SS 
a sin / 2 
a Bp ee (16) 
S sin % cos « + cos Bp 


Fiir sehr kleine Winkel ist nach dieser Beziehung naherungsweise 


Bie (17) 


Fiir kleine Schwingungen darf von der Naherungsformel (1.3) 
Gebrauch gemacht und die Zeitabhangigkeit des Neigungswinkel (7) 
in folgender Weise dargestellt werden: 


cos # = > (cosa + cos p) — ; (cos B — cos x) cos ee (18) 


mit der Schwingungsdauer 


Pes a y2 (cos x + cos f) Be. (19) 
Pe Va + 2cosa cos B + cos? x) (1 + 2cos « cos B + cos? f) 


Ersetzt man hier alle Kosinus durch die beiden ersten Glieder ihrer 
Potenzreihe, so entsteht die von LAGRANGE [14] angegebene Formel 


ra 2 i145 fat +p}. (20) 
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5. Direkte Integration der Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

Jetzt soll auch die Differentialgleichung zweiter Ordnung (DAS) 
direkt integriert werden. Der Einfachheit halber sei das aber nur in 
erster Naherung durchgefiihrt. Dieser Lésung entsprechen kleine 
Schwingungen, die fiir hinreichend kleine c und y oder 6 auftreten. 
Durch Vernachlassigung der quadratischen Glieder bekommt man fur 


I=cosP—Cosy (1) 
die lineare Schwingungsgleichung 
O+4nO0=2 (2) 
mit den Koeffizienten 
4n* = @* sin? *o- 4s* cosy, (3) 
b? = (s?— a* cosy) sin? y. (4) 


Thr den allgemeinen Anfangsbedingungen 


O(0) 0, O(0) =—csiny (5) 
entsprechendes allgemeines Integral lautet 
C= +() « — cos 2nt) —=—siny sin 2nt (6) 


oder 


— 
No 
— 


3 ile wihiay Van. a? 
cos? = cosy + sm nti (=) sin nt — r sin y cos ” i} ; 


Der Neigungswinkel # schwankt hiernach periodisch mit der Kreis- 
frequenz 2%. 


Die beiden Begrenzungswinkel « und f lassen sich durch folgende 
Betrachtung bestimmen: Aus (6) folgt 


aes 1b? , 5 : 
=> ; sin 2nt—csin y cos 2nt. (8) 


Damit ergibt sich zur Bestimmung der Zeiten t,=nt, und t,=f,, 
in denen die Geschwindigkeit Null wird, die Gleichung 


20H . 
C920 Sg oy (9) 
ihr kann man wegen 
a gee 
USO emer (10) 


und mit «=tgt auch folgende Form geben: 


2 
Cea le (11) 
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Die beiden reellen Wurzeln dieser quadratischen Gleichung sind 


ten=—S+ (5) +1. (12) 
1 acws 
beg |e: (13) 
In dem Spezialfall, wo c=0 ist, wird auch x=0, also t,=0 und t,= — 27/2. 


Der Anfangswinkel y ist dann gleich dem maximalen Neigungswinkel «, 
wahrend sich die kleinste Auslenkung f bestimmt aus 


cosB = cosy + 3-(- ie (14) 


6. Die Drehung der Schwingungsebene. 
Fur die Azimutalgeschwindigkeit ergab sich in (2.8) 


Se aa 
eas coral (1) 
wy schwankt also periodisch mit dem Neigungswinkel #, und zwar zwischen 
siny \2 sin y \2 
a ( =a und a ae : (2) 


Zur Beschreibung der Bahnkurve geniigt es den Prazessionswinkel Y 
zu kennen, um den sich die Schwingungsebene wahrend einer halben 
Schwingung dreht. Mit (3.1) und (3.3) ist nach (1) 


Uy, 


y 2S? 1 ea Sern (3) 


s Va 1— (uy — 4) (u — Ug) (4 — Us) 


Wegen (3.17) ist hier die Bedingung (9.16) erfiillt. Die Ausfiithrung der 
Quadratur kann deshalb mit (9.22) vorgenommen werden ; da nach (3.19) 
asin’y —s sina sinp (4) 

s 2 Vcosa + cos p 


ist, erhdlt man sofort die einfache Formel 


sin g sin B 
<j Sars le 
‘s SO ree rT, + (o ) (5) 


Nach (9.21) ist 


1+ cos « cos B (6) 


sing = i, 
Vi + 2cosa cos B + cos? « 


Der Modul & hat den in (3.21) angegebenen Wert. 


Fiir ein ebenes Pendel ist 8 =0 und o =27/2, also wegen (1.6) ¥ = 2/2. 
Hieraus folgt, daB o bei kleiner Azimutalgeschwindigkeit in der Nahe 
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von z/2 liegt, so daB hier von der Naherungsformel (1.7) nicht direkt 
Gebrauch gemacht werden darf. Wendet man deshalb das Reduktions- 
theorem (1.8) und (1.9) an, so ergibt sich mit 


B 


Sine ctga tg B (7) 
statt (6) 
I Psi! |e _ otga b Dey fii k (8) 
Mi + K— = |sin« 4 = (1 + cos a cos f) LO.) 


Hier wurden die Abktirzungen 


A= \1 + 2cosacos Pp +costa, B= \1 + 2cos.acos fp 4. cos? B (9) 
benutzt. 


Nach (1.7) ist naherungsweise 


L(o,k) =ctgatgp 40) 
und nach (4.2) x 

ea ee 

eae a 


Die zweite Naherung von (8) lautet daher 


mu f sinB {.. ctg _ A 
= = ! 1 Vs [sin Soe (B— 1 —cos « cos f) 


\ (12) 


Einen in « und # symmetrischen Ausdruck gewinnt man, wenn 


1 sin? g cos? 


Bw1-+cosacos fp 2 1+ cosacosP 


gesetzt wird: 
Ve Wee sin x sin B 1 cos % cos fp 
< { VAB | 2 1+ cosacosf 


' (13) 


Die hieraus leicht abzuleitende erste Naherung 


ee Vf 3 7 
P=F (1+ =a (14) 
wurde bereits von Bravats [15] aufgestellt!. 


Da der Faktor vor der inneren Klammer von (13) stets positiv ist 
und sein Maximum Eins fiir «=f—=2/2 erreicht, wahrend der Aus- 
druck in der Klammer dann seinen kleinsten Wert Null annimmt, 


} Die Herleitung dieser einfachsten Naherung mit den elliptischen Funktionen 
von WEIERSTRASS nach dem Vorgang von GREENHILL [16] ist recht umstindlich. 
Auch hier zeigt sich wieder die groBe Uberlegenheit der LEGENDRESchen und der 
Jacopischen Funktionen gegeniiber denen der WEIERSTRASSschen Theorie, wenn 
es sich um Probleme der Mechanik und Physik handelt; KLEIN und SoMMER- 
FELD [17] haben das schon bei der Kreiseltheorie zum Ausdruck gebracht. 


lor] 
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folgt aus der neuen Naherungsformel in der einfachsten Weise das 
Theorem von PutsEux [19]! und HaLpHEN Rei. 


: <a <age. (15) 


Y ist um so gréBer, je gréBer B ist (Theorem von BRAVAIS). 


. Das Kegelpendel. 
Die Frage nach der Existenz einer stationdren Bewegung ist leicht 
zu beantworten, denn fiir eine solche ist stets 9 =y oder 90 = O=0— 
Als Bedingung ergibt sich daher aus (2.15) b=0 oder, in Samer 
Schreibweise, nach (2.14) 
ah, (1) 
fi" COS —— 5". (2) 
Bekommt das Kegelpendel einen AnstoB c, so treten Schwingungen 
auf, die nach (2.15) durch die Differentialgleichung 


os Soe 
6 4 Pg ae esis 7 


Cor: + c?| O = c* cosy —3s? 0? (3) 
bestimmt werden. Fiir hinreichend kleine Schwingungen diirfen die 
quadratischen Glieder vernachlassigt werden; Gl. (3) reduziert sich dann 
auf$ 


GB igt bt SSPE IG 295, (4) 


cosy 


8. Ubergang zum ebenen Pendel. 
Jetzt ist wegen a=0 nach Gl. (3.19) auch B=0. Hiermit nimmt 
der Modul (3.21) den Wert 


p= sin > (1) 


an und (3.20) geht tiber in U, + U,=2, womit die zweite Gl. (3.7) ergibt 


ie Mar (2) 


Die Darstellung der Zeitabhangigkeit des Neigungswinkels (3.11) lautet 


nun 
cos? = cosa + (1 — cosa) cn?(t—) (3) 


1 Beweise nach dem Vorgang von PuisEux findet man in dem oben angefihrten 
Werk von APPELL und bei WEBSTER [20]. Selbst BURKHARDT [21] beweist dieses 
Theorem unabhangig von den sonst benutzten WeErIERsTRASsschen Funktionen 
mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung! 

2 Auch dieses Theorem ist mit den WererRsTRAssschen Funktionen nicht ein- 


fach herzuleiten. . . 
3 Man vergleiche mit dieser auBerst einfachen Aufstellung der Differential- 


gleichung die umstandlichen Rechnungen bei Hamet [23]! 
5* 
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oder 
sin} # =—sin}asn (tT—é) (4) 
mit 
sin } 
se= (5) 
sin ome 


Die Formel fiir die Dauer einer Schwingung (3.13) vereinfacht sich 
Zu 


[eaeeS (6) 
ihre zweite Naherung ist nach (1.2) 


1 
tee 
s |/cos 4a 

In dem Spezialfall c=0 ist e=y und e=K. Macht man von der 
bekannten Formel 


(7) 


sn Tt 


en (r— K) =F’ 


dnt 


Gebrauch, so nehmen (4.7) und (4.8) die Gestalt an 


i os snt \2 
€0S7) = Cosco — sim 
" Ae ( dnt (8) 
und 
: 4 1 Cat 
Sih ——y == Sia — oe ——— 
2 y D By lings (9) 


9. Mathematischer Anhang. 
Zur Berechnung des Integrals 


Uy 
1 d 
er: Vu U) (u = iM 
ie 1 2) (U — Us) 
fiuhrt man eine neue Verdnderliche t ein durch 
Uu = U,— (uy — Up) sn? (zt, R) (2) 
mit 
poe 8 te. Uy. 
i Vi — Uy k Ui Ua (3) 


Damit geht I tiber in 
K 


2 at 
[= ——. 
V4 — Uz / 1 te — (ep e,) sn? 7? (4) 


0 


Durch Partialbruchentwicklung des Integranden 14Bt sich I leicht in 
die Summe zweier vollstandiger elliptischer Integrale dritter Gattung I, 


Zur Theorie des spharischen Pendels. 69 


und /f, zerlegen, und zwar ist 


K 
vise “ (5) 
1 ine , 
(4 + 4) uy — uy (aes ee a 
5 1 +- Uy 
0 
e 
orraen = (6) 
Ss (4 — u,) Yu, — bs 1+ aS ane ; 
i — Uy 
0 


Die Auswertung von J, kann mit der Integralformel! 


BEe : _ i=? sin? a ; 
f. a sn? t ~ Rk sina cosa L (a, rk) (7) 


1 — k’2 sin? x 


sofort durchgefiihrt werden; man braucht dazu nur zu setzen 


{— Fk? sin? g = 17 (8) 
Uy = Ug 
und 
be pa ME te he 3 2, — 1tMs 
sin? g == ea, GOS*10, — te (9) 
Das Ergebnis lautet 
K 
L= 31 (ask). (10) 


V= (4 + uy) (4 + uy) (4 + U5) 


Zur Berechnung von J, dient die Integralformel 


ef ae Bsn? t == cos? B + snipeoe pf _7 L(B, R). (41) 


ji— — k’? sin? B 
Vergleich mit (6) zeigt, daB 
Ug 
te. Neate gears (12) 
zu setzen ist, und hieraus folgt 
—uU —Uu 
sin? B= Sa = ae : cos? fb = i= 7 (13) 
und 
/ ball penta \ 
—f- sp = (14) 


1 Die Integralformeln (7) und (11) ergeben sich mit Hilfe des Reduktions- 
theorems (1.8, 9) aus den entsprechenden Integralformeln von LEGENDRE. 
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Damit erhalt man fiir das zweite Integral 


T= K EBA) ! toa (15) 


Va Uy) (1 — Uy) (4 — Uz) (1 — Ug) (Uy — Us) 


Die Zusammensetzung der beiden Teilintegrale wird besonders 
einfach, wenn zwischen den wu; die Beziehung 


ee 
(ae Uy + Uy (16) 


angenommen wird; es ergibt sich dann 


2 Uy Uy — aan 
1K G- fe to OiencEA 2) ar a 42, Uy + v2 at ) (1 + Ug) 


und statt (3) 


5) 
ie uy — us Bie 1 +- 2 U, Uy + up (18) 
1+2u,u,+uj’ 4+ 2u,u,+ v2” 


Nach dem Additionstheorem! der L-Funktion ist 


L(a,k) +L(6,k) =L(o,k) +k'*sina« sin B sing (19) 
mit 
sin x cos B | ie 


Sha @ = 
— k’? sin? e sin? B 


(20) 


Mit Hilfe von (8), (9), (13), (44) reduziert sich (20) auf den einfachen 


Ausdruck 
sing et es (21) 
1 + 2 uy, uU,+ v2 
Wegen 
gues ; ‘ 1+ u, u (4 —u,) 4 — a5) 
&* sin ¢ Si. 6 Sin ¢ = —— \) 1 2 
P \1 +2 U,U,+ ut (4 + u,) (4 + up) 


fiihrt auch die Zusammenfassung mit dem Wurzelausdruck in (17) zu 
einer wesentlichen Vereinfachung, womit das Endergebnis die Form 


annimmt 
_K f+ Jy/“=0=% 
| aaa Hees | L(@, 8) (22) 


Die uw; miissen folgende Ungleichungen erfiillen: 


1 >> Uy >—1> Us. (23) 
* Der Definition der L-Funktion entsprechend, stimmt es iiberein mit dem 
Additionstheorem des elliptischen Integrals zweiter Gattung E(o,k’). Aus (19) 
und (20) gewinnt man leicht das Reduktionstheorem (1.8, 9). 
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‘Zur Theorie der elektromagnetischen Strahlung 
in Metallrohren. 


Von 
RICHARD HONERJAGER. 
Mit 1 Figur im Text. 
(Eingegangen am 24. Februay 19850.) 


Das Strahlungsfeld eines elektrischen und magnetischen Dipols in einem unendlich 

langen, geraden Metallrohr von beliebigem Querschnitt wird nach den Rohreigen- 

wellen entwickelt und der gesamte elektromagnetische Leistungsflu8 durch das 
Rohr berechnet. 


1. Einlettung. 


Die stiirmische Entwicklung der Mikrowellenphysik im letzten 
Jahrzehnt hat erneut das Interesse auf die klassische Theorie der 
elektromagnetischen Schwingungen in Metallrohren und -resonatoren 
gelenkt!. In Mikrowellenschaltungen werden haufig Metallrohre ohne 
Innenleiter zur Fortleitung der Strahlung benutzt. Solche Rohr- 
leitungen wirken bekanntlich als ,,HochpaBfilter, d.h. sie besitzen 
eine von der Gestalt des Rohrquerschnitts abhangige, kleinste ,,Grenz- 
frequenz"' /, ;, unterhalb derer kein Energietransport durch die Leitung 
stattfinden kann. Die der kleinsten Grenzfrequenz entsprechende 
langste ,,Grenzwellenlange A, ,—=c/f,, ist im allgemeinen mit der 
Linearausdehnung des Rohrquerschnitts vergleichbar. Aus diesem 
Grunde haben Rohre zur Fortleitung von Mikrowellen gebrauchliche 
Durchmesser. 


In der vorliegenden Arbeit soll die Gesamtstrahlung eines elektrischen 
und magnetischen Dipols gegebenen Moments in einem unendlich langen, 
geraden Rohr von beliebigem Querschnitt auf einfache Weise hergeleitet 
werden. Fiir Rohre speztellen Querschnitts gaben bereits WEYRICH 
und BucHHorz? eine Lésung. Unsere allgemeine Ableitung macht im 


1 Vgl. z. B. die zusammenfassenden Darstellungen: RIEDINGER, A.: Elektro- 
magnetische Wellen in metallischen Hohlzylindern. In Virpic-ZENNECK, Fort- 
schritte der Hochfrequenztechnik, Bd. 1. 1941. — Connvon, E. U:: Principles of 
microwave radio. Rev. Mod. Phys. 14, 341 (1942). — SLATER, J. C.: Microwave 
electronics. Rev. Mod. Phys. 18, 441 (1946). — HonrrJAGER, R., H. MEINKE u. 
R. Mbtier: Nichtstrahlende elektromagnetische Systeme. In FIAT-Review of 
German Science, Electronics usw., Bd. 2. 1948. 


2 Weyricu, R.: J. reine angew. Math. 172, 133 (1934). — Bucuuotz, H.: 


Hochfrequenztechn. 54, 161 (1939). — Jb. AEG-Forsch. 6, 53 (1939). — Ann. 
Phys. (5) 39, 81 (1941). 
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wesentlichen von der Tatsache Gebrauch, daB die Longitudinalkom- 
ponenten des elektrischen und magnetischen Feldes im Rohr sich wie 
die Auslenkungen einer schwingenden elastischen Membran von der 
Gestalt des Rohrquerschnitts verteilen, so daB die fiir das Problem der 
schwingenden Membran bekannten und bewiesenen Entwicklungssatze 


unmittelbar auf das elektromagnetische Problem ubertragen werden 
konnen. 


2. Das System der Rohreigenwellen. 

Zu jedem durch seinen Querschnitt charakterisierten Rohr gehért 
eine zweifach unendliche Schar von Rohreigenwellen, nach denen sich 
jedes elektromagnetische Feld innerhalb des 
Rohres entwickeln 1aBt!. u,v und z (Rohr- 
achse) seien Zylinderkoordinaten, J’ der 
Rand der Rohrquerschnittsebene F, 3 der zur 
z-Achse parallele und n der auf J” senkrechte 
Einheitsvektor (Fig.1). Dann laBt sich das 
(monochromatische) elektromagnetische Feld © 
(V/m) und § (Amp/m) der Rohreigenwellen in folgender Weise 
schreiben ?: 


Wellen vom elektrischen Typ (E-Wellen) 


ihttblih ti 
JL, Y 


Fig. 4. 


Lh : i (w 2 
€r,=(+ > grad gn, + g2,3\:¢ © =”), (1) 
\ VEv / 
Ge,= “Ge (grad gs, 3) of Pr); 2) 


Wellen vom magnetischen Typ (H-Wellen) 


Lh i (mt- z 
Dn,= (+ =e grad gn, + guy i ef (OF My’), (3) 
Hy 
Cy, Neat ss (grad Hy x 3) ‘ é iais ae (4) 


Hierin bedeuten: 


w =- 2a f sec) die Kreisfrequenz der Felder, 


10’? /Ampsec 
renal Vm )| 

4m ( Vsec | 
f= or hee) 


(m-*) die der GréBe nach geordneten (vy = 1, 2,..., ce) Eigenwerte, 


MaBsystemkonstanten, 


2 
VE» 
2 
Vu» 

1 LepineGcG, E.: Ann. Phys. (5) 41, 537 (1942). 
2 Vgl. z.B. F. Borenis: Ann. Phys. (5) 35, 359 (1939). 
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ey (u,v) (V/m) | die zugehérigen normierten (/ edt Eigen- 
F 
2ny(u, v) (Amp/m) funktionen 


der beiden Randwertaufgaben 


Age + YnSo—0 ,ait  g,—0 Hs (5) 
5 x * Og auf , 
Agy+Vufx=0 mit a =i) f, (6) 
hs = lice — Vi, die reellen (w/c > y) oder rein ima- (7) 
“ss (m)_— ginaren '(w/e< y) Fortpflanzungs- 
wo? 2 konstanten der Rohreigenwellen. (8) 
hu, = Lees @ 


Das obere (untere) Vorzeichen gilt fiir eine in Richtung +3 (— 4) lau- 
fende Welle. Wenn nicht ausdriicklich anders vermerkt, bezieht sich 
die Vektoroperation grad ebenso wie die im folgenden gebrauchten 
div und rot nur auf die Querschnittsvariablen uw und v. 


3. Strahlung einer mit Fliéchenquellen belegten Rohrquerschnittsebene. 


Die Rohrquerschnittsebene z=0 sei in flachenhafter und stetig 
differenzierbarer Verteilung mit elektrischen Strémen, elektrischen und 
magnetischen Momenten der Flachendichten bzw. 1 (Amp/m), p= 
Di +p, (Amp sec/m) und m=m,,-+m, (V sec/m) belegt. Der Index tr 
bezeichnet die transversale, d.h. in der Rohrquerschnittsebene gelegene 
Komponente. i, p und im sollen sich zeitlich wie e’®’ andern. Dann 
lauten die Grenzbedingungen fir © wm | § an der Ebene z=0!: 


see pen 1 

3X (G2 — HO) =i+i@p_t+ Fat ROU =p (9) 
0 

fo ee : 1 | 
3 X (€@) — EM) Se AD Mr + =~ rot De — In = (10) 
“0 
(S@ Tim), HM = lim § usw.) 
z—>+0 z—>—0 


t Ogy/On bedeutet die Ableitung von gy(u, v) in Richtung der Normalen n. 
1 Aus den MAaxwe ttischen Gleichungen 
rot B = rot (tu H + M) = py [J +i (e) E + Y)] + rot M, 
rot D = rot (€)9 E+ PB) = — iw eq (uy H + M) + rot P 
folgt in bekannter Weise 
a x (BA) Bi) tig (i+ to Pi.) + rot m,, 
eX (@'4) ey) een Ep Mt, + rot p, 


und hieraus ergeben sich wegen B(?) = jug (2) usw. fiir z=+-0 die obigen Grenz- 
bedingungem (9) und (10). 


Zur Theorie der elektromagnetischen Strahlung in Metallrohren. 75 


Bildet man auf beiden Seiten der Gl. (9) und (10) die Divergenz und die 
z-Komponente der Rotation, so erhalt mam mit Riicksicht auf die fiir 
z==0 gultigen MAxwettschen Gleichungen 


Pot = 4 we, ©, rot C=—1tH0 mH 
(u, v, 2) (ut, v, 2) 


a) 


die entsprechenden Grenzbedingungen fiir die longitudinalen Feld- 
komponenten und ihre Ableitungen nach z: 


—iwe (EP — E”) = divi, (11) 
—1 0 fg (Hy —H”) = divi,, (12) 
— zo (7° —H) — 3 roti,, (13) 

@ {7-(2) (co) ee . 
“S Ny GF a VaR Cok eta (14) 


Quellen und Wirbel des elektrischen und magnetischen Flachen- 
stromes 1, und 1,, konnen unabhangig voneinander vorgegeben und in 
absolut und gleichmaBig konvergente Reihen nach dem vollstandigen 
Orthogonalsystem der Eigenfunktionen g,, und g,,, entwickelt werden. 
Die Verhaltnisse liegen hier also ahnlich wie bei dem Problem der 
freischwingenden Membran. Der Moglichkeit, der Membran zur Zeit 
t=O eine beliebige Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit zu erteilen, 
entspricht bei den Rohrwellen die Freiheit, an der Stelle z=0 die 
longitudinalen Felder und ihre Ableitungen nach z willkirlich vorzu- 
schreiben. Fir £, und H, im Rohrteil z >0 (z< 0) werde eine Ent- 
wicklung nach in +3 (— 4)-Richtung laufender £,- und H,-Rohreigen- 
wellen [Gl. (1) bis (4)] angesetzt: 


ege= > Ales. ys (15) 


H,= 5b, H, Hr: (16) 


Man verifiziert leicht, daB die Felder (15) und (16) die Grenzbedingungen 
(11) bis (14) an der Stelle z=0 erfiillen, wenn die Entwicklungskoeffi- 


gienten 


a,=F yee re marae ie if 86° Ot df, (47) 


21M Ey 


b,= + ae hig] S403 dj (18) 


21.0 [Mg 


1 CouRANT-HILBERT: Methoden der mathematischen Physik, Bd. 1, S. 278f, 
343, 371. 1924. 
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gesetzt werden. Hiermit werden zugleich die Grenzbedingungen (9) 
und (10) fiir die transversalen Feldkomponenten befriedigt. Oberes 
(unteres) Vorzeichen gilt fiir den Raum z >0 (z< 0). Die Longitudinal- 
komponenten des von dem Strome i und den Momenten p und m im 
Rohr angeregten Feldes werden durch die absolut und gleichmaBig 
konvergenten Reihen (15) und (16) mit den Entwicklungskoeffizienten 
(17) und (18) eindeutig dargestellt. 


4. Strahlung eines elektrischen und magnetischen Dvpols. 


Der Ubergang von der Strahlungsanregung durch eine flachenhafte 
Momentenschicht zur Anregung durch einen punktférmigen elektrischen 
und magnetischen Dipol vom Moment ‘8 bzw. Jt kann durch folgenden 
GrenzprozeB vollzogen werden. Eine stetig differenzierbare Momenten- 
belegung p(w’, v’) und m(w’,v’) in der Querschnittsebene z=0O sei 
nur auf einer kleinen Flache 6F in der Umgebung des Punktes (wo, v9) 
vorhanden. Dann sollen f pdf und f mdf in der Grenze 6F>0 

oF OF 


und » bzw. m— oo gegen die endlichen Dipolmomente S$ bzw. 3 kon- 
vergieren. 


Vor Ausfihrung dieses Grenziiberganges formen wir die in den 
Entwicklungskoeffizienten a, und b, auftretenden Integrale 


f ge, div p,, df, Pry % rot Me], f Ze, 3 rot rot bd}; 
F F F 
Seuediv mdf, fenyatot Med, fey stot rot m,df 
F F F 


mit Hilfe der bekannten Vektorbeziehungen 


div (vy WX) = pdivA + A gradg, 
div (YU x B) = Brot A— Arot B, 
div (AX x rot 6 —B x rot A) = Brot rot A—A rot rot B, 
rot rot 2% = grad div AY— AA 


um und erhalten nach Anwenden des Gaussschen Integralsatzes wegen 
des identischen Verschwindens von p und m am Rande J"[(ug, vp) soll 
nicht gerade ein Randpunkt sein]: 


PSSA 01 =i p,grad gr, af, Sf gx, divm,df= =) m,,grad gy, df, 
F F F 
J Se, azot m,,d/= f m,, rot (Ley 3) df, JS &uy3rot Prdf =f p,,rot (2u» 3) df, 
F F F 
[Sera rot rot p,df = f p,rot rot (gp, 3) dt = yi, fb, gn,4f, 
F F 


J Suv arot rot m,df = f m,rot rot (2H» a) df = Vi» f Men, 4f. 
F F 
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Fuhrt man auf der rechten Seite dieser Gleichungen den oben erwahnten 
Grenziibergang aus, so erhalt man die Entwicklungskoeffizienten des 
von $ und 9 angeregten Strahlungsfeldes: 


Vins 
= LNs ae ; 
a= 35 E (Brad ge)y. ty PSE» (to, ) - (19) 
(03) 
a SSP 5 
2hey M,, (rot (Sey 8) us, 0 : 
Var 
=e = WM 01 % 
b, = om E mM. (grad SH») y, v ——% ea WY 28H» (uo, “| ar (20) 


‘tee om gr 
Tes 1, (rot (ery 8) ue, og 


Der Zettmittelwert des gesamten elektromagnetischen Leistungsflusses 
(W) ist: , 
N=2:- 2 Realteil | { 3 (>< -H*) aj\. 
F 


Der Stern (*) bedeutet Ubergang zum konjugiert komplexen Wert. 
Bei der Kreisfrequenz w sei 


h =/2-" { rect fury — 15... %; 
ra 2 | imaginar fiir y =v) +1... co, 


2 spi | neell fir we A 2g 


imagindr fiir »’ = 7) +1... 00. 
Dann wird? 


N=> S \a, 1? 3 (Ex, x otdf+> Sf oy 3 (Gay x Dh) af 


y=1F v=1 F 


oder wegen 
f (grad g,)*df=y; f edi =yy, 
F 


F 


vy 
N=o|{ } ja, 
y=1 


Setzt man hierin die Entwicklungskoeffizienten (19) und (20) ein, so 
erkennt man: Fiir die Kreisfrequenzen w =c yy, (w =C 7’g,) Wachst die 
Gesamtstrahlung eines transversalen elektrischen (bzw. magnetischen) 
und longitudinalen magnetischen (bzw. elektrischen) Dipols wie 


a EY + uy > [by 2 | |. (21) 
VE ad Va 


1 Die Felder Eg,, Hy, Ex, und Hy, sind zueinander orthogonal. Vgl. J. C. 
SLATER (a. a. O.), S. 464f. 
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De \-2 ao Dy ee 

ee — vir) (baw. (= Lyi | } iiber alle Grenzen. Der ,,Strahlungs- 
c c 

widerstand“ eines Dipols im Rohr kann im Gegensatz zu einem im 


freien Raum befindlichen je nach Frequenz und Rohrquerschnitt zwi- 
schen 0 und oo schwanken. 


5. Beispiel. 
Longitudinaler elektrischer Dipol auf der Achse (ry =0) eines kreis- 
zylindrischen Rohres vom Radius a(m): 
: 2 
L VE yp 


— Sys Ne —— iS == — — oO — — 
$ in 1, M 0; ay, Dg, Vise Eon, (7 0), b, 0; 


(Vo, = v-te Nullstelle der 0-ten BEsse1-Funktion), 


y 
Io (¥. v =} 


Ir, A) = S= 5 
Bee ) |x a Ty(9,) 


= 4 = r 
4 & @& \: = (Yo y. 4} 
y=] 


32 Vo Py 
€ LE (VoulL1(Yor))” 


Diese Arbeit wurde durch anregende Diskussionen mit den Herren 
Prof. M. Czerny, Prof. G. Gousau (zur Zeit USA.) und Prof. G: 
HETTNER wesentlich geférdert, wofitir ihnen auch an dieser Stelle 
herzlich gedankt sei. 


Frankfurt a. M., Physikalisches Institut der Universitat. 
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Zur Deutung des Absorptionsgesetzes 
der 6-Strahlen. 
Von 
H. DANZER. 
Mit 1 Figur im Text. 


(Eingegangen am 18. Januar 1950.) 


In der vorliegenden Arbeit werden die vom Verfasser entwickelten Methoden zur 
Behandlung von Diffusion und Bremsung von Neutronen auf f-Strahlen iiber- 
tragen. An die Stelle der StoBlange 4 der Neutronen tritt bei den B-Strahlen eine 
effektive StoBlange R,, die an Hand einer von W. Borne entwickelten Diffusions- 
theorie berechnet und mit dem reziproken Wert des LeENarDschen Absorptions- 
koeffizienten fiir 6-Strahlen verglichen wird. Beide GréBen stimmen innerhalb des 


legt nahe, daB zwischen R, und der praktischen Reichweite Ry naherungsweise 


der Zusammenhang = 
R, = V2 


besteht. Diese theoretische Vermutung bestatigt sich innerhalb des Energie- 
bereiches von 300000 bis 1000000 eV. 

Die elastische Streuung von Elektronen in Materie wird wellenmechanisch be- 

rechnet. Es ergibt sich eine recht gute Ubereinstimmung mit der Erfahrung. 


Die exakte Theorie der Vielfachstreuung von Elektronen ist sehr 
kompliziert!. Es mag deshalb erwiinscht erscheinen, eine einfache 
Darstellung zur Hand zu haben, die fiir den Experimentalphysiker 
bestimmt ist. — In einer gemeinsamen Arbeit? mit B. RAJEwsky und 
H. Murtrw hat es der Verfasser seinerzeit unternommen, den Verlauf 
der lIonisationsdichte durch Neutronenstrahlen in Problemen_ be- 
stimmter Geometrie zu berechnen. Im folgenden wird versucht, die 
in dieser Arbeit gewonnene Methodik auf f-Strahlen zu wbertragen. 
Hier ist der Verlauf der Ionisation bzw. der Teilchenstrom hinter mehr 
oder weniger dicken Platten vielfach gemessen worden® *. LENARD 
stellte als erster fest, daB hinter geniigend dicken Schichten ein ex- 
ponentielles Absorptionsgesetz existiert, das wir hier in der Form 

x 


n==nNye ® (1) 


1 MoLIERE, G.: Z. Naturforschg. 3a, 78 (1948). 

2 Erscheint demnachst; vgl. H. DANzER, Fiat Review of German Science, 
1939/46, Nuclear Physics and Cosmic Rays, Teil 2. 

3 Vgl. die Darstellung in GEIGER-SCHEELS Handbuch der Physik, Bd. XXII/2, 


Artikel von W. BoTHE. 
4 Bercer, H., u. W. Paur: Z. Physik 126, 422 (1949). 
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schreiben wollen. Unter R ist eine ,,StoBlange’’ verstanden, die, wie 
wir sehen werden, mit der praktischen Reichweite der Elektronen ver- 
gleichbar ist. 

Mit Riicksicht auf medizinische Anwendungen extrem energiereicher 
Betatronelektronen ist neuerdings der Verlauf der Ionisationskurve in 
einem bestrahlten Halbraum auch fiir kleine Abstande x von der Grenz- 
flache wichtig geworden und wurde von H. BERGER und W. PAUL 
gemessen?. Obwohl die Elektronenbremsung zundchst keine besondere 
Rolle spielt, hangt der weitere Verlauf der Ionisationskurve, wie wir 
sehen werden, entscheidend yon der Abbremsung der Teilchen ab, 
insbesondere ist die exponentielle Form des Absorptionsgesetzes (1) 
ohne Beriicksichtigung der Energieverluste der Elektronen nicht zu 
verstehen. 


Da die bisherige Form der Diffusionstheorie der Elektronen auf die 
Bremsung keine Riicksicht nimmt, wird diese Theorie nur fir die 
Begriindung einer fiir das Weitere allerdings entscheidenden Einsicht 
herangezogen und im wibrigen auf die Methoden der in FuBnote 2, 5. 79, 
angegebenen Arbeit zurtickgegriffen. 

W. BotueE hat in einer schon langere Zeit zuriickliegenden Arbeit? 
die Diffusion von Elektronen theoretisch untersucht und stellte eine 
partielle Differentialgleichung fiir den Verlauf der Strahlungsintensitat 
fiir ein axialsymmetrisches Problem auf. Bedeutet /(0, x) cos 0 dF dQ 
den Elektronenstrom, der durch ein Flachenelement dF senkrecht 
zur x-Achse sich im Raumwinkel dQ mit dem Neigungswinkel 0 gegen 
die x-Achse bewegt, so gilt nach W. BoTHE folgende partielle Diffe- 
rentialgleichung fiir die Funktion [(0, x): 


1 o : of 4A of 
ain O oO (sin 055) — 5, crs OSE = 0. (2) 
Hierin bedeutet 
1 
A ae (3) 


die freie Weglange der Elektronen und 92 den Mittelwert der Ablen- 
kungswinkelquadrate fiir Einzelstreuung. o ist der Wirkungsquerschnitt 
der Atome, von denen in der Volumeneinheit N vorhanden sein sollen, 
und hat die GréBenordnung des Atomquerschnitts. Bei der Ableitung 
der partiellen Differentialgleichung (2) wurde angenommen, daB die 
Elektronen nur kleine Einzelablenkungen # beim Durchqueren des 
Potentialfeldes eines Atoms erleiden. GréBere Ablenkungen @ nach 
dem Durchsetzen endlicher Schichtdicken x sind dann durch Vielfach- 


» BERGER, EL wu) W., PAUL 2. Physik 126,422 (1949). 
> Borne, W.: Z. Physik 54, 161 (1929). 
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streuung verursacht, und im Sinn des Fehlerfortpflanzungsgesetzes 
kann gesetzt werden: 


(4— P44 ...2 2, (4) 


N >=— — (5) 
die Zahl der Wirkungsquerschnitte in der Volumeneinheit, und es folgt: 


@2=No®x=—x. (6) 
Von besonderem Interesse ist, wie wir sehen werden, die Schicht- 

dicke *—=R, fiir die - 
2 (7) 


wird. Diese Schichtdicke entspricht einer Ablenkung @ der Elektronen 
um etwa 90°! und ist der GréBenordnung nach mit der praktischen 
Reichweite der Elektronen identisch. Fiir Aluminium ergibt sich fiir 
die Schichtdicke F fiir 1 EMV-Elektronen die GréBenordnung 1 mm. 
Allgemein folgt aus (6) und (7): 


R=. (8) 


Die physikalische Bedeutung der Weglange R folgt aus der BOTHE- 
schen Differentialgleichung (2): Fiir einen DiffusionsprozeB, der sich 
in der x-Richtung ausbreitet, ergibt sich namlich bei Abwesenheit 
irgendwelcher Grenzflachen folgendes Partikuldrintegral* der partiellen 
Differentialgleichung (2): 

f= a(x) + )(x) cos @. (9) 


Die Bedeutung der GréBen a und 6 folgt sofort aus der Definition 
der Funktion /: Bezeichnen wir die Elektronenzahl in der Volumen- 
einheit mit 9 und die mittlere Geschwindigkeit, mit der die Teilchen 
diffundieren, mit v, so ist nach der Definition der Funktion /(0, x) 
als Stromdichte im Raumwinkel dQ: 


pv=f f(Ox dQ. (10) 


Den resultierenden Diffusionsstrom J der Teilchen in der x-Richtung 
(je Flacheneinheit gerechnet) erhalten wir durch das Integral 

T= f{[ f(@x)cosOdQ. (11) 
1 Im Sinne des Fehlergesetzes fiir die Mehrfachstreuung miiBte allerdings O 
auf kleine Winkel beschrankt werden. Die Betrachtung groBer Streuwinkel hat 
also nur formale Bedeutung und in (4) und (6) ist dann die linke Seite nur als Ab- 


kiirzung fiir den Ausdruck rechts zu werten. 
2 Vel. auch H. BetHe: Proc. Amer. Philos. Soc. 78, 573 (1938). 


6 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 128. 
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Integriert man die partielle Differentialgleichung (2) tber die Raum- 
winkel dQ und beachtet, da8 


a2=22s5in OAG (12) 
gesetzt werden kann, so folgt sofort: 
dl 


Andererseits folgt aus (9) auf Grund von (11): 


r= "4, (14) 


ro) 
b hangt also nach (13) nicht von x ab, ist demnach konstant und bis 
auf den Faktor 42/3 mit dem Diffusionsstrom der Teilchen identisch. 
Die Funktion a(x) bestimmen wir durch Eintragen des Ansatzes (9) 
in die Differentialgleichung (2). Beriicksichtigt man, daB 
cos. 0 =F; (45) 


eine LEGENDREsche Kugelfunktion mit dem Index 1 darstellt, so folgt 
sofort aus (2): 


—a'(x)=—2), (16) 


a(x) =a—— 4. 1.7) 


Die hier auftretende Weglange 
2A 
R= — 8 
wurde bereits oben eingefiihrt. Bildet man die Teilchendichte mit 
Hilfe des Integrals (10) unter Zugrundelegung der Lésung (9) 


(Ox) =a x +beos0, (18) 
so folgt: 
b 
ev= 4 a(x) = 4n(a— = x). (19) 


Ersetzt man in (19) 6 nach (14), so erhalt man durch Differentiation 
nach x das wichtige Ergebnis: 


——kv—=1. (20) 
Der Vergleich mit der Definitionsgleichung des Diffusionskoeffizienten 


é 
—Df=I (21) 


Ox 
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ergibt, daB die nach (8) definierte Lange R die Rolle der freien Weg- 
lange der Elektronendiffusion spielt und nicht etwa, wie man zuniichst 
meinen k6énnte, die durch 
A= ie (22) 
definierte Weglange im Atomgitter. Dies laBt sich sehr leicht einsehen, 
wenn man bedenkt, daB die kleinen Einzelablenkungen #, die mit der 
Weglange A erfolgen, nicht als Streuprozesse im Sinn der iiblichen 
Diffusionstheorie anzusehen sind. Die viel gréBere Weglainge R ent- 
spricht dagegen nach (7) einer durch viele Einzelablenkungen schlieBlich 
zustande gekommenen Ablenkung von etwa 90° und spielt deshalb die 
Rolle einer Ersatzweglinge, mit der nach (20) der DiffusionsprozeB 
in Wahrheit erfolgt. Obwohl die gewonnenen Ergebnisse nur bei unge- 
stérter Diffusion in Abwesenheit von Grenzflachen streng richtig sind, 
werden wir im Sinn einer Naherungsrechnung im folgenden generell 
davon Gebrauch machen. 
Konnen die Einzelablenkungen nicht alle als klein betrachtet werden, 
so ist die partielle Differentialgleichung (2) durch eine Integrodiffe- 
rentialgleichung zu ersetzen (vgl. FuBnote 2 S. 80): 


Acos 9 =! =f + f{(O' x) p(0) aa’. (2a) 


Unter #(#) dQ ist die Wahrscheinlichkeit verstanden, daB eine Einzel- 
ablenkung um den Winkel # gerade in den Raumwinkel dQ hineinfihrt. 
(2a) bringt dann zum Ausdruck, da die Anderung des Teilchenstromes 
in der Richtung dQ langs der x-Richtung einerseits durch Streuprozesse 
in einer Schicht der Dicke dx bewirkt wird (erstes Glied rechts), und 
daB andererseits aus anderen Raumwinkeln d 2’ Teilchen in dQ hinein- 
gestreut werden (das Integral rechts). (2a) besitzt ebenfalls (18) als 
Partikularintegral. Tragt man (18) in (2a) ein, und zieht den spha- 
rischen Cosinussatz heran, so folgt leicht: 


f cos 0’ £(8) dQ’ = cos @-cos#, 
wenn 
cost = f cost p (8) dQ’ 
den Mittelwert von cos# fiir alle Einzelablenkungen bedeutet. 
Unter Beriicksichtigung von (10), (11), (13) [(13) folgt exakt durch 
Integration von (2a) tiber dQ wegen f p(9) dQ —=1), (14), (19) wird man 
wieder auf (20) gefiihrt, wobei hier an Stelle von (8) zu setzen ist?: 
| per pe (8a) 


4 — cos? 


1 Auf Gl. (8a) hat den Verfasser Herr Botue (Heidelberg) in einer freundlichen 


Mitteilung aufmerksam gemacht. 
6* 
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Fiir kleine # geht (8a) in (8) tiber. R kann nach (8a) als diejenige Weg- 
strecke x gedeutet werden, auf der 


2 ay fom 2, (7a) 


Diese Bedingung ist offenbar als Verallgemeinerung von (7) anzusehen. 
Wir werden im folgenden davon Gebrauch machen. 

Die Ausbreitung der Elektronen in einem homogen bestrahlten 
Medium ‘soll also als DiffusionsprozeB mit der Weglange R beschrieben 
werden, wobei zunadchst von der Bremsung der Elektronen ganz abge- 
sehen wurde. Dies ist jedoch unstatthaft, und es fragt sich jetzt, wie 
die Definition von R abzuadndern ist, wenn die Bremsung berticksichtigt 
werden soll. An der Bedingung (7a) halten wir dabei fest, setzen aber 


S 


xX : 
* 4 sin? 
i 


R 
5 dx 4 ax sin? 2 
fasin? 2 as haalis fir sin ys = (23) 


Unter @& ist der Energieverlust faa Elektronen auf der Strecke dx 
verstanden. 

(23) ersetzt jetzt (7a) und liefert R als Funktion der Teilchenenergie E. 

Zur Auswertung des Integrals (23) bedienen wir uns einer Plausibilitats- 
betrachtung, die wir nachtraglich rechtfertigen. Wir betrachten zunachst 
unelastische StoBe mit Atomelektronen. Die kleine Ablenkung #,, die 
ein Elektron beim Durchqueren eines Atomes erleidet, kann als Wirkung 
eines StoBes mit einem der Z Atomelektronen gedeutet werden. Verliert 
dabei das stoBende Elektron die Energie 6E und bezeichnen wir mit f, 
und #, die Impulse der stoBenden Teilchen vor und nach dem StoB, 
so wird an das gestoBene Elektron der Impuls abgegeben: 


= x Dy 
0p = 29, 5m ae (24) 
Dabei ist 


Hay U 
ee. 
Die Giltigkeit von (24) ist an die Voraussetzung gekniipft, daB 0, als 


hinreichend klein betrachtet und also |p,|~|/|) gesetzt werden kann. 
Dann ist, wenn also J, der Wirkung des Atomelektrons entspricht : 


= (25) 


6 2 
(Wale = 27g rn sin? —s 
Beim Durchqueren des Atomes verliert also das stoBende Elektron im 
Mittel die durch (26) festgelegte Energie. 
Bezeichnen wir die StoBlangen fiir elastische und unelastische 


Sto6Be mit { A 
as wae 


(26) 


— 
Noy 
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und mit o, o, die zugehérigen Wirkungsquerschnitte, so folgt fiir den 
Energieverlust dE/dx pro Langeneinheit 
dE ie, Oy 


—— =— 2m, c*— 


dx i=— A 2 (27) 


Eine genauere Uberlegung, die den Energieverlust vom Standpunkt der 
Quantenmechanik betrachtet, ergibt, daB in (27) der Faktor 2 durch 
4 ersetzt werden muB. (27) geht dann iiber in 

4 DO, ax 1 1— fp? 


= at ee 28 
Ay 7 2° aE Dye? fe © (28) 


Nun lehrt bereits die rein klassische Betrachtung der RUTHERFORD- 
Streuung am Kern mit der Ordnungszahl Z und an einem Atom-Elektron 
(die beiden Streuwirkungen entsprechen der elastischen und unelasti- 
schen Streuung), daB 


S> 


Sey 1 : 

A bah 2 
o, sin’ >- = o sin? | (28a) 
wenn #, wie oben angenommen, der elastischen Streuung entspricht. 
Die Quantenmechanik legt es nahe?, in der letzten Formel Z durch 
eine grOBenordnungsmaBig gleiche GroBe € <Z zu ersetzen, die langsam 


verdnderlich mit der Energie ist. (28) geht damit tiber in 


| See Gr < Ct pA . 
a Le eae ee Leh é 28b 
= ee =F aa Tan (28b) 


Nimmt man die unelastische Streuung dazu, d.h. addiert man (28) 


so wird 


as Fa OF 4 On \ede C+1 1—f? 
& sin? — 4 ‘a sin? - tere a ae ee (29) 
Setzt man noch hae LAE 
E=m 0 <= es ‘), (30) 
AE th, c* ee (31) 


so folgt im AnschluB an (23) auf Grund von (29) fiir das totale Ablen- 
kungswinkelquadrat : 


= 32) 
2=> O? tal = 2 fr B rer pe ( 


1 Vgl. den Anhang, Gl. (130). 
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B, entspricht der Primarenergie, f entspricht der Teilchenenergie nach 
Durchlaufen des Weges R. Oberhalb von B =0,7 (E > 200000 eV) kann 
fiir Aluminium gesetzt werden?: 

—— 4,56 eMV/cm, (33) 
wenn E in eMV und x in cm gemessen werden. Driickt man dement- 
sprechend auch in (30), (31) die Energie in eMV aus, unter Einfiihrung 
der dimensionslosen GréBen? 


1 1 1 1 
Ev = 7) <r = 7 ? dE vy = oF TF , (34) 


so folgt dann fiir die Reichweite R in Aluminium in cm: 


1 1 1 
Roa = —~ |= — 35 
ae ioe =F) ay 
giltig fiir B >0,7 (E >0,2 eMV). 6 entnehmen wir aus (32), woraus sich 
durch Ausfiihrung der Integration nach (7) ergibt: 


2 


or = — Ur Cof + Ur Cof a (36) 


Folglich wird 


1 maeee 1 2 ke 1 
5a Si (Z- + We Gof ra — Cj G + Ur Ctg =H) G7) 
Driickt man in (30) & und myc? in eMV aus, so kann mit geniigender 
Genauigkeit gesetzt werden: 


1 


ares 


(38) 
Damit erhalten wir: 

1 ae ee 
eae Ctg (F + Ur Ctg (2B + 1)). (39) 
Fiir die in cm gemessene StoBlange Ry in Aluminium folgt dann fiir 
Energien Ey, fiir die nach (39) E >0,2 eMV wird: 


2E+1= 


Rae sax (220 b1— Ctg (F- + Ue Crg (2Ey +4))}. (40) 


Die Elektronenenergie Ey ist hier in eMV einzusetzen. Die StoBlange R, 
ist nach (40) als Funktion der primaren Teilchenenergie E, bekannt, 
die in (40) in eMV einzusetzen ist. Der Energieverlust AE auf der 
Strecke R in eMV ist die Halfte des Klammerausdrucks. 


* GEIGER-SCHEELS Handbuch der Physik, Bd. XXII/2, Artikel von W. Borne, 
Ziff. 19. 


Die Ruheenergie mc? wird im folgenden mit geniigender Genauigkeit als 
0,5eMV angenommen, 
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Fir Aluminium, das hier insbesondere zur Diskussion steht, beginnt 
die Giiltigkeit von (40) etwa fiir Eo =>0,3 eMV. Fiir sehr kleine Elek- 
tronenenergien unterhalb von fB=0,6 (Ey=0,1275eMV) muB die 
Reichweite R anders berechnet werden. Hier gilt fiir Aluminium die 
Bremsformel 


Fur R folgt dann an Stelle von (35): 


Bo 
df re) 1 | 
Room = 3,5 | BB = ay (68—B4). 
B 


Nach (37) und (38) ist hier 
1 
B 


Beispielsweise folgt daraus fiir Ey =0,1275 eMV (f,=0,6) mit Z’=11 
(vgl. weiter unten) 


= Gof (7, + %r Crg (2E) + 4)). (41) 


ps2. 
also 
Ra = 0,00660 eni. 


Der Energieverlust in eMV auf der Strecke Ry betraigt dabei 


ApS Jibs oA 250 038 EMV 
2\ r= 65 oF) 


Zur experimentellen Priifung von Gl. (32) erhalten wir durch Aus- 
fiihrung der Integration: 


A Soi 5 = Se Opt =| 
GF=Z (ate Cof 5 — We Gof =) 
Nach (38) kann dafiir gesetzt werden: 

6? = Z’ (Ur Ctg (2E + 1) — Ar Crg (2Ey + 1)). (42) 


Liegen die Energien E und £, hinreichend nahe beieinander, so kann 
die Klammer durch Ausfiihrung einer Differentiation berechnet werden. 


Dann ergibt sich: 


pa Dey EB) 
a ar eres (43) 
Setzt man noch 
AE=LE,—E, 
so folgt: 
G26 (44) 


ip roman a is 
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(44) verkniipft den Streuwinkel mit dem Energieverlust AE der Elek- 
tronen. Nun ist aber ganz allgemein der Energieverlust der Elektronen 
auch im relativistischen Gebiet! darstellbar durch 

ANS 


A =i v 


= INA = 
@(E) ist eine langsam veranderliche Funktion der Teilchenenergie und 
N bedeutet die Zahl der bremsenden Atome je Volumeneinheit mit 
der Kernladungszahl Z. K ist ein Proportionalitatsfaktor. MiBt man 
die kinetische Teilchenenergie in eMV und beriicksichtigt (38), so wird 


aus (45): Abie, he (2E +1)? 
und es folgt aus (44): 
2 ann Fa ln (Eh EE ts) 
—~ =, KNZZo(E) PEL): (47) 


(47) stimmt der Energieabhangigkeit nach mit der zuerst von W. 
BoTuHE? abgeleiteten Gleichung tberein: 


ag ie ae gx | 
\@=f \oeean Zz). (48) 


o und A bedeuten Dichte und Atomgewicht der durchstrahlten Sub- 
stanz. Am SchluB dieser Arbeit werden wir (47) und (48) wellenmecha- 
nisch begriinden und / theoretisch berechnen. 

(47) wurde auf Grund von (45) aus (32) abgeleitet. Wir sehen darin 
eine Rechtfertigung von Gl. (32), die wir weiterhin unseren Betrach- 
tungen zugrunde legen. 

Fir Aluminium ist (35) zustandig. Fiir diese Substanz (Z = 13) 


folgt dann = he 2 


Saeeee | 


Altere Messungen des Streuwinkelquadrates wurden von CROWTHER? 
durchgefiihrt. Dieser Autor erhalt experimentell fiir Aluminium und 
B= 0;,02 MV aa 


x 


== 26,4. 


1 In GEIGER-SCHEELS Handbuch der Physik, Bd. XXII/1, Artikel von H. 
BETHE, Ziff. 56. 

2 In GEIGER-SCHEELS Handbuch der Physik, Bd. XXII/2, S. 20, Gl. (44). 
In einer freundlichen Mitteilung an den Verfasser weist Herr Borne darauf hin, 
daB in Gl. (48), in der x in Einheiten 10-4cm gemessen wird, f= 8 nach neueren 
Messungen durch etwa f= 6,5 zu ersetzen ist: GoupsmIT u. SAUNDERSON, Phys. 
Rev. 57, 28 (1940). Theoretisch ergibt sich nach Gl. (133) der vorliegenden Arbeit 
fur Al: j=8 fiir E=1eMV. 


8 CROWTHER, J. A.; Proc. roy. Soc., Lond. (A) 84, 226 (1910). 
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CO 
Co 


Nach (49) ergibt sich also: 
ZA ARS, 


Mit dieser empirisch korrigierten Ordnungszahl gehen wir in (37), (39) 
und (40) ein. 
In der graphischen Darstellung der Fig. 1 ist fir Aluminium R, 
als Funktion von E, abgetragen und mit dem reziproken Wert acs 
experimentell capes LeNnArDschen Absorptionskoeffizienten « 


0,76 - 
cm 
OWL 
| 
at «2 
2 § 
¥ ge F azo} 
rw 2) 
Sat 
3%, 
% & 4 G08 
Micwcs MeV 
Ss cm 
3S 906) 06s 
5S = Q5 XQ x 
& s L Qu SS 
MS] 
& 904 Ges 
ie 
je -W 
age SS 
Ol sy 
Gs 
0 og 48 


1 eee 
0 g7 G2 03 O4 05 06 07 08 09 10 MeV 
Energie Eo 
Fig. 1. Durchgezogene experimentelle Kurven!: Praktische Reichweite R, und reziproker Wert des Absorp- 
tionskoeffizienten « fiir B-Strahlen in Aluminium. Theoretische Kurven: StoBlange R, (unter Benutzung 
der effektiven Ordnungszahl Z’ = 11), )2 R, und Energieverlust JF auf der StoBlange Ry. 


verglichen. Es ergibt sich mit Z’ = 11 eine vorziigliche Ubereinstimmung, 
die innerhalb der experimentellen Fehlergrenzen liegt und weiter naher 
interpretiert wird. Die Energieverluste JE der Elektronen auf der 
Strecke R, sind ebenfalls graphisch dargestellt. Sie sind fiir kleine 
Teilchenenergien relativ am geringsten. Zum Vergleich ist die experi- 
mentelle Kurve der praktischen Reichweiten ebenfalls eingetragen. 
Unseren Voraussetzungen gemaB setzen wir den Diffusionskoeffizienten 
der Elektronendiffusion in der klassischen Form 


D=1Rv (50) 


an, wobei aber beriicksichtigt werden muB, daB R nach Fig. 1 stark 
von der Teilchenenergie abhangt. Der Diffusionskoeffizient verkleimnert 
sich im Verlauf des Diffusionsprozesses, was bisher nicht beriicksichtigt 


1 Vgl. in GrrtGER-SCHEELS Handbuch fiir Physik, Bd. XXII/2, Artikel von 
W. BortHeE. 
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wurde. Im folgenden soll deshalb das Diffusionsproblem neu formulert 
werden. 

Einem ,,StoB‘‘ in dem im folgenden gebrauchten Sinn entspreche 
das Durchlaufen der Strecke R, die mit abnehmender Energie der 
Elektronen schnell absinkt. Wir wollen die Elektronen durch die 
,,stoBzahl‘‘  charakterisieren, die sie erlitten haben, teilen also die 
Elektronendichte @ bzw. den ungerichteten Elektronenstrom J in Teil- 
stréme 0,0, auf. Dann ist: 


Toe 


Ms 


On Un: (54) 


Unter 0, sei die primare Elektronendichte verstanden, die mit der 
durch (40) definierten StoBlange nach dem Exponentialgesetz 


Co= Cove * (52) 
abklngt. 

Jo = 000% 
ist die Stromdichte im einfallenden Elektronenbiindel. Messen wir an 
Stelle von (51) die ,,lonisationsdichte“‘, so mu beriicksichtigt werden, 
daB nach (33) auf der Strecke R die Teilchenenergie E um 


ARS=A56R™. (53) 
abnimmt. Erfolgen also in der Volumeneinheit je sec 


En Pn 


R 


n 


,otoBe“ der o,-Elektronen, so wird die Energie 
J= 4,56 >) On Un (54) 
0 


ubertragen. Der ungerichtete Teilchenstrom (51) ist also nach (54) 
gleichzeitig ein Ma fiir die Ionisationsdichte. Uns kommt es jetzt 
darauf an, die Dichten 0, mit Hilfe des im folgenden beschriebenen 
Rekursionsverfahrens zu ermitteln. Der Einfachheit halber soll dabei 
die Integralgleichungstheorie durch die gew6hnliche klassische Formu- 
herung des Diffusionsproblems ersetzt werden. 


Unter i,, tg... i,... verstehen wir die Diffusionsstréme der Teilchen- 
gesamtheiten 0, Q).-.@,--. mit den Diffusionskoeffizienten D,. Setzt 


man 


D,=§R,%,, (56) 
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so wird 
div in aed ahe div iy Sa ee ta Van» 
ye hy ey: ; —_ 2 , 
Ki 4 Ri grad y,, l, = —43 Ri grad Vane 
Setzt man noch 
_ 
Pn - Ry 
- x x 
Bo AA ee Fae ORS 
Veen ee R, Spe eae 


1 R 
Se ) a V 
3 pe Vn Jn EG Tad | 

und speziell fiir »=1: 
1 R? a 
== Ay —%=—Vooe *: 
3 ?? mit pi | 200 


Fir die 9, verlangen wir fiir 721 die Randbedingung an der Grenz- 


flache x=0: 
0, (0) = 0. 


Dann folgt offenbar aus (62) mit den Abkirzungen 


x 
f=% 
Tee 
2 00 i 
y =e = ‘ 
Vy Br (e Pas pV e) 
1— = ae 
3Pi 


(63) 


(64) 
(65) 


(66) 


Zur allgemeinen Lésung des Rekursionsproblemes (61) ist es zweck- 


miBig, die y, als FourteR-Integrale darzustellen: 


y= fA, (k) sink xdk, 
0 


A = | yysink xdx 
U 
0 
und speziell 
vp = f Ag (h) sink xdh, 
0 


[oe} 


h R2 


2 = eee Per 
Ap== 00 f ¢ SMe 7 004 RE” 


0 


(67) 


(68) 
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Geht man mit diesen Ansdtzen fiir die y, in (61) ein, so entsteht eine 
Rekursion fiir die FourrER-Amplituden 4, (R): 


(4 ae +1)4,=4n-1, (71) 


ner 
also 
Ay 


1 R2K2\ 
Lie p | 


1 


Nach (67) und (70) wird also mit t=R, k: 


Va xm { snes ee ee (73) 
Lees | 
Da der Integrand gerade ist, kann dem Integral die Form 
+00 
Vn = (—1) = Yoo i ; — site 6 . (74) 
eo ; eee 


gegeben werden. Durch Zusammenziehen des Integrationsweges auf 
die Pole 


t==1, b, 34 (75) 
erhalt man schlieBlich die komplette Lésung 
—@ ie =i, 3 
1 
Vax SAN FA - = =a = P . (76) 
al 4— —> v 
fils) Se EA 


In dem Produkt 


= p? 
II (1 ‘ 7m) cee 


bleibt das Glied mit =v weg. 


Mit (76) ist das Rekursionsproblem (61) exakt gelést, und es kann 
nach (51) die Summe 
I=R, y . 
0 


berechnet werden, wenn die #, als Funktion der ,,StoBzahl‘ » bekannt 
sind. 


Vn 


(78) 


| 


n 
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Die ,,StoBzahl* haben wir nach (7) zu definieren durch 
= 2n 
und erhalten nach (32) 


nat [ay ee (79) 


Die StoBzahl n, die ein Teilchen im Verlauf der Abbremsung von f, 
auf # erlitten hat, ist damit bekannt, und es folgt durch Ausfiihrung 
der Integration an Stelle von (39): 


2E +1= Cig (> + Ur Ctg (2Ey + 1)), (80) 


Bedenkt man, daB &, fiir Aluminium nach (40) gegeben ist durch 
(ion = 0,3 eMV) 


R 


rm i _ ot {2 
Nom 9,12 ee aed Ctg (> 


+ Ar Crq (2E + 1))}., (81) 


so folgt dafiir durch Eintragen von (80) in (81): 


Ryom = saz | Sta (+ Me Cty (2E, + 1)) — 
cm 9, Ae \ y (82) 
je fla 
Cig (AZE9 + we Cig (2E, +1))) 
giltig fiir 7<y. Der Schranke y entspricht nach (80) 
== 0,5 eM. (82a) 
Fir 
Ro 
Pn = Re 
ergibt sich daraus 
aati Neate yee +1)] 
(a SS (83) 


Gtg (Fe + Me Cig (2) + 1)) — Cty (AV 1) ote 61g (2B) +4 ) 


Es ist zweckmabig, fiir (80), (82) und (83) Naherungen zur Hand zu 
haben. Wir beachten, daB 
Baee 
Lea aha ge —>2e-** 


SBE Ha 


und setzen 
We Ctg (ZZ) +1)=y.- (84) 
(80) geht damit fiir groBe  (w >4Z’) iiber in 


bmn ke Stew 
ey = e (2 +) =Ke 7 (85) 
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(E, E, in eMV). Die Elektronenenergie £ nimmt also mit wachsender 
StoBzahl 7 exponentiell ab. Analog folgt aus (82) fiir gréBere m fir 
Aluminium, wenn naiherungsweise nach (84) gesetzt wird: 


4 


eee ey 2 ie 
Tey Bie ge é 1 gre 
ot ae (s re 5) 
ie gz Fee FT) | (86) 


tom: 42.2" 


Die StoBlangen gehen also mit wachsender StoBzahl m ebenfalls ex- 
ponentiell gegen Null. (83) geht mit (86) iiber in 


4n 2 
Zi Sap B 1 i 1 ER 
= 9 | & es x Z QE, +1 
== (22 + 4 Gta (ZF 7 a: i))e : 


Die Energie Ey ist auch hier in eMV einzusetzen. Die #,-Faktoren 
wachsen dementsprechend exponentiell an. Infolge des schnellen 
Anstieges der #, sind in (76) fiir €=>1 alle Exponentialfunktionen 
auBer e~* auf Null abgeklungen. In (51) klingt also schlieBlich I ex- 
ponentiell ab, dem Absorptionsgesetz (1) entsprechend. Der ,,Absorp- 
tionskoeffizient“’ der exponentiellen Abnahme ist 


Seach ek (87) 


wobei Ry durch (40) gegeben und in Fig. 1 fiir Z’=11 graphisch dar- 
gestellt ist. Der Zusammenhang unserer StoBlange R mit dem LENARD- 
schen Absorptionskoeffizienten ist damit geklart und eine Theorie zu 
seiner Berechnung gewonnen. 


Die numerische Diskussion des Ionisationsverlaufes (78) soll an 
anderer Stelle gegeben werden. Wir begniigen uns hier mit einer Aus- 
sage uber die Reichweite der Ionisation, indem wir eine ,,Bremslange“ 
B,, definieren durch 


[oe 
Jy, dx 
po = © a 
a [oe 

Sn d% 
0 


(88) 


Es ist zu erwarten, daB B,, (fiir 1 = co) mit der praktischen Reichweite 
Rk, in Beziehung steht. Den Mittelwert (88) entnehmen wir aus dem 
Rekursionssystem (61) fiir n> 1: 


1 a Vy 
SS vege Vea nas (89) 
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Hieraus folgt zunachst durch Integration iiber x von 0 bis co, wenn de 
[vgl. (58)] fiir ~=01! und x= oo verschwindet: 


f V, 4X = f Vn—1 4% == == Const. (90) 


Multipliziert man vor der Integration mit x2 und integriert wieder von 
Null bis oo, so folgt aus (89) durch zweimalige partielle Integration 
der zweiten Ableitung: 


lee) co lee) 
2 2 a ! -2 ~— ! -2 - 
fi, [ y¥,42— [,2ede=——f 4,43? d x. 
0 0 0 


Hieraus ergibt sich mit (88) und (90) rekursiv: 
B2— BR+3)> R?. (91) 
1 


1 Der Vernachlassigung der Stréme i, (n=41, 2,...) der Streuordnungen, 
also der ersten Ableitungen der Funktionen y,(%) an der Grenzflache x=0, 
entspricht die Vernachlassigung der Rvickdiffusion. Im zentralsymmetrischen 
Problem einer punktformigen Elektronenquelle im unendlich ausgedehnten Medium 
tritt diese Schwierigkeit nicht auf. Dann steht an Stelle von (89) (fiir n>1) 


1 R2 (ee |] re Or 
5 RAY, Vn = Vn—-1- 


Integriert man iiber das Volumen (d V = 42 r* dr), so folgt streng aus dem Gauss- 
schen Satz: 

rAgeid.Vy—= 0, 
so daB 

gd Ved — Const. 

Multipliziert man vor der Integration mit 7”, so folgt andererseits aus dem GREEN- 
schen Satz: 

f[FAy,dV=fv,47° dV =6fy,4V. 


Definiert man die Bremslange im zentralsymmetrischen Fall durch 


co 
VBA 
0 


[5 
n ie.s) 
fo,d¥ 
0 
so folgt dann an Stelle von (91) und (92) 
n 
Be = Bo+ 22 ns 
ee r 
fire Rody 
0 <— 9 
Bo ; 2K 
ie Rudy 
0 


Die weiter unten gezogenen Folgerungen bleiben also auch im kugelsymmetrischen 
Fall giiltig. 
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Dabei ist nach (88): 


ce 
By=- — == SN (92) 
| mea 
(91) geht also uber in : 
Bt=2hi +3 > Re (93) 


Zur Abschatzung der Summe setzen wir nach (82) mit (84) 
(n+ 4) 
No =z (Ste (F Ly) 61g (A +y)). (04) 


Fir Abschatzungszwecke setzen wir fir 1<”<y unter Festlegung 
einer Schranke y [vgl. (82a) bzw. die Bemerkung im AnschluB an (40) ] 


2 1 


12k, (95) 
is Sin? lee ty] 
und erhalten nach (95) durch Ausfithrung der Summe (93) als Integral? 
2 = 2a! 4 ~ dn | 
aoe R,< Bo | ae ee 
n Sint (7 +7] 
i (96) 
DB il Peck 


ren om 
Soe a tg x 7 Wta° a 


Ein Blick auf Fig. 1 lehrt, daB die rechte Seite von (96) klein gegeniiber 
R? ist. Folglich wird: 


co 
2 2 2A 
a fe eee 
1 


n ~~ 


Im allgemeinen kann also an Stelle von (93) gesetzt werden: 


Be |2Ry (97) 


Identifiziert man B,, mit der praktischen Reichweite R,, so liefert 
(97) eine Beziehung zwischen R, und Ry. Unter Beriicksichtigung von 
(87) folgt so 

\2 


iG are (98) 


1 Bei ace Abschatzung ist davon Gebrauch gemacht, daB fiir n>, also fiir 
relativ kleime Energien, der Energieverlust gydfer ist, als nach (33) berechnet. 
9,12= 2+ 4,56 miiBte also durch eine gréBere Zahl ersetzt werden, wenn an Stelle 
von < in (96) das Gleichheitszeichen treten sollte. 
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Diese Relation zwischen der praktischen Reichweite Rk, und dem 
LenarDschen Absorptionskoeffizienten « ist fiir nicht zu kleine Energien 
empirisch ausgezeichnet erfiillt. 

Der Begriff der Bremslinge kann auch auf die Jonisationskurve (51) 


Ei) P1050, =) nn (99) 
0 


Anwendung finden. Bezeichnen wir die damit definierte Bremslange 


mit B, so ist zu setzen: 
co 


peal (aa 
= - oo a (100) 
TA Gales 


Setzt man aus (99) ein und beachtet (88) und (90), so folgt: 


(oe) 
RB 
an Nn 


Be — 9 ___., (104) 


Setzt man hier aus (93) und (92) ein, so ergibt sich durch Abtrennung 
des Gliedes mit »=0: 


a (102) 


Hier 148t sich ebenfalls durch direkte Berechnung zeigen, da der 
Bruch rechts im allgemeinen klein gegeniiber 2% ist: Zunichst folgt 
sofort aus (82) durch Ausfiihrung der Summation unter Beachtung 
der FuBnote zu Gl. (96) 


Ric gig CEs t1—t)= 4103) 


; 9,12 
Andererseits ist 


3 (Ry 3: R2) = RER, + (RE +R) Ry + (RE REL RY) Ry 
aS 1 
= RY(Ry + Ry $0) FRE(Ro + Ry to) ERR, po, 


Nach (82) folgt also mit der Abkiirzung 


E,= Ze + Ur Cty (2Ey +1) (104) 

fiir die Doppelsumme D: 
i oe) i) 2 they iy we: R?. 105 
D > eae se Deis —1) (105) 
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Setzt man fiir R, aus (94) ein, so folgt als Abschatzung der Doppel- 
summe D durch Integration uber v: 


[o.e) 
i 2 Cig 


D< 93,12 Z’ Sint x (100) 
é ane i ae ee ates —} 
~ "9,128 Z’ (; Ginté, | Cig cr 3 Cars ee 


Aus (102) ergibt sich also nach (103) und (106) fiir die Reichweite B 
der Jonisation mit g< 1: 


9 2 


1 
2— 9 R2 = = — 
B 2Ko + Ze 3° 9,12? Pe 


ECine, == = (tq? E, — +} - (107) 


Nach (104) ist hier 
=F + Ur Ctg (2E, +1). (108) 


Bei nicht zu kleinen Energien EF, ergibt sich aus (107) wieder die 
Naherung e 
D 
R= V2Ro = ie (109) 
Die Reichweite B der Ionisationswirkung ist damit bekannt, wenn Ro 
gegeben ist. Ry kann aus (40) oder aus Fig. 1 entnommen werden. 


Quantenmechanischer Anhang. 


Zur Priifung und Begriindung des in (29) gegebenen Zusammenhangs 
zwischen Bremsung und Streuung berechnen wir zum SchluB8 das 
mittlere Ablenkungsquadrat §? der Einzelablenkung fiir elastische 
Streuung mit Hilfe des von WENTZEL verallgemeinerten RUTHERFORD- 
schen Streugesetzes. Zunachst soll bewiesen werden, daB wir im Bereich 
kleiner Einzelablenkungen auch bei schnellen Elektronen das RUTHER- 
FORDsche Streugesetz benutzen diirfen, wenn wir hier als Elektronen- 
masse die ,,bewegte Masse‘ 


Mo 


Va M19) 


mm 


einfiihren. Zum Beweis gehen wir von der relativistischen Eigenwert- 
gleichung des wellenmechanischen Problems aus: 


2 = 
Av + (Ea — m2) P =o. (111) 


c 


Dabei ist die Energiekonstante E gegeben durch 


ide) 
ive) 
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Im einfallenden Strahlengang setzen wir V —0: 


Mp, C2 
ty C 


\1—B 


(113) 


und es sei die potentielle Energie V der Wechselwirkung der Voraus- 
setzung kleiner Einzelablenkungen der Elektronen entsprechend flein 
gegentiber E. Dann folgt aus (111): 


492 [E2 2EV fost 
AY + | a = hae) Sie @) (114) 
oder mit (110) und (413): 
83 2 (E _} 2/4 
| | | P=. (115) 


Setzt man E nach (113) ein, so ergibt sich 


ik My c*)* 1 
= (z ee )= S mM ve. (116) 


Die relativistische Eigenwertgleichung geht also iiber in 


\ 


AW 822 m (3 mr V)¥=0, (117) 


h? 2, 


wobei m durch (110) gegeben ist. Unter dem formalen Ersatz von my 
durch m fihrt also die Lésung des wellenmechanischen Streuproblems 
auf das tibliche RUTHERFORDsche Gesetz. 

Verstehen wir unter do den differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir 
die Streuung eines Elektrons in den Raumwinkel dQ, so liefert ganz 
allgemein die Bornsche StoBtheorie im Fall des ElektronenstoBes: 


dot = dQ g a |Z bon —Fon|?- (118) 


ee: 
4M? v4 sin* as 


Hier bedeutet M die Ersatzmasse des aus dem stoBenden Elektron 
und dem getroffenen Atom gebildeten Systems, v die Relativgeschwin- 
digkeit des anlaufenden Elektrons, e seine Ladung, Z die Kernladungs- 
zahl des getroffenen Atoms und F,, den Formfaktor des Atoms fiir 
eine Anregung aus dem durch den Index o charakterisierten Grund- 
zustand in den Anregungszustand . AuBerdem ist: 


$i, {T fiir ~=+ 0 | (119) 


lho 4§ == 
Ge 
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Wir betrachten zuerst elastische Streuprozesse, fiir die 7 =O gesetzt 
werden muB. In diesem Fall steht hinter dem Bruchstrich in (118) 


Von (120) 


Bei unelastischer Streuung und bei Anregung in irgendeines der durch 
charakterisierten Niveaus ist (120) zu ersetzen durch 


Xl Fon? (121) 


Es handelt sich nun darum, eine Beziehung zwischen (120) und (121) 
herzustellen. Wir wollen dabei wie in Gl. (24) annehmen, daf der 
Impuls des stoBenden Elektrons im wesentlichen nur eine Richtungs- 
dinderung und praktisch keine Anderung seines Absolutbetrages erfahrt. 

Fiir das Verhaltnis der Ablenkungswinkelquadrate bei elastischer 
und unelastischer Streuung erhalten wir nach (118) bis (121) analog wie 
in (28a) 

o sin? Z [ do sin? 2 
: oe ae ae 2 


fe .. ee 
o. sin? an fac, sin 
1 2 , 2 


Obwohl wir hauptsachlich kleine Streuwinkel in Betracht zu ziehen 
haben, nehmen wir zur bequemeren Ausrechnung der Integrale } =z 
als obere Grenze! und ersetzen den Raumwinkel dQ durch 8z sin 3/2 x 
ad sin 3/2. Setzt man noch 


2) 
so wird 
i 
ax 
fSe-ne 
0 
G = cia te (122) 
Metal Se 5s 
x Fon 
n=+0 


Zur weiteren Ausrechnung miissen die Formfaktoren bekannt sein. 
Allgemein ergibt sich?, wenn der Index k die Elektronen des streuenden 
Atomes durchnumeriert 


— i (ar, 
Fon = Jind OOM ug (Q) dg. (123) 
' Das Endergebnis (130) ist nicht sehr empfindlich hinsichtlich der Wahl 
der oberen Grenze fiir %. 
2? Vgl. GEIGER-SCHEEL, Handbuch der Physik) Bd XXiV/4; Kap. 5) Zitat: 
So 72S. 
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Die Integration lauft iiber den Konfigurationsraum des Z-Elektronen- 
problems mit den Eigenfunktionen w, (g) bzw. u(g) im Grundzustand 
des Atomes. 

a=k,—k 


bedeutet die vektorielle Anderung des Wellenzahlvektors ky der ein- 
fallenden Elektronenstrémung. Bedeutet # den Streuwinkel, den die 
Vektoren ky und & miteinander einschlieBen, so ist der Betrag von a 
gegeben durch: 


5 
a= 2k sin. (124) 
Nun hefert die Vollstandigkeit der Eigenfunktionen vw, (q) 
DER f|eo(a)*| DEO *ag. (125) 
0 k 


Bei.der Bildung des Absolutbetrages der Summe rechts tritt zunachst 
Z mal die 1 auf. Die Integration der Z(Z—1) gemischten Produkte 
kann nur naherungsweise erfolgen. Wir betrachten dabei die Eigen 
funktionen u,(q) des Grundzustandes als Produkt von Wasserstoff 
eigenfunktionen (fiir Z-fache Kernladung). Bezeichnen wir den. Form 
faktor des Grundzustandes dieses H-Problemes mit fy), so wird: 

n= L+Z(Z—1) foo. (126) 


On 


oMs8 


In derselben Naherung folgt aus (123) fir  =0: 
Fo = 2-100 (127) 
(126) geht damit iiber in: 


dx ; 
[Fi e-fo 


0 
Der Formfaktor fiir das H-Problem 


ho= Spe eradV 
14Bt sich leicht auswerten. Stellt man die Eigenfunktion des Grund- 
zustandes in der Form dar 
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wobei 7, den H-Bahnradius bedeutet, so folgt aus (124) 


Dabei ist: 
si 
2umvuy, \* 
p=(- Zh Jpce 


Die Durchfiihrung der Integration in (129) liefert das Endergebnis 


oe log Por a) 


a arrmere. (130) 


Setzt man fiir Elektronen der Energie 660 kV 


log p = 6,17, 
so folgt fiir die Kernladung Z = 13 
¢ = 10,3, 
also nach (29): 
L113" 


Unsere Wahl Z’=11 in Fig. 1 erscheint damit gerechtfertigt. 
Speziell fiir elastische Streuung ergibt sich nach (418) durch Be- 
rechnung des Zahlerintegrales in (122) 
ere ANE Ze i 
4o Sr team (log p += a (131) 
Wir identifizieren M mit der bewegten Elektronenmasse m nach (410), 


vernachlassigen § gegeniiber log #, wo wir die Ionisierungsenergie der 
K-Schale 


Pe yO Le 


J= he 
einfiihren. 
Dann kann das Ergebnis (131) auch in die Form gebracht werden: 


eu: 4ue4Z? 14 — B? tS Hage 

2 — uv ee 0 

coon ® m? ct p : ie t= Jf ); (a2) 
worin J die Ionisierungsarbeit aus der durch die Quantenzahl 1 charakte- 


risierten A’-Schale bedeutet, in der wir im Sinne von (427) alle Elektronen 
vereinigt dachten. 


Aus (132) ergibt sich nach (6) durch Multiplikation mit Nx das 
mittlere Ablenkungsquadrat ©2 nach dem Durchsetzen der Schicht- 


dicke x. MiBt man die kinetische Teilchenenergie in eMV, so folgt 
mit (38) Gl. (48). 
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Fur den Faktor f in (48) folgt theoretisch nach (132), wenn in (48) 
x in Einheiten 10-*cm und E in kV angegeben werden: 


) 


a ee 


My = A667 240/42 


ist die Masse des Wasserstoffatoms. Der Wurzelausdruck ist nur sehr 
schwach energieabhangig. Fiir Elektronenenergien in der Gegend von 
1 eMV ergibt sich aus (133) fiir den Faktor 7 fiir Al etwa der Betrag 8 
in guter Ubereinstimmung mit Alteren Messungen [vgl. FuBnote zu 
Gl. (48)]. 

Vergleicht man (132) mit der fiir dieselben Voraussetzungen spe- 
zialisierten BETHEschen Formel fiir die Elektronenbremsung [vgl. Fub- 
note zu Gl. (45)], so ergibt sich bis auf unmaBgebliche Abweichungen 
die Richtigkeit von (28). 


Herrn Prof. W. Botue danke ich fiir die kritische Durchsicht des 
Manuskripts und fiir eine Reihe von Literaturhinweisen. 


Mainz, Physikalisches Institut der Universitat. 
Frankfurt a. M., Max-Planck-Institut fiir Biophysik. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 128, S. 104—107 (1950). 


Zwei einfache Vorlesungsversuche 
zum Nachweis der Erddrehung *. 
II. Teil. 


Von 
Hans BUCKA. 


(Eingegangen am 1. Marz 1950.) 


Als Erganzung zu I soll hier ein Versuch nachgetragen werden, 
bei welchem das beim Eindrehen des Stabes mégliche Kreiselkompab- 
moment zum Nachweis der Erddrehung mit ausgenutzt wird. Dieses 
war in I durch Stellung der Drehachse in Nord-Siidrichtung ausge- 
schaltet. Der fiir die Messung ausschlaggebende Drehimpuls des 


lotrechten Stabes laBt sich bis zum (1 +5) -ctg y-fachen Betrag 


desjenigen Drehimpulses vergr6Bern, der ohne Ausnutzung des 
KreiselkompaBmomentes vorhanden ist. Es ergibt sich die Médglich- 
keit, die Drehachse leichter als in I beschrieben einzujustieren. 

Die Achse A, um die sich der Stab beim Einschwenken mit der 
Winkelgeschwindigkeit @, (t) dreht, mége so orientiert sein, daB wahrend 
des Einschwenkens @, mit der Nordrichtung den Winkel @ einschlieBt. 
g soll positiv im Sinne N, NO, O gezahlt werden, da dann mit wach- 
sendem g der Drehimpuls verstarkt wird. Wahrend des Einschwenkens 
des Stabes in die Lotlage sucht das KreiselkompaBmoment M =@p,¢- 
cosy - 0, a, (t)-sing die Achse A in die Nordrichtung zu drehen (y= 
geographische Breite, 0, = Tragheitsmoment des Stabes um die Dreh- 
achse). Die durch M hervorgerufene Drehimpulsanderung G,, um die 
Lotachse ergibt sich durch Integration iiber die Einschwenkzeit ¢ zu 


t 
Gy = Mprae COS y O, sing fw, (t) dt = - WeErde COS y O, sing. (1) 


In der waagerechten Ausgangslage hat der Stab bereits den Dreh- 
impuls Gj =O, @prae Siny um die Lotachse. Somit betragt der beim 
Erreichen der Lotlage des Stabes vorhandene Drehimpuls mit Gy = 
G,-ctgy und G;=@,-0,sinf (6 = Achsenneigung) 
ib 0 @, sin 
G=Gy+G,4 Ga = Go (3 sin + tg y 4 oe): (2) 


Diese Beziehung bietet eine einfache Méglichkeit fiir das notwendige 


Justieren der Achse. Zu diesem Zweck wahlen wir > sinp=—4, 


y =— 39,5°. Wir lassen nun den Stab gedémpft einschwingen und 


* Z. Physik 126, 98 (1949), im folgenden als I bezeichnet. 
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verandern die Achsenneigung mittels der Feinstellschraube F (siehe I, 
Fig. 1), bis der Impulsausschlag bei lotrechter Stablage gerade Null ist. 
Nachdem die Achsenneigung auf diese Weise justiert ist, drehen wir 
die ganze Anordnung zunachst um +39,5°. Die Drehachse steht damit 
in Nord-Siidrichtung. Mit p=0 folgt aus (2) G=G) =O, Wprae COS y. 
Wir k6énnen jetzt die Anordnung nochmals um denselben Winkel drehen 
und erhalten mit p=+39,5°G=2G,. Dreht man die Versuchsan- 
ordnung weiter bis p= + 90°, so ergibt sich als Drehimpuls des lot- 
rechten Stabes nach (2) G= (1 a oealGy 

Aus Zuschriften interessierter Leser geht hervor, daB folgende 
Hinweise zur Versuchstechnik vielleicht niitzlich sein kénnen: Die 
Anordnung ist jetzt fest in einem Glaskasten eingebaut, um stérende 
Luftbewegungen besser als durch einfache Schutzwinde (siehe I) aus- 
zuschalten. Das Gerat kann beispielsweise auf einem Drehschemel in 
jede Richtung gedreht werden. Das Ubergewicht G, darf, wie schon in 
I beschrieben, nur ganz leicht das nach oben gehende Stabende auf die 
Unterlage U driicken. Andernfalls geraten die Drahte H beim Auslésen 
in Schwingungen, welche sich bei lotrechter Stablage in stérende Dreh- 
ausschlage verwandeln kénnen. Die Drahte H wurden schon friiher 
nicht unmittelbar an der Achse A befestigt, sondern an 2 Blechstreifen, 
welche mit A fest verbunden sind und etwa 5 cm nach oben fihren. 
Diese Einzelheit wurde in Fig. 1, I versehentlich nicht dargestellt. 

Der in der Lotlage des Stabes vorhandene Drehimpuls kann nach I 
entweder durch den ballistischen Ausschlag oder durch Kompensation 
mit vorgegebenem Torsionsmoment gemessen werden. Die Ableitung 
der in I angegebenen Gl. (7) fiir die ballistische Methode setzt voraus, 
daB der Drehausschlag erst beginnt, nachdem der Stab sein endgiiltiges 
Tragheitsmoment 0, angenommen hat. Diese Annahme ist nun zwar 
experimentell nicht streng erfiillt, da der Stab mit endlicher Geschwin- 
digkeit in seine endgiiltige Lage einschwenkt. Jedoch laBt sich die Zeit, 
die vom Beginn eines merklichen Drehausschlages bis zur Einstellung 
des endgiiltigen Tragheitsmomentes verstreicht, mittels der Dampfung 
beim Einschwingen des Stabes wesentlich kleiner als die Dauer einer 
viertel Torsionsschwingung einstellen. Damit behalt (7) in I bei den 
angegebenen Fehlerschranken unter den vorliegenden Versuchsbedin- 
gungen Giiltigkeit (vgl. Tabelle 2). 

Bei der Kompensationsmethode 14Bt man den Stab etwas tiber die 
Lotlage hinausschwingen. Der sich einstellende Drehausschlag ist dann 
lediglich von der Durchgangsgeschwindigkeit durch die Senkrechte 
abhangig. Bei einmal eingestellter Abbremsung des Stabes bleibt 
die Durchgangsgeschwindigkeit hinreichend konstant. Beispielsweise 
betragen die Abweichungen bei unserer Anordnung weniger als 5%, 
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wenn man den Stab um etwa 20° itber die Lotlage herausschwingen laBt 
und 50 Messungen hintereinander ausfiihrt. Die ersten 3 oder 4 Mes- 
sungen weichen dabei noch um etwas mehr ab, weil die Zahigkeit des 
Oles im Lager des Stabes noch nicht ihren endgiiltigen Wert ange- 
nommen hat. Der in I angegebene zweite Versuch 1aBt sich vorteil- 
hafter mit einem nur wenig durchschwingenden Stab wie eben be- 
schrieben ausfithren (kleineres w, beim Durchgang durch die Lotlage), 
da dann Abweichungen von genau horizontaler Achsenlage einen relativ 
kleineren Fehler ergeben. Wie viele inzwischen mit der Kompensations- 
methode ausgefiihrte Messungen ergeben haben (vgl. Tabelle 1), ist die 
fiir den zweiten Versuch in I angegebene Fehlerschranke selbst bei ge- 
dampft einschwingendem Stab zu eng; man mu8 auch bei diesem 
Versuch im allgemeinen mit etwa 20% Fehler rechnen. 

Das Ergebnis eines Versuches, bei dem das Kreiselkompa8moment 
ausgenutzt wurde, ist in den folgenden beiden Tabellen aufgefiihrt. 
Tabelle 1 gibt die MeBwerte bei Benutzung der Kompensationsmethode. 
Hierin bedeuten # den maximalen Auslenkwinkel der Achse A infolge 
des DrehstoBes bei lotrechter Stablage, e den geschatzten Winkel, um 
den beim Einjustieren der Achsenneigung die Feinstellschraube F 
gedreht wurde, « den Torsionswinkel bei Kompensation des Drehaus- 
schlages # durch Vorgeben des Torsionsmomentes. Die Einschwenkzeit 
bis zur Lotlage betrug t=11 sec. Die Auslenkwinkel wurden mittels 
Lichtzeigers abgelesen. In der Tabelle sind die Mittelwerte von #@ fiir 
jeweils zehn hintereinander legende Messungen mit dem mittleren 
quadratischen Fehler als Ma8 fiir die Schwankung angegeben. Der 
Stab schwenkte um etwa 30° bei den Messungen tiber die Lotlage 
hinaus. Aus der Tabelle entnehmen wir, daB ein Torsionswinkel 
oe 1,005 1078 
Gy entsprechenden Auslenkwinkel gerade kompensiert. Mit der Tor- 
sionskonstanten k = 839 dyn - cmf und 0, =3,66-10% g cm? f ergibt sich 
aUSi\o ak tt =O, Mpg GOS); Onze SiN ¥==0,04.410,4 sec.) Lie die 
belle 2 sind die Ergebnisse von fiinf hintereinander liegenden Messungen 
des Drehimpulses durch den ballistischen Ausschlag « und die Schwin- 
gungsdauer 7, der Torsionsschwingung in der Endlage des Stabes 
angefiihrt. Die Achse war bei g=— 39,5° in der geschilderten Weise 
justiert worden. Die «-Werte wurden bei y= +39,5° gemessen. Da 
in dieser Stellung der Drehimpuls des Stabes in der lotrechten Lage 
G=2G, betragt, lautet fiir diesen Fall jetzt (7) in I 2+ @prge cos y = 
2x T,«/T?. Hieraus ergibt sich mit 7,=415 sect und «aT =2,8 sec, 
Merde SIN y = 0,63 -10°4sec1. Fir Jena ist Wp,ae Sin y = 0,565 - 1074 sect, 
die abgemessenen Werte sind etwa 12°/) zu groB. 


+ Die Abmessungen der Anordnung sind gegeniiber den in I beschriebenen 
Daten etwas geadndert worden. 


= 206-102 bei der Einschwenkzeit t=11 sec den 
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Tabelle 1. Einjustierung dey Drehachse mit Hilfe des KreiselkompaBmomentes ; 

Messung des Drehimpulses Go =O, WErde COS y; Kompensation von Gy durch vor- 

gegebenes Torsionsmoment. Der Stab schwingt um etwa 30° tiber die Lotlage hinaus. 
SSS EEE ee oe ee ae ee ee 


Ausschlagwinkel #, 
20-100 
a a a 8 ee i eee 
1. Justierung der Achse bei m = — 39,6° 
a) unjustiert | 29,32 2,6 
b) Feinstellschraube gedreht um ¢ = — 180° 5, 9a 157 
c) ===" 40° 0,3 + 0,6 
2. Messung von G, bei g = 0° 
a) ohne Gegentorsion 14,1+2,3 
b) mit Gegentorsion durch Drehung des 
Torsionskopfes um « = 1,96: 1072 Oat. 0 
3,04 106- 5, Osta 107 
c) zur Prifung nochmals wie a) 14,4+1,8 
3. Zur Priifung Zuriickdrehen des Gerdtes auf 
p= — 39,60" (wie 1c) | 0,6-+ 0,9 
Tabelle 2. Nach Einjustierung dey Achse bei p= — 89,6° wie in Tabelle 1. Messung 


des Drehimpulses 2Gy=20, Erde cosy durch den ballistischen Ausschlag « und 
die zugehorige Torsionsschwingungsdauer T, nach Einschwenken des Stabes in die 


Lotlage. 
a) Ausschlagwinkel « I AOE de worete 0,36 0,39 | 0,36 
b) Schwingungsdauer T, (insec) | 6,6 oe 9,5 To 733 
aT (in sec) eA hep 2b Se Nl SAS le 285 alk 2.70 


Zum Schlu8B méchte ich bemerken, daB die Fehlerquellen fiir diese 
Vorlesungsversuche nicht weniger groB sind als beim FoucauLtschen 
Pendelversuch, und daB deshalb brauchbare Ergebnisse nur bei groBer 
Sorgfalt der Versuchsfiihrung erreicht werden k6énnen. 

Herrn Prof. Dr. M. Kersten danke ich wiederum fiir sein for- 
derndes Interesses an der Weiterentwicklung vorliegender Versuchs- 
anordnung. 


Jena, Physikalisches Institut der Universitat, im Februar 1950. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 128, S. 108—119 (1950). 


Der Schlitzstrahler, ein magnetischer Dipol 
fiir Zentimeterwellen. 


Von 
Hans SEVERIN. 
Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 7. Marz 1950.) 


Die zur Abstrahlung von Zentimeterwellen gebrauchliche Schlitzantenne ist nach 

ihrem Strahlungscharakter ein magnetischer Dipol. Ihre Wirkungsweise laBt sich 

mit Hilfe der Theorie der Beugung elektromagnetischer Wellen an einer kleinen 

Offnung im vollkommen leitenden Schirm verstehen. Der Vergleich gegen ent- 

sprechende Messungen ergibt eine gute Ubereinstimmung mit der Rechnung, 
solange die Lineardimensionen der Offnung kleiner als //3 sind. 


Die einfachste Form einer Strahlungsquelle elektromagnetischer 
Wellen ist der HErtzsche Dipol. Man versteht darunter einen elek- 
trischen Oszillator, dessen Strahlungsfeld — mathematisch gesehen — 
die der Kugelwelle entsprechende Lésung der Maxwettschen Glei- 
chungen darstellt, wobei also die Flachen gleicher Phase Kugelflachen 
sind. Physikalisch realisiert wird ein solcher Dipol durch eine lneare, 
im Vergleich zur Wellenlange der Strahlung sehr kurze Antenne, in 
der — etwa durch induktive Kopplung mit dem Schwingungskreis 
eines Senders — hochfrequente Wechselstréme pulsieren. Auf Grund 
der Symmetrie der MAxwWeEttschen Gleichungen erhalt man ein zweites 
Integral, wenn man in der HErtzschen Lésung © durch § und § durch 
—ersetzt. Das so gewonnene Strahlungsfeld ist das eines magnetischen 
Dipols, der sich im Bereich der Rundfunkwellen durch eine vom hoch- 
frequenten Wechselstrom durchflossene Drahtschleife verwirklichen laBt. 
Bei Verwendung von Zentimeterwellen kann man einen kurzen linearen 
Schlitz in einem ebenen leitenden Schirm durch hochfrequente Leitungs- 
strome senkrecht zur Schlitzrichtung zur magnetischen Dipolstrahlung 
anregen. Derartige ,,Schlitzantennen“ sind fiir die Abstrahlung von 
Zentimeterwellen von praktischer Bedeutung, da sich z.B. eine lineare 
Gruppe von Strahlern wesentlich einfacher durch eine entsprechende 
Zahl von aquidistanten Schlitzen in der Wand eines Hohlleiters auf- 
bauen la8t, als aus elektrischen Dipolen, die iiber koaxiale Leitungen 
gespeist werden miissen. 


Das Strahlungsfeld eines Einzelschlitzes und der EinfluB seiner Lage 
zur Richtung der anregenden Wandstréme lassen sich qualitativ schon 
auf Grund anschaulicher Uberlegungen angeben. Beim Strahlungsfeld 
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eines magnetischen Dipols hat in einiger Entfernung auf einer Kugel, 
in deren Mittelpunkt der Oszillator lings der polaren Achse liege, das 
elektrische Feld die Richtung der Breitenkreise, wahrend das Magnet- 
feld mit den Meridianen zusammenfallt. Bringt man in eine die Polar- 
achse und damit den Dipol enthaltende Ebene eine diinne leitende 
Flache, so stért diese den Ausbreitungsvorgang nicht, weil alle 
elektrischen Kraftlinien auf ihr senkrecht stehen. Das Magnetfeld 
besitzt unmittelbar am Schirm nur eine Tangentialkomponente und 
die in ihm induzierten Leitungsstréme schneiden die magnetischen 
Kraftlinien unter rechtem Winkel (Fig. 1). 
Eine derartige Stromverteilung laBt sich 
realisieren, wenn man in einem leitenden 
ebenen Schirm einen kurzen schmalen Schlitz 
senkrecht zu den urspriinglich parallelen 
Strémen anbringt. Das dann entstehende 
Bild elektrischer Stromlinien ist formal iden- 
tisch mit dem Stromlinienbild, das man in 
einer idealen Fliissigkeit beim Umstrémen 
einer senkrecht zur Str6mung stehenden Platte 
erhalt. Dieses Bild kann aufgefaBt werden 
als Uberlagerung der ungestérten Parallel- oy 
str6mung und einer durch die Platte beding- Fig. 1. Verlauf der magnetischen 
es r : A Feldjinien und Verteilung der 
ten tering, wie man sie von elmem) mit  Wandstremeeim Schlitzstrahler. 
der ungestorten Str6mung bewegten Bezug- 
system aus beobachtet?. Im Aquivalenten Fall des Schlitzstrahlers 
haben also die elektrischen Stérstr6me den in Fig. 1 gezeigten Verlauf 
und geben demnach AnlaB zu einer magnetischen Dipolstrahlung. 
Ein in Richtung der anregenden Wandstréme liegender Schlitz stért 
diese nur unwesentlich und strahlt daher praktisch nicht. 

Eine andere Erklarung fiir denselben Vorgang erhalt man, wenn 
man den Schlitz als beugende Offnung ansieht, auf die eine elektro- 
magnetische Welle trifft. Es sei zunachst an ein Ergebnis aus der 
Akustik erinnert, wo man bei der Beugung von Schallwellen an einer 
kleinen Offnung im schallharten Schirm, bzw. am schallweichen Scheib- 
chen gleicher Form wie die Offnung, als Beugungswelle exakt dieselbe 
Kugelwelle bekommt. Der aquivalente Zusammenhang laBt sich auch 
beim elektromagnetischen Beugungsproblem herstellen: Im Feld elektro- 
magnetischer Wellen wird bekanntlich ein kleiner metallischer Streifen 
zum Hertzschen Dipol, so daB also das Magnetfeld der Beugungswelle 
in der Dipolebene keine Tangentialkomponente hat. Dasselbe Strah- 
lungsfeld wiirde man hinter der geometrisch gleichen Offnung in einem 


1 Siehe z. B. Pout, R. W.: Einfiihrung in die Mechanik, Akustik und Warme- 
lehre, 10. u. 11. Aufl., S. 152, Abb. 268a. Berlin u. Gottingen 1947, 
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diinnen Schirm aus nicht leitendem, hochpermeablem Material beob- 
achten. Das Moment dieser Hertzschen Dipole ist nattirlich am 
groBten, wenn Streifen bzw. Schlitz in Richtung des ©-Vektors der 
einfallenden Welle liegen. Bei dem hier interessierenden elektro- 
magnetischen Beugungsproblem ist jedoch der Schirm von vollkom- 
mener Leitfahigkeit, so daB an seiner Oberflache nicht die Tangential- 
komponente der magnetischen, sondern der elektrischen Feldstarke 
zusammenbricht; ein kurzer Schlitz im Schirm wirkt jetzt wie ein 
magnetischer Dipol, der sein gré8tes Moment hat, wenn der Schlitz 
parallel zum §-Vektor der einfallenden Welle liegt. Das_,,komple- 
mentire‘‘ Problem, das auf exakt dieselbe Beugungswelle fiihrt, ware 
in diesem Fall die Beugung am geometrisch gleichen Streifen aus nicht 
leitendem, hochpermeablen Material. Diese Ergebnisse sind ein Spezial- 
fall des BABINETschen Prinzips der Elektrodynamik, auf das weiter 
unten naher eingegangen wird. 

Bereits auf Grund dieser qualitativen Uberlegungen kann man 
z. B. tibersehen, wie die Wirksamkeit einzelner Schlitze im Hohlleiter 
—je nach ihrer Lage — sein wird, sobald man die Verteilung der Stréme 
bzw. den Verlauf des Feldes auf den Hohlleiterwanden kennt. Die ein- 
gehendste Untersuchung solcher Schlitzstrahler in Hohlleitern hat wohl 
Watson! unternommen. Dabei interessiert im Hinblick auf die prak- 
tische Anwendung vor allem der Resonanzschlitz, dessen Lange gleich 
der halben Wellenlange der erregenden elektromagnetischen Welle ist. 
Fiir diesen kann man in Analogie zum elektrischen A/2-Dipol die 
Transversalkomponente von € entlang des Schlitzes in erster Naherung 
als sinusf6rmig und tiber seine Breite als konstant ansehen. Die Be- 
rechnung der exakten Feldwerte im Schlitz, die sowohl die Ausbreitungs- 
vorgange im Hohlleiter als auch insbesondere das in den AuBenraum 
abgestrahlte Feld bestimmen, fiihrt auf Integralgleichungen, zu deren 
Lésung neuerdings STEVENSON? ein Iterationsverfahren vorschlagt, wie 
es von MaGNus und OBERHETTINGER® beim entsprechenden Problem 
des elektrischen Dipols angewendet wurde. 


Indessen lassen sich die oben erhaltenen qualitativen Ergebnisse 
fiir Schlitze, deren Dimensionen klein zur Wellenlange sind, mit den 
sehr viel einfacheren Hilfsmitteln der Beugungstheorie fiir kleine Off- 
nungen auch guantitativ belegen. Diese Methode fuBt auf einem Ge- 
dankengang von Lord RayLrIcH*, wonach das Feld in der Nachbarschaft 


1 Watson, W.H.: The physical principles of wave guide transmission and 
antennae systems. Oxford 1947. 

2 STEVENSON, A.F.: J. appl. Phys. 19, 24 (1948). 

3 Macnus, W., u. F. OBERHETTINGER: Hochfrequenztechn. 57, 97 (1941). 

* RayteiGH: Phil. Mag. (5) 44, 28 (1897). — Paper 4, 305. 
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des beugenden Hindernisses nach Abspaltung des Zeitfaktors identi- 
fiziert werden darf mit dem bei unendlich groBer Wellenlange vor- 
handenen Feld. Das Beugungsproblem ist dann mit Hilfe eines skalaren 
Potentials lésbar und die Stérwelle laBt sich fiir groBen Abstand 
vom beugenden Objekt exakt angeben, sobald die Lésung des statischen 
Problems bekannt ist. 


Zur naheren Erlauterung des Verfahrens betrachten wir zundchst 
den Fall, daB die ebene elektromagnetische Welle 


Ve aN cme oa Hee ee (1) 


auf ein in der Ebene z=0 liegendes kleines, vollkommen leitendes 
Scheibchen der Flache F trifft, und zeigen, daB die Beugungswelle in 
diesem Fall den Charakter einer vom Scheibchen ausgehenden elek- 
trischen Dipolwelle hat. Bekanntlich errechnet sich das Strahlungsfeld 
eines in x-Richtung schwingenden HeErtzschen Dipols vom Moment M 


aus 


“2 
E,=3, +8 | 
Ail — ae eH aE 
Ey=;7 Bandy”? H,=tk at } (2a—f) 
mit 
—tkr 
i = M — : (2g) 


Fiir die durch das Scheibchen verursachte Stérung setzen wir ver- 
suchsweise etwas allgemeiner 


ma ffm at, ff maj— a. 6) 


Damit und nach einem bekannten Satz aus der Potentialtheorie tiber 
flachenhaft verteilte Quellen erhalt man fiir das Potential des ge- 


samten Vorgangs 
b\ ,—ik 
I = Tye" aa TN 4) 


Fiir k-> =0 geht dieser Ansatz in den Ausdruck fiir das entsprechende 
elektrostatische Problem iiber: 


© = €,—grad> able si ae jaf. (5) 
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Ferner erfiillt die Dipolbelegung der Flache F — wegen der Symmetrie- 
eigenschaften des Feldes eines Einzeldipols — im freien Teil #’ der 
Ebene z —0 die Stetigkeitsbedingungen des elektromagnetischen Feldes. 


ek? or? aH’ 
#250). wine) GB eaien Hamel ge sor een 928 
Oz Oz Oz 
Die Einhaltung der Randbedingungen 
EA Or Ey=0 aul ff (7a u. b) 


fiihrt auf die oben erwahnte Integralgleichungsmethode zur Bestimmung 
des unbekannten (@J///éz),. Wegen der Kleinheit des beugenden 
Objekts gilt jedoch fiir das Feld in der Nachbarschaft der Scheibe (5), 
so daB man fiir (¢///éz), den aus dem elektrostatischen Problem be- 
kannten Wert nehmen kann. Interessiert nur das Fernfeld, wo also 
die Entfernung 7 des Aufpunktes von jedem Punkt des Scheibchens 
sehr groB gegen seine Dimensionen ist, so wird die Bestimmung von 


ees a i eee df 


identisch mit der zweiten Grundaufgabe der Elektrostatik, das elek- 


trische Moment 
1 em” 
Mee seal ( ae a (8) 
F 


einer diinnen, ungeladenen Metallscheibe zu finden, die durch ein 
tangentiales elektrisches Feld polarisiert wird. Ein kleines leitendes 
Scheibchen im Feld einer elektromagnetischen Welle wirkt also wie 
ein in Richtung des &-Vektors schwingender HERTzscher Dipol vom 
Moment M. 

Das Verfahren zur Lésung des hier interessierenden elektromagne- 
tischen Beugungsproblems an einer kleinen Offnung F im ebenen, 
vollkommen leitenden Schirm F’ wird man entsprechend so anlegen, 
daB auf F’ die Randbedingungen (7) befriedigt werden. Das ist der Fall 
bei dem Ansatz: 


= ee \ 
x Oz , x Oxay’ 
GAGE 
iy a Oy? oe ke igs (9 a—e) 
pee es — Oy 
D Calwialis 


wobei hinter dem Schirm (z= 0) 


< dl OWN eat ® 
Paw= 206 [fl Oz ls Y af (10a) 
F 
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und vor dem Schirm (z < 0) 
WEl a ie (e$#* 1. gikt) __ Yo (10b) 


ist. Die Stetigkeit von & und § in der Offnung F ist gewahrleistet, wenn 
dort (6a—f) gelten. Daraus bestimmt sich wie oben der unbekannte 
Wert von (€¥°/éz), in der Offnung F. In groBen Abstanden von der 
Offnung wird die Bestimmung von ¥Y identisch mit der magnetosta- 
tischen Aufgabe, das magnetische Moment einer diinnen Scheibe von 
unendlich groBer Permeabilitat zu bestimmen, wenn die Scheibe durch 
ein tangentiales Magnetfeld magnetisiert wird. Eine kleine Offnung 
in einem ausgedehnten leitenden Schirm, auf den eine elektromagnetische 
Welle trifft, wirkt also wie ein in Richtung des §-Vektors schwingender 
magnetischer Dipol vom Moment (8). 

DaB beide Beugungserscheinungen auf dasselbe mathematische 
Problem fiihren, ist nach dem von MEIXNER! angegebenen BABINET- 
schen Prinzip der Elektrodynamik nicht verwunderlich. Lést namlich 
die Beugungswelle ©’, ’ das Beugungsproblem fiir die auf den Schirm F 
einfallende Welle G6’, 5%, so lést fiir z => 0 die Welle €’’ = §’, §’® = — @?, 
fiir z<0 die Welle © ’=— §’, H’°=© das Beugungsproblem fiir die 
auf den komplementaren Schirm F’ einfallende Welle &°= §°%, §’’= —€”. 

Bemerkenswert erscheint ein Vergleich mit dem entsprechenden 
akustischen Beugungsproblem, bei dem ebene Schallwellen senkrecht 
auf eine kleine Offnung im schallharten Schirm treffen. Man erhalt 
hier nach demselben Gedankengang wie oben fiir das Geschwindig- 
keitspotential ebenfalls die Ausdriicke (10a, b). Jedoch bestimmt sich 
(6¥/éz), in diesem Fall aus der Stetigkeitsbedingung fiir Druck und 
Schnelle in der Offnung, und das Problem erweist sich identisch mit 
der ersten Grundaufgabe der Elektrostatik, das Feld einer geladenen, 
isolierten Metallscheibe von der Form der Offnung zu finden. 


Nachdem durch diese Uberlegungen der zunichst qualitativ gefun- 
dene Strahlungscharakter eines Schlitzstrahlers exakt bestatigt wurde, 
soll nun auch die Frage seiner Anregung quantitativ beantwortet 
werden, Wir betrachten dazu eine kleine ellipsenformige Offnung in 
einem ausgedehnten ebenen Metallschirm und fragen nach dem Moment 
des entstehenden magnetischen Dipols, wenn der €-Vektor einer senk- 
recht auf den Schirm treffenden ebenen Welle einmal parallel und ein- 
mal senkrecht zur groBen Achse der Ellipse liegt. Dazu gehen wir 
von folgendem elektrostatischen Problem aus: 

In ein homogenes elektrisches Feld wird ein vollkommen leitendes, 
isoliertes ungeladenes Ellipsoid gebracht. Gesucht wird die Modifikation 
des urspriinglichen Feldes, das parallel zur x-Achse liege und die 


1 MEIXNER, J.: Z. Naturforschg. 3a, 506 (1948). 


Zeitschrift fiir Physik, Bd, 128. 
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Starke E, habe. Man lost diese Aufgabe bekanntlich durch Bestimmung 
eines Potentials g, das 

. tiberall der Laptaceschen Gleichung Ag=O0 genigt, 

. in groBer Entfernung vom Ellipsoid tibergeht in y+ = — Eq: x 


SO) t= 


3. an der Oberfliche des Ellipsoids verschwindet. 


In dem Ansatz 


p=—Eyx +X (14) 


ist x das durch das Ellipsoid bedingte Zusatzpotential. Liegt die 
a-Achse des dreiachsigen Ellipsoids parallel zum urspriinglichen Feld, 
also in x-Richtung, so ist das Potential des polarisierten Ellipsoids? 


A; 
(= we Egx, | 
( 
( 


Ay=2nabe- [ et meet 
J (a + Ayy (a? + A (0 + A) (4 A) (12) 
0 
A, =2nabe-[ a PES we 
: (a? + A) (a? + A) (0? + A) (2 + A) | 


Die untere Integrationsgrenze 4) im Ausdruck fiir A, ist definiert als 
die groBte Wurzel der Gleichung 


ae 4? Be 
PEN AoE cpee 
die mit 0<A<co eine Schar von Ellipsoiden darstellt, von denen 
jedes folgende die friiheren umschlieBt. A=0 bedeutet das in das 
Feld eingebrachte Ellipsoid, an dessen Oberflache wegen A, =A, 
Bedingung 3. erfiillt ist. In geniigend groBer Entfernung vom Ursprung 
sind die durch den Parameter 4) charakterisierten Ellipsoide nahezu 
Kugeln vom Radius R; dann geht A,, uber in 


[oe 


ih 23 
Ag>=2nabe- [°° = abe. 


1 
ii 3 Re? 
R? 


so daB man fiir das Zusatzpotential 


P _5 — 28 * A =i) es ia 1 
R 34 RR’ (a? + 2) (a? + A) (+ A) (@+ A) a 
0 


1 Becker, R.: Theorie der Elektrizitat, S. 138. Leipzig 1944. 
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erhalt. Das bedeutet, daB das Ellipsoid in groBer Entfernung wie ein 
in seinem Zentrum befindlicher oe vom Moment 


M == (14) 


wirkt, womit auch Bedingung 2. befriedigt ist. 
Wir wollen jetzt das Moment M einer in der Ebene z —0 liegenden 
elliptischen Scheibe berechnen, wobei wegen a >b und c=0 


co co 
ay 2) du b 
Bf = = ; = — ip — - 4 =— <4 
(a2 + A)? (b2 + A)? 72 a J (4 te’ u2)2(4 + v2)? a 
0 


Dieses Integral geht durch Substitution 


u=te®g, a 2 4 
liber in ein Integral 
er 
» ir 


(1 + x? sin? p)* 


das sich durch einmalige partielle Integration auf ein vollstandiges 
elliptisches Integral reduzieren laBt: 


n/2 


2 sin? tas 2 
nr 3 Jin sing dpy=—,D(x)t- (15) 
0 
Fiir den Grenzfall der Kreisscheibe vom Radius a erhalt man daraus 
wegen x?=0 
pee ae | geld 2 (16) 
4 3% 


a® 


Im zweiten Fall liege die kiirzere b-Achse in Richtung des urspriing- 
lichen Feldes, falle also mit der x-Achse zusammen. Man hat dann 


oo 00 ) 
da), 2 x du 
al e+al@e+taie — oak + ue)h (1/2 ey 
0 (17) 
<3 the ede 


1 — x? sin sin? p 


Fiir die Kreisscheibe erhalt man daraus mit a=), x*=0 wieder (10). 
Fiir beliebige Werte des Achsenverhiltnisses haben wir die Dipol- 


momente 7 23 
iM, =e M, =—— -E, (18a u. b) 
3D a 
Bers. 


+ Bezeichnung nach JAHNKE-EMDE: Tafeln hoherer Funktionen. Leipzig 1948. 
8* 
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gegentiberzustellen, wobei sich die Indizes ,,|\‘‘ und ,, | “ auf die Lage 
der langen Achse zum (&-Vektor des ungestorten Feldes beziehen. In 
Fig. 2 sind M, und M, in willkirlichen Einheiten in Abhangigkeit 
vom Achsenverhaltnis dargestellt. Wie nicht anders zu erwarten, wird 
ein schmales ellipsenférmiges Scheibchen durch eine elektromagnetische 
Welle im wesentlichen nur dann zur Strahlung angeregt, wenn seine 
lange Achse parallel zum 6-Vektor hegt. Beim Beugungsproblem der 


Amplitude M der Streuwelle 


OS 


Keine Achse_b grobe Achse a 
grobe Achse a Heme Achse 6 
A B 


Fig.2A u. B. ‘Amplitude der Streuwelle an einer kleinen ellipsenférmigen Offnung in willkiirlichen Ein- 

heiten in Abhangigkeit vom Achsenverhaltnis, wenn die groBe Achse einmal parallel (M\\) und einmal 

senkrecht (M1) zum $)-Vektor der einfallenden ebenen Welle liegt. A Bei konstanter groBer Achse a; B bei 
konstanter kleiner Achse }. 


gleichformigen Offnung im vollkommen leitenden Schirm erhalt man 
nach dem oben Gesagten ganz entsprechend 


3 


3 
Mj=—.H,, Mi =——-H, (19a u.b) 
3 b 
38 
a 
und die Indizes ,,||““ und ,, | “ bestimmen jetzt die Lage der langen 


Achse zum -Vektor des ungestorten Feldes. Der als magnetischer Dipol 


strahlende Schlitz hat also sein gr6Btes Moment, wenn er in Richtung 
von § verlauft. 


Das Verhaltnis M\/M, nimmt bei konstanter langer Achse a mit 
abnehmender kleiner Achse 6 zu (Fig.2A) und wachst fir 6-0 
tiber alle Grenzen. Dieses Verhalten veranlaBt zu einer abschlieBenden 
energetischen Uberlegung. Wir definieren dazu einen DurchlaB- 
koeffizienten S durch das Verhaltnis der tatsachlich durch die kleine 
Offnung gehenden Energie W zur Energie W,, die durch die Flache F 
der Offnung bei geometrisch optischer Ausbreitung der Welle gehen 


wirde. Erstere ist gleich der Ausstrahlung eines Dipols durch eine 
Halbkugel 
ee M2? (279)2, 


2e 
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wahrend sich fiir 
A eee 
Pare oe 
ergibt. Fiir die Durchla8koeffizienten erhalt man also 
W, Fy 
er eka Nt 
W, ie 
late. it, 1 , 1 nat 
Fi = 9 we (halts, Fi=—ma*(kb)4 ay 2 = - (20a u.b) 
Bei fester Schlitzlange a nimmt der Durch- G5; 
laBkoeffizient S, mit kleiner werdender S 
Schlitzbreite 6 zu und wird im Limes Noe P 
b=0 unendlich groB (Fig.3). Dieselbe 2 | \ [~-t--+--7>> oa? 
Erscheinung ist bei der Beugung an einem 8 oF 
unendlich langen Spalt im vollkommen Cs 
leitenden Schirm bekannt. Die exakte Ss" 
Rechnung fiir dieses Problem! ergibt in § ,, 
dem Fall, daB der §-Vektor der einfallen- ~ ; | 
den Welle parallel zu den Spaltkanten 
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liegt, den in Fig. 3 gestrichelt gezeichne- ae eee 


ten Verlauf des DurchlaBkoeffizienten in 
Abhangigkeit vom Verhdltnis Spaltbreite d 
zur Wellenlange 4. Der mathematische 
Befund, daB der ,,Streuquerschnitt’ F’ 
mit abnehmendem 6 langsamer gegen 
Null geht als die geometrische Flache F, 
1aBt sich auch anschaulich physikalisch 
verstehen: Eine mit ihrer langen Achse a 


grabe Achse a 
Fig. 3. Der DurchlaBkoeffizient S einer 
kleinen ellipsenférmigen Offnung in Ab- 
hangigkeit vom Achsenverhaltnis 6/a, 
wenn die groBe Achse a einmal parallel 
und einmal senkrecht zum $)-Vektor der 
anregenden ebenen Welle liegt. Die ge- 
strichelte Kurve zeigt den Verlauf des 
DurchlaBkoeffizienten S) fiir den unend- 
lich langen Spalt in willktirlichen Ein- 
heiten in Abhangigkeit vom Verhaltnis 
Spaltbreite d zur Wellenlange /. 


in Feldrichtung liegende Ellipse hat auch 

bei sehr kleinen Werten von 6 und damit von Ff noch ein endliches 
Dipolmoment M und dessen Quadrat bestimmt den Streuquerschnitt 1”. 
Das Moment einer sehr schmalen, senkrecht zur Feldrichtung liegenden 
Ellipse ist dagegen wegen der kleinen ,,Dipollange’ praktisch Null. 
Aus demselben Grund gehen auch im Falle eines kleinen Kreises mit 
abnehmendem Radius Dipolmoment, Streuquerschnitt und Durchlab- 
koeffizient gegen Null. 


Fiir die Messungen standen der schon verschiedentlich beschriebene 
Magnetronsender (A =10,4 cm)” und ein Bremsfeldgenerator (Resotank, 
4 =14,6 cm) zur Verfiigung. In etwa 60 cm Abstand vom Trichterrand 


1 Morsz, P.M., u. P. J. RUBENSTEIN: Phys. Rev. 54, 895 (1938). 
2 SevERIN, H.: Z. Naturforschg. 1, 487 (1946). — Meyer, E., u. H. SEVERIN: 
Z. Physik 126, 711 (1949). 
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befand sich ein ebener 2 mm starker Aluminiumschirm von 160 x 100 cm?. 
Er hatte in der Mitte eine Offnung von 10 x 10cm?; in einen 
Rahmen konnten kleinere Blenden aus 1 mm starkem Aluminiumblech 
eingeschoben werden. Der Empfanger bestand aus einem kleinen 
Kristalldetektor von quadratischer 
Charakteristik und war durch Auf- 
schrauben entsprechender Metall- 
stabchen im allgemeinen auf Reso- 
nanz abgestimmt. Er wurde auf 
einem diinnen Trolitulrundstab etwa 
30cm hinter der Offnung gehaltert. 
yw? Samtliche Messungen wurden im 
Fig. 4. Elektrisches Feld eines magnetischen Freien ausgeftihrt: 
Dipols in seiner Aquatorialebene. 4. Verteilung des elektrischen 
Feldes in der Aquatorialebene hinter 
einem kleinen elliptischen Schlitz (lange Achse a parallel §,). Das 
Experiment ergibt, wie fiir einen magnetischen Dipol zu erwarten, 
kreisfOrmige elektrische Feldlinien (Fig. 4). Am Resonanzschlitz wurden 
dieselben Messungen auch bei etwas gréBerem Abstand von Trichter 


Yo" 


° Mebpunkte bei 2-704 cm 
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Fig. 5A—C, Amplitudenquadrat der Streuwelle hinter einer kleinen ellipsenférmigen Offnung in 
willkiirlichen Einheiten in Abhangigkeit vom Achsenverhaltnis. 


und Beugungsschirm sowie von beugender Offnung und Empfanger, 
ferner bei der ursprtinglichen Anordnung mit unabgestimmtem Emp- 
fanger wiederholt. Man erhalt innerhalb der MeBgenauigkeit dieselbe 
Feldverteilung, so daB also erwartungsgema8 die Linearausdehnung 
des Empfangers nicht stért und auch die bei den weiteren Messungen 
aus Intensitatsgriinden eingehaltenen Abstaénde von Beugungsschirm 


und Trichteréffnung bzw. Empfanger (MaBe siehe oben) als ausreichend 
angesehen werden diirfen. 
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2. Magnetisches Moment von kleinen Schlitzstrahlern bei paralleler 
und senkrechter Orientierung zum Magnetfeld der einfallenden Welle. 
Gemessen wurde bei A=10,4cm und 2=14,6cm auf der Mittel- 
normalen der Blende 30 cm hinter der Offnung das Amplitudenquadrat 
der Streuwelle. Verwendet wurden 2 Serien von je fiinf ellipsenférmigen 
Offnungen mit jeweils konstanter langer Achse a; in beiden Serien ist 
das Verhaltnis a/A dasselbe, und r ee 
die Werte b/a variieren zwischen 1/5 ioe 
und 41. Fir a/Awx1/3 stimmen die 
Messungen gut mit der Rechnung 
uberein (Fig. 5A). Gemessene und ge- 
rechnete Werte wurden fiir b/a=1 
(kreisférmige Offnung) auf 1 normiert. 


Amplitudenquadrat der Streu 
welle bel constonter StreutVéche 


3. Messung an Resonanzschlitzen: 


Die entsprechende Untersuchung an Se ieee | 
Offnungen mit a/AwO0,5 zeitigt — =e 
insbesondere fiir , parallel a — i FS Oe Se ee tg 


starke Abweichungen von der Rech- eo ETE 
Fig. 6. Amplitudenquadrat der Streuwelle 


nung (Fig. 5B). Der sehr viel steilere hinter einer kleinen ellipsenformigen Off- 
Se Ts ees 
bei kleinen b-Werten ist als Resonanz- 

erscheinung zu werten. Das kommt besonders deutlich in Fig. 5C 
zum Ausdruck, wo die MeBergebnisse an Ellipsen von konstanter 
Breite 6 =1cm und verschiedener Lange a =1, 2,... 7cm beiA=10,4cm 
dargestellt sind. Der ResonanzeinfluB macht sich schlieBlich noch 
in einer Untersuchung bemerkbar, bei der ausgehend von einer Ellipse 
mit a=5cm, b=1cm an weiteren Ellipsen gleicher Streuflache F’ 
bei A2=10,4cem und 4=—14,6cm das Amplitudenquadrat der Streu- 
welle gemessen wurde. Fig. 6 zeigt, da M~ trotz zunehmender geo- 
metrischer Flache F abnimmt und nur im unteren Teil der MeBkurve 
fiir A=14,6 cm erhalt man andeutungsweise den nach der Rechnung 
geforderten von F unabhangigen Verlauf. 

Géttingen, 3. Physikalisches Institut der Universitat. 
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Die BosezEinsteinzKondensation 
als ritumliches Phinomen I. 


Von 
R. BECKER, GOttingen. 
Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 1. April 1950.) 


Die von ErnsteIn! entdeckte Kondensation eines idealen Bosr-Gases hat an 
allgemeinem Interesse gewonnen, seit F. Lonpon? auf eine mégliche Verkniipfung 
dieser Kondensation mit den merkwiirdigen Eigenschaften des He II hinwies. 
Jene Kondensation wird haufig als eine ,,Kondensation im Impulsraume™ be- 
schrieben, im Gegensatz zur raumlichen Kondensation gewéhnlicher gesattigter 
Dampfe. In der vorliegenden Notiz wird gezeigt, daB ein solcher Gegensatz nicht 
besteht. Vielmehr zeigt jene Kondensation alle Merkmale, welche wir tblicher- 
weise mit diesem Begriff verbinden. Insbesosidere befindet sich das Kondensat 
im Schwerefeld stets unten. Uber ihm existiert ein gesattigter Dampf mit einem 
genau angebbaren Gehalt an,,Molekiilen‘‘ oder ,, Tropfchen“‘ aus 2, 3, 4usw. Atomen. 
Die statistische Dichteschwankung ist genau diejenige, welche diesem grob- 
anschaulichen Bild entspricht. In einer anschlieBenden Arbeit von G. LEIBFRIED 
wird gezeigt, daB auch die Abstandskorrelation aus dem gleichen Bild in allen 
Einzelheiten gewonnen werden kann. 


1. Die statistische Methode. 


Zur statistischen Methode sei folgende Bemerkung gestattet: Die 
allgemein bekannten Formeln (14) fiir ein BosE-Gas erlauben drei 
grundsatzlich verschiedene Lesarten, je nach der zugrunde gelegten 
physikalischen Vorstellung: 


1. Energie E und Teilchenzahl N sind vorgegeben. Alsdann sind B 
und « zwei Parameter, welche durch (14) festgelegt sind. 


2. Temperatur (6 = +7) und Teilchenzahl N sind gegeben. (Das 


System ist zwar geschlossen, befindet sich aber in einem Thermostaten.) 
Alsdann liefert die erste Gl. (14) den Erwartungswert der Energie, 
wahrend aus der zweiten der Wert des Parameters « zu bestimmen ist. 
Bei der von DARwin und Fow Ler eingefiihrten Rechenmethode des 
steepest descent” ist e~* gerade der Radius des Kreises, auf welchem 
die dort bendtigte Integration auszufiihren ist®. 


1 ErnsTEIn, A.: Sitzgs.ber. preuB. Akad. Wiss., physik.-math. Kl. 22, 261 
(1924). 

2 Lonpon, F.: Phys. Rev. 54, 947 (1938). 

* Eine kritische Diskussion der Anwendung dieses Verfahrens auf den vor- 
liegenden Fall findet sich bei G. LeiBrriED, Z. Naturforschg. 2a, 305 (1947). 
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3. Temperatur (8 und chemisches Potential ( = 


=r i) sind 
gegeben (das System ist in Verbindung mit einer groBen Vorratsflasche, 
welche zugleich als Thermostat wirken kann). In diesem Fall geben 
die Gl. (14) die Erwartungswerte fiir die (jetzt nicht mehr vorgegebenen) 
Werte von E und N. 

Nach der von Giszs eingefithrten Nomenklatur griindet sich die 
Statistik im Falle 1. auf die mikrokanische Gesamtheit, in 2. auf die 
kanonische Gesamtheit und in 3. auf das ,grand canonical ensemble“. 

Wir bedienen uns hier ausschlieBlich der dritten Lesart. Sie empfiehlt 
sich zunachst dadurch, daB sie eine besonders bequeme Herleitung der 
Gl. (14) gestattet. Dariiber hinaus gibt (14) eine exakte Beschreibung 
des unter 3. angedeuteten Tatbestandes, wahrend die unter 1. und 2. 
aufgezahlten Lesarten nur als Naherungen (bei groBen Werten von N) 
berechtigt sind. Bei der im Text durchgefiihrten Behandlung der 
barometrischen Hodhenformel erweist sich als besonders zweckmabig, 
die GréBe « nicht als einen lastigen und woméglich zu eliminierenden 
Parameter anzusehen, sondern als eine experimentell gegebene GriBe 
zu betrachten, deren Zahlenwert man im wortlichsten Sinne ,,in der 
Hand“ hat. 

Ein aus N Atomen bestehendes System sei in ein Volumen V ein- 
geschlossen. Die Eigenwerte des HAmitton-Operators dieses Systems 
Selena 3 Eis Wir betrachien diese Werte als einfach; im Fall 
von Entartungen soll also jeder Eigenwert so oft hingeschrieben werden, 
wie sein Entartungsgrad betragt. Nunmehr definieren wir 


G(E, N,V) dE = Zahl der Eigenwerte im Intervall E bis dE. (1) 


Wenn das Intervall dE so gewahlt werden kann, daB dE einerseits 
klein gegen makroskopische Energiednderungen und andererseits (1) 
eine sehr groBe Zahl ist, so kann G als eine kontinuierlich veranderliche 
Funktion angesehen werden. klnG hat dann die Bedeutung der 
Entropiet. 

Besteht das System aus 2 Teilsystemen der angegebenen Art, so 
wird, wenn wir die beiden Systeme durch die Indizes 1 und 2 unter- 


scheiden, 
G, (E,, N,, V) : Gy (E., Ng, V5) dk, dE, 


gleich der Zahl der Zustande des Gesamtsystems, fiir welche die Energie 
des ersten Systems im Intervall EZ, bis £,-+dE,, diejenige des zweiten 
in E,+dE, liegt. 

1 Beschreibt man das System in klassischer Weise durch eine HAmILTON- 


Funktion H(r,,...,ty), so ist GdE das (43N-N!)—-fache Volumen des 6N- 
dimensionalen J’-Raumes, welches von den Flachen H=E und H=E-+dE ein- 


geschlossen wird. 
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Unter Einfiithrung der Gesamtenergie £, der Gesamtteilchenzahl N 

und des Gesamtvolumens V 
E,+E,=E£, NaS; YAth=V 
wird jene Zahl auch gleich 
G,(E,,N,,\Y)G(E—E,N—N,, V —V dE de. (2) 

Nunmehr stellen wir zwischen den beiden Teilsystemen einen Kontakt 
her: Sie seien durch eine fiir Energie und fiir Tetlchen durchlassige 
Wand getrennt. Sie bilden zusammen ein Gesamtsystem mit fest- 
gegebenen Werten von E und N; dagegen sind die Werte £, und N, 
Schwankungen unterworfen. Wenn tiberdies die Wand noch verschiebbar 
ist, so erstrecken sich die Schwankungen auch noch auf Y,. Um diesen 
Rechnung zu tragen, hat man die Koordinate und den 
Impuls der Wand als neuen Freiheitsgrad in die 
urspriingliche Hamitton-Funktion einzufiihren. Ihre 
Koordinate ist V,. Ihren Impuls darf man, wenn 
mindestens eines der Teilsysteme makroskopische 
Dimensionen hat, vernachlassigen. 

Alsdann besagt der Liouvit_Esche Satz, bzw. sein 
quantenmechanisches Analogon: 


Fig. 1. Zwei Teil- 
systeme, getrennt 


durch eine ftir Ener- Ww (Ey , N,, V,) ak, d VY = G, (Pas N, , V;,) x 3) 
ie und fiir Teilchen Z = 5 
Bircuienee Wand, x Gs (2 see i, , N= N, , Vie V;) dE, ad y 


ist die relative Wahrscheinlichkeit dafiir, im System 1 die Energie F, 
im Intervall dE, und gleichzeitig die Teilchenzahl N, sowie das Volumen 
im Intervall dV, anzutreffen. 

Fiir den wahrscheinlichsten Zustand {d.h. fiir das Maximum von 
w(E,, N,, V,)) folgt aus (3): 


olnG\ __/@linG 

ar he ae ),=8 
olnG InG 

Goustalenel =e (4) 
OolnG olnG 

Car) = Far)” | 


Die hier zur Abkiirzung eingefiihrten Zahlen «, 6B, y haben die Be- 


deutung p = <* 5 oe ee pe *. (« = chemisches Potential je 
Teilchen). Wenn beide Systeme viele Teilchen enthalten, so haben as 
N, und V, praktisch immer diejenigen Werte, welche w zum Maximum 
machen. Unter Einfithrung der Entropie kInG = S(E,V,N) haben 
wir nach (4) 


a(; 5) =PdE +adN +yaV (5a) 
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oder auch 
= 1 = 
dS=>dE+“an+ av. (5b) 


Jetzt sei das Teilsystem 2 ungeheuer groB gegentiber dem Teilsystem 1. 
Uber die GréBe des letzteren machen wir im ubrigen keine spezielle 
Annahme. Es kann also auch beliebig klein sein. Jedenfalls soll aber 
E, < Eund N,< N. Die Wand sei von nun an fiir Energie und Teilchen 
durchlassig, dagegen sei sie nicht verschiebbar, so daB VY, und V, 
festgegeben sind. Dann kénnen wir in (3) den Logarithmus von G, 
nach Potenzen von £, und N, entwickeln. (Bekanntlich ist die Ent- 
wicklung von G, selbst nicht sinnvoll, weil G mit wachsendem N un- 
geheuer steil anwachst.) Unter Beriicksichtigung von (4) erhalten wir 
dabei 


InG,(E —£,, N —N,, V —V,) =InG, ({£, N,V.) BE, —aN,. 
Bis auf eine von £, und N, unabhangige Konstante C wird also 
WIE, WONG) Gh, =U CG, (27, V,) 6-821 ad E, (5) 
Von dem groBen System 2 sind hier nur noch die beiden Gréfen f und « 
ubriggeblieben. Es wirkt zugleich als Thermostat und als Vorrats- 


flasche, indem es dem Teilsystem 1 die Werte von Temperatur und 


Potential aufdriickt. 
Wir interessieren uns von nun an nur noch fiir die Verhaltnisse im 


kleinen Teilsystem 1 und lassen demzufolge die Indizes 1 in (5) fort. 
Bilden wir nunmehr die Funktion 


Pig Gav) = = aR te I ah acai ee (6) 


so folgen aus der Wahrscheinlichkeitsbedeutung von (5) unmittelbar 
die Mittelwerte 


— Cn ae ev ~ oE 
BE tha Cal will (7) 
ee Oa 
‘ Ca’ Bo? a 
& aG ic . 
Uberdies gilt wegen = =yG noc 
ow = 
ie ae _ 
ean (7a) 


Fiir den Fall, daB die Schwankungen hinreichend klein sind (EB? — 
Be <E udN—N < N’), kann man E und N einfach als Energie E 
und Atomzahl N unseres Teilsystems ansehen. Fiir WY gilt alsdann 
nach (7) die Differentialbeziehung 

dY ——EdB—Nda+ydv, 
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also auch > 
a(W—yV) =—N(% apt da +347). (8) 


Falls unser System aus einer homogenen Phase besteht, so ist die 
Entropie S(E,V,N) im wesentlichen nur eine Funktion von zwei 
Variablen, etwa 


1B, ye 
SAMS ASE & at (9) 
Unter Einfiihrung der auf ein Atom bezogenen ,,spezifischen™ GroBen 


s=—=—, e=—, V=— (9a) 


el cs 
Sere 

Laeals 
ey Terre 


Aus der letzten Gleichung folgt weiterhin 

da =—edp—vdy. 
Somit wird, falls (9) zutrifft, die rechte Seite in (8) zu Null und 
(wegen y= fe): 


ee 
is aa (10) 
Wir werden weiterhin sehen, daB beim Bosr-Gas die Relation (10) 
und also auch (9) nicht allgemein erfillt sind. Das ist ein Hinweis 
darauf, daB es sich bei der ErNsTeErN-Kondensation wirklich um die 
Bildung einer neuen Phase handelt. 


2. Das ideale BOSE-Gas. 


Unser Teilsystem 1 bestehe nunmehr aus Atomen der Masse m 
ohne energetische Wechselwirkung. Sind ¢,, ¢)... ¢,,.-. die médglichen 
Energiewerte des einzelnen Atoms, so ist im Fall der BoseE-Statistik 
eine der eingangs eingefiihrten Eigenwerte E, des Gesamtsystems 
gegeben durch 


Ey = My & + Mg & +++ = Di my &. (11) 
k 


Jeder Zahlenfolge n,, my... 1,,... entspricht ein einfacher Energiewert 
k 
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Mit dem Wert (41) fiir E, geht (5) unmittelbar iiber in eine Aussage 
fur die Wahrscheinlichkeit der Besetzungszahlen Ny, Ny ..! 


= (B 
W (Ny, No, a B, a, V) = C e—(Ber+a)m— (Be, +a)m..._ C2 au oo (12) 


Das Argument V tritt rechts dadurch auf, daB die einzelnen €, noch 
Funktionen von V sind. 

Weiterhin ergibt sich gem&B (6) die Funktion (a, B, V) aus (12) 
durch Summation iiber alle Zahlen Ny, Ae... Von Q bis oo: 


W(x, B,V) =In WM Reparee re ») 


k 
= mee In (1 = maa ake 


(13) 


Im Fall der Fermi-Statistik sind in (11) fiir die Zahlen », nur die 
Werte 0 und 1 zugelassen. An Stelle von (13) erhalt man also 


[P (os 8, VV leew Sin (4 7 +9) 


Aus (13) folgen gemaB (7) die bekannten Formeln 


E= oo ae eee 
a pee es ena (14) 


1 


Nach (12) sind die einzelnen m, statistisch unabhangig voneinander. 
Und zwar gilt fiir ein hervorgehobenes », die Wahrscheinlichkeit 


w (1,) = Gr Pie cad ad 


also 
_ 4 
1, = — —__—-.. 
i Pe,t+a 
é ke = 


Fiir das Schwankungsquadrat der n, gilt danach 


oot Bep+a% 
Ts On, é 


Ne — Ni, = —- ras (Pate ns (14a) 


Nach Hinzufiigen von —1 +41 im Zahler der rechten Seite hat man 
fiir die relative Schwankung 


= 1, (15) 


Nach der auf ErnsTEIN zuriickgehenden Deutung der entsprechenden 
Schwankungsformel bei Lichtquanten sehen wir in (15) nebeneinander 
einen auf der korpuskularen Natur der Atome beruhenden Schwan- 
kungsanteil (1/,) und daneben den durch die Wellennatur bedingten 


Interferenzanteil (1). 
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3. Einfiihrung der Tropfchen. 


Zur weiteren Diskussion entwickeln wir den In in,(13) nach Potenzen 
von e~ &+%), Mit der Abkiirzung 


— Bez! 
h=D.e 
erhalten wir 


1 


P= 


L 


oe (16) 


Die Begrenzung unseres Teilsystems bestehe aus einem wiirfelformigen 

Behalter der Kantenlange L. Ersetzen wir — was fiir unsere Abzahlung 

erlaubt ist — die Randbedingung des Verschwindens der Wellenfunktion 

durch die Forderung der Periodizitat, so haben wir als ein vollstandiges 

Orthogonalsystem von SCHRODINGER-Funktionen 
i= (om, % + My Y + ms 2) 


ak (Ma; Ms, Me = Op = A, Dy ooo) 


Zu einer dieser Funktion gehdrt die kinetische Energie 


h2 27 \2 j2 3 
+ (FY (ont + mh + md) = 5s (mt + md + m8). (17) 


Fir die Zahl Z(e) de der Eigenwerte im Intervall de folgt daraus in 
bekannter Weise oa, 
on By fe 
Z(e)de = Vede. 
Ersetzen wir demnach in /, die Summation iiber die ¢, durch eine 
Integration, so wiirden wir zunachst erhalten 


8 co 
(2m)? (4 VA 
= Ce »— Bel ee A es 
20 | Vee CN ey 
0 
ws / ; 
Hier ist V =L? und A= Eerie S die der Temperatur T zugeordnete 
(LIC Mm KR 


DE BroGLiz-Wellenlange. V/A® ist also die Zahl der in V enthaltenen 
DE BroGLie-Volumina. 

Bei diesem Ubergang von der Summe zum Integral ist der erste 
Summand (k =0, é)=0) in f, verlorengegangen, da er in Z(e) de mit 
dem Gewicht Null belegt wurde, in Wahrheit aber den Wert 1 hat. 
Um ihn zu berticksichtigen, fiigen wir zu jedem /; die 1 hinzu und 
erhalten endgiiltig! rae 
T= Ati 

1 Zu dem im Text gewahlten Ausdruck fiir /, sind zwei Bemerkungen zu 
machen. Einmal kénnte man neben dem Summanden mit ¢=0 noch einige der 
nachsten (tiefsten) Niveaus gesondert beriicksichtigen. Es zeigt sich aber, daB 
diese immer dann, wenn das Niveau mit ¢=0 iiberhaupt einen merklichen Beitrag 


hefert, vernachlassigt werden diirfen. Sodann wird der Ersatz der »} darch ein 
k 
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und damit nach (1) 


aN ee > — om V ‘I oe, OQ 
ean Orta: Dog (18) 
= 
Nach (7) erhalten wir aus (14): 
: 1 Veen | 
Bimmer ey ae eae) 
=i 
7 ee 3 V <o gat 
Spon eae, (b) | (19) 
7= 
p o oY ran 1 = emo | 
a as er - te) | 
a 
Wir bezeichnen nunmehr 
N°) = Zahl der Atome im Grundzustand 
E V —al 20 
und Nps ar = Zahl der Tropfchen mit /-Atomen ay 


Insbesondere ist also 


= V : 
1 et ae Zahl der einfachen Atome. 
e—* ist also gleich der Zahl der einfachen Atome in einem DE BROGLIE- 
Volumen. Mit diesen Definitionen gestatten die Relationen (19) die 


Schreibweise 
Cc 

ee ie et 
welche zu einer ungemein einfachen Deutung herausfordert: Die N‘) 
Atome im Grundzustand liefern keinen Beitrag zu FE und ~. Im iibrigen 
liefert jedes der durch (20) erklarten Trépfchen sowohl zu E wie auch 
zu p den gleichen Beitrag, welchen ein einatomiges Gasmolektil nach 
der BoLttzMANN-Statistik lefern wiirde. 

Im weiteren soll der Beweis dafiir geliefert werden, dal diese 
Trépfchenbildung so real ist, wie man es angesichts der Tatsache, dal 


ein ideales Gas (ohne Wechselwirkung der Atome) in der Natur nicht 
vorkommt, nur irgend verlangen kann. Wir fiihren diesen Beweis 


fae bei extrem groBen Werten von / bedenklich, weil dann e "*k! sich bereits bei 
Ubergang von einem Niveau zum nachsten sehr stark andern kann. Derart groBe 
]-Werte spielen aber bei unserer Betrachtung keine Rolle. Eine genaue Diskussion 
dieser Verhaltnisse findet sich z. B. bei Lrerprriep, Z. Naturforschg. 2a, 305 


(1947). 
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durch Betrachtung der barometrischen Héhenformel, der Dichte- 
schwankungen und der Abstandskorrelation. 

Wir diskutieren jedoch vorweg den durch (19) (a) vermittelten Zu- 
sammenhang zwischen N und «, indem wir N als Funktion von e~* 
auftragen (Fig. 2): Da N auf jeden Fall als sehr groBe Zahl anzusehen 


1 ; : : 
ist, so kann der erste Summand ——— erst dann einen merklichen Beitrag 


Ce A 
liefern, wenn bei abnehmenden « die GroBenordnung « =1/N erreicht 
ist. Der zweite Summand verlauft fiir sehr groBe « wie V/A? e—*. Fir 
a=0, also ¢ *“= erreicht er den? Wert 


vee” Mri= Ge 
if 


23 


Unmittelbar bevor dieser Wert erreicht ist, 
wird jedoch der erste Summand entscheidend. 
Er sorgt dafiir, daB die Kurve N(«) dicht 
vor e-*=1 stetig, wenn auch ungeheuer steil 
ins Unendliche ansteigt. Praktisch sieht die 
Verkniipfung zwischen N und « danach so 
ees) ( as g) © aus: Zu jedem « zwischen oo und 0 geh6rt ein 
Fig.2. Die Teilchenzahl W in fester Wert vonN. Fir « =0 muB die Teilchen- 

poneauleret ve thermo- zahl N groBer als N* sein. Sie bleibt im iibrigen 

ynamischen Potential. 4 fi 
vollig unbestimmt. 


Dieses zunachst so paradox anmutende Verhalten ist aber gerade 
dasjenige, welches wir von einer richtigen raéumlichen Kondensation 
erwarten mussen. 


Mit dem Wert —— = tur die DE BroGLige-Wellenlange 4 wird der 


is m k 


oben erhaltene Wert von Bae 


N* = ee 2,61 . 


Es ist tblich, eine Grenztemperatur 7, dadurch zu definieren, daB 
bei T= T) die Zahl N der Atome gerade gleich N* ist, also 


N (2a mk TVs 


ae = pe ME ee oe 61. 


Fir T< T, wird also N* = ( x) N. 
Die Zahl N®) der Atome im Grundzustand ist daher 


vow(t-(3) 
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4. Das BosE-Gas im Schwerefeld. 


Die theoretische Behandlung des BosE-Gases in einem konstanten 
Kraftfeld ware mathematisch sehr unbequem. Wir approximieren 
daher das Potential des Schwerefeldes durch ein abschnittsweise kon- 
stantes Potential. Wir betrachten also mehrere tibereinander befindliche 
Behalter, welche jeweils durch ein fiir Teilchen durchliassiges Réhrchen 
verbunden sind. Nur innerhalb der Rohrchen soll eine nach unten 
gerichtete Kraft wirksam sein, innerhalb der Kasten dagegen soll jeweils 
das konstante Potential p=0; p=q,,...¢—=@y herrschen. Im einzel- 
nen Kasten tritt dann zu der kine- 
tischen Energie e, jedes Teilchens noch g-gy 
dessen potentielle Energie g, hinzu, welche 
aber fir alle Teilchen des Kastens 
den gleichen Wert hat. Unsere Formeln 
andern sich daher nur insofern, als in 
den auf den Kasten 8; beziiglichen Aus- 


Ee : P=F1 
driicken « zu ersetzen ist durch « +f Qj 
Insbesondere liefert (16) fiir die Dichte p=0 
N/V =n, der Tropfchen mit /-Atomen 
é = Fig. 3. Das Bosr-Gas im Schwerefeld. 
im Kasten R;: Die Kondensation erfolgt allein im 
gl untersten Kasten (p=0), sobald ganz 
=a Sal a ; kT. 4-3 
ae 2 hI oben die Konzentration e— ?m/"! . A— 
(™m); a 73 re c erreicht ist. 


Das ist aber genau die zu solchen Trépfchen geh6drige barometrische 
Pur 


; te ee 
Hohenverteilung. Insbesondere ist (”,);; = aa € kT die Dichte der 


Einzelatome in unserem VorratsgefaB II. 

Wir stellen uns nun vor, daB wir in der in Fig. 3 skizzierten An- 
ordnung die Gasdichte im obersten Kasten (II) durch Hereinschieben 
eines Stempels allmahlich steigern und zwar so lange, bis dort die 

aes 

Dichte 1, =sre *T erreicht ist. Dann ist im ganzen System «=O, 
insbesondere in dem ganz unten befindlichen Kasten (~—=0) die cha- 
rakteristische Teilchenzahl N* (vgl. Fig. 2) erreicht. Eine weitere 
Verringerung von « ist aber nicht médglich. Wenn wir namlich jetzt 
in II mit der Kompression fortfahren, so behalten die Tropfchendichten 
in allen Kasten den konstanten, durch «=0 gegebenen Wert 

Gt 

kT 


é 


(™); = 93/8 
bei. Das einzige, was sich noch andert, ist die Menge N Odes Kon- 
densats im untersten Kasten, welche (Fig. 2) durch den UberschuB 
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N — N* gegeben ist. Das Kondensat sammelt sich also wirklich unten 
an. Uber ihm herrscht nach (19) (c) der Sattigungsdruck P: 


op et s 1 eae 
i tae ay Sg aaa: 
[= 


Wenn wir davon absehen, daB wir der kondensierten Phase, d.h. den 
N-Atomen, kein bestimmtes Volumen zuschreiben k6nnen (unsere 
Teilchen stoBen sich ja nicht ab!), so unterscheidet sich der soeben 
geschilderte Kondensationsvorgang grundsatzlich nicht von der Kon- 
densation irgend eines Dampfes. 


5. Die Dichteschwankung. 
Nach der allgemeinen Formel (7) erhalten wir aus (15) fiir das 
Schwankungsquadrat von N: 


a. aac e& V oe aaa: 
amen Ope 
also unter Einfiihrung der in (20) erklarten N;: 
lee) 
NN’ = NO + NO?+ SBN, (22) 
=1 


Wenn die N-Atome sich unabhangig voneinander bewegen wiirden, so 

hatte man auf der rechten Seite einfach N = N) 4+. S'] N, zu erwarten. 
i=l 

Wir wollen zeigen, da (22) gerade dann zu erwarten ist, wenn die 

Atome zu Tropfchen zusammengeballt sind. 

Zu dem Zweck betrachten wir ein sehr groBes GefaB vom Volumen V’, 
welches M; Trépfchen mit 7 Atomen enthalten médge (j=1, 2,...). 
Innerhalb V’ sei ein kleines Volumen V abgegrenzt (_V/V'’=). Wir 
fragen nach der Wahrscheinlichkeit w(N,... N,...) dafiir, in V gerade 


j 
N,-Trépfchen mit 7-Atomen zu finden. Offenbar ist 


Hier bedeuten 


V V 
(Nah Wiest 0 Yoccie ation We a eae 


Es ist zweckmaBig, fiir die nun folgende Rechnung die p,; und q zu- 


nachst als unabhangige Variable zu betrachten. Die Summe iiber 
alle w ist 


Me 


w(Ny,...N,...) = [1 (p; +9)" = Wf, 9). 


alle N; = 7 
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Nunmehr berechnen wir die Erwartungswerte fiir 
Ne ys jN und N2= (2: J Ni). 
Offenbar ist . 
N =>) (N, +2N, +3,Ny +-+-) w(M, Ny,...). 


Unter Benutzung des pherptots 


R=(p,~ Op, nine $i +3 Ps 5s ae | 
und der soeben erklarten Funktion W(f,, g) wird 
N=RW und N2=R?W. 


Die einfache Durchrechnung ergibt 


ae M 2p M, | z 

N={ oe Eee 
fit - Pot q as 

Ae JRW+! Py MM, rea PiM | ( P.M, 2M, 7 +} Va 
a la+4 (+9)? | é Pot 4 (Pe + q)° r Mie 


Erst jetzt setzen wir 1;=~, g=1—p und W=1. Damit erhalten wir 
N= pS iM; N?=N2+p(1-9 ) 7M. 
Im Limes <1 aie mit der Abkirzung 
pM, = N, 
fiir die Zahl der j-Trépfchen in V wird also 


au N, und )2—WN apap N,. (23) 


Solange wir oberhalb der Sattigung sind (N°) =o), ist diese Formel 
identisch mit (22). 

Befinden wir uns andererseits im Sattigungsgebiet und ist daher 
N) >> 1, so kénnen wir in (22) N) neben N°? vernachlassigen. Alsdann 
wiirde ein Vergleich von (22) und (23) besagen, daB sich hinsichtlich 
der Dichteschwankungen die kondensierte Phase verhalt wie ein einziger 
Riesentropfen von N‘°)-Atomen. 


6. Bemerkungen zur Entropve. 
Fiir die Entropie S fiihrt der Vergleich unserer Formeln (5a) und 
(8) unmittelbar auf 


~S=W+PE+aN. 


Um also S als Funktion von T, V, N zu erhalten, hat man in 


ee ee cae (24) 


Rk 
j=1 
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die GroBe « mit Hilfe von 


oe al h 
1 ve eee ee 
Le a a = ee 3 2a mkT 


Fi 
einzusetzen. Man erhalt die beiden bekannten Grenzfalle: 
V V V 
Das verdiinnte Gas (« ah a a Nundiy = ee also a =In5, aE 
5 V 
S=kN {= + In sri} (25) 


Daraus entnimmt man z.B. leicht den Wert der ,,Entropiekonstanten™. 

Im Kondensationsgebiet dagegen (e*—1 = 1/N) bleibt fiir groBe 
Werte von N in (24) allein der letzte Summand wesentlich. Darin ist 
a —=0 zu setzen. Bei gegebenem T und V wird daher S im Konden- 
sationsgebiet von N unabhiangig. Die kondensierte Phase liefert keinen 
Beitrag zur Entropie. Nach (24) wird einfach 


co 
S=§RN, (26) 

i=1 
wofiir man unter Einfiihrung der Kondensationstemperatur auch 
schreiben kann 


5 (IP NE 
S= > RN 0,514 (5) (T<T) (26a) 
[hie ist 0,544 = aa 


Es ist interessant zu bemerken, daB in S(7, V, N) nach (24) T und V 
nur in der Kombination T V# auftreten!. Weiterhin folgt aus (26) 
und (26a), daB im Kondensationsgebiet (7 < Yj) bei einer adiabatischen 
Volumenanderung sowohl N() wie auch die einzelnen N, sich nicht 
andern. Der gesdattigte Dampf bleibt ber einer adiabatischen Kompression 
gesdttigt. Dieses Resultat ist aufs engste verkniipft mit der in der 
Theorie der Hohlraumbestrahlung gelaufigen Tatsache, daB eine schwarze 
Strahlung bei adiabatischer Kompression schwarz bleibt. In der Tat 
konnte KAEMPFFER?® zeigen, daB man nur fiir die «, (17) die relati- 
vistische Energieformel einzufitihren braucht, um in den Grenzfallen 
mc? >kT die tibliche Theorie des Bost-Gases, im Fall mc2-—>0 da- 
gegen diejenige der Hohlraumstrahlung zu erhalten. Beim Grenz- 
ubergang m->0 riickt die Kondensationstemperatur 7, zu immer 
hdheren Werten, so da die Hohlraumstrahlung als ein Bosr-Gas 
angesehen werden kann, welches sich immer unterhalb der Konden- 
sationstemperatur befindet. Unserer Zahl N) der entarteten Atome ent- 
spricht hier der unbegrenzte Vorrat von ,,Lichtquanten der Energie Null. 

' Die durch (9a) erklarte spezifische Entropie s ist eine Funktion der einen 
‘an : =v/A5; Fir TST, wird s=k (}+1n2), fir T< T, dagegen 
Ss (ere ithe 4. 

2 ioe B.: Z. Physik 125, 359, 487 (1947). 
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Die Kondensation des idealen Bose-Gases 
als rdumliches Phinomen Ii. 
Von 
GUNTHER LEIBFRIED. 
Mit 1 Figur im Text. 
(Eingegangen am 1. April 1950.) 


Die Abstandskorrelation fiir ein ideales BosE-Gas wird abgeleitet. Auch hier 

ergibt die Trépfchenvorstellung ein vollkommen zutreffendes Bild. Die Berechnung 

der thermodynamischen Funktion Y (Teil I) wird auf dem Wege iiber die SLATER- 
Summe quantitativ ausgefiihrt. 


Einleitung. 

In Fortfiihrung der vorstehenden Arbeit befaBt sich diese Notiz 
mit der Abstandskorrelation. Unter der Abstandskorrelation D(r) 
verstehen wir die Teilchendichte (Anzahl je Volumeneinheit), welche 
man im Mittel von einem hervorgehobenen Atom aus im Abstand 7 
miBt. Bei statistisch unabhangiger Raumverteilung ware D (rv) konstant 


gleich ers) Fiir das ideale BosE-Gas ist D(r) von LONDON} mit 
dem folgenden Ergebnis berechnet worden: 

I) == Des 2 (1) 
Dabei ist D,, die in groBer Entfernung ermittelte Dichte: 


co 


N—1 1 VeMVe= = 
1h ——: > Ja 
si U NV iE ( ) 


t=1 


und D’(r) der eigentlich interessante, entfernungsabhangige Anteil: 
mr? 
ae aie 


ape a a (1b) 


Mat 


2 


Die Verteilung ist in Fig.1 qualitativ dargestellt. In der Nahe 
eines hervorgehobenen Atoms findet man im Durchschnitt mehr Atome 
als der Gleichverteilung entspricht, in groBer Entfernung hegt die 


+ Die Bezeichnung der GroBen ist dieselbe wie in TeilI, Diese Arbeit wird 


im folgenden immer mit I zitiert. 
1 Lonpon, F.: J. chem. Phys. I1, 203 (1943). 
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Dichte deswegen etwas unter dem Gleichverteilungswert. Die Gl. (1) 
gelten nur fiir Temperaturen oberhalb der Kondensationstemperatur, 
also fiir ungesattigten Dampf. Auf diesen Fall wollen wir uns fiir das 
Folgende auch beschranken. Zum besseren Vergleich mit den spateren 
Ergebnissen schreiben wir D’(r) in einer etwas anderen Form: 


Et de l 


y loo) 1-1 ; a" Es i 
f = — Nes —= = or ae (e 
ee Nis ) d ; {s (1— s)}* 
1=2 s=1 


Fig. 1. Dichteverteilung D(r) um ein herausgegriffenes Atom im idealen Bosr-Gas. 


Man gewinnt diesen Ausdruck durch eine einfache Umformung der 
Doppelsumme in (1b), indem man die Terme mit konstantem Faktor 
bei « zusammenfaBt. 

Fiir den in Fig. 1 schraffierten UberschuB in der Umgebung eines 
Atoms folgt aus (1c) sofort: 


fDO—De) 4a dr = = (2) 
0 


wo die N, die in {I (20)] erklarte Anzahl der Trépfchen mit 7 Atomen 
ist4. Diese Formel folgt aber unmittelbar aus unserem Trépfchenbild. 
Denn in der Umgebung eines Atoms in einem /-Trépfchen befinden sich 
doch /— 14 Atome mehr, als der Dichte in groBem Abstand entspricht 
Es gibt aber gerade / N; solcher Atome. In (2) steht also gerade der 
danach im Mittel zu erwartende Uberschu8. Auch dieses Ergebnis 
zeigt in anschaulicher Weise die Realitat des Trépfchenbildes. Wir 
werden sehen, da auch die komplette Abstandskorrelation quantitativ 
aus der Tropfchenvorstellung abgeleitet werden kann. 
—al 
TN) = 3° Sa jeder Term in der Summe iiber/ liefert bei der Integration (2) 


a lee) 
den gleichen Wert (3/2. Ferner ist N = J N,. 
l=1 
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A bleitung der Abstandskorrelation aus der quantenmechanischen Definition}, 


Wir gehen aus von den méglichen ScHRODINGER-Funktionen in 
einem Periodizitatskasten der See ai HES Gee eh 
ae 


v(t, (3a) 


@ vertritt dabei die drei ganzen Zahlen m,, m, und m; und f, ist eine 


Abkiirzung fiir den Vektor a (M1, My, M3). Betrachten wir 2 Teilchen 


in den Zustanden g und a, so ist die richtige, symmetrische und nor- 
mierte Wellenfunktion: 


5 WPe(ta) Po(te) + Yo(te) Yo(tr)} fiir 9 +o 


Nye 
Sih] 


Wo, g (Yas ta) = (3b) 


1 P 
vy Ye (ty) Wo (Te) fir @=o. 
Die Wahrscheinlichkeit P,,(t,, r2) dt; drz, nunmehr in dr, und at, je 
ein Teilchen vorzufinden, ist durch das Absolutquadrat von (3 b) gegeben: 
gis t2) = Wo, Alia tells (4) 
also mit (3a u. b): 


12: Y,, %.) ==> 
ao (C1 2) v? \4 fir 40 =s6. 


1 + cos (f, —£,) (x. —r fiir o 
1 | ( 0 ) (ty 2) 0 = (4 a) 
Befinden sich N Teilchen in V und sucht man nun die Wahrschein- 
lichkeit fiir das Antreffen je eines Teilchens in den Volumelementen 
dr, und dr,, so hat man (4a) tber alle modglichen Zustande unter 


Beriicksichtigung ihrer Besetzungszahlen 1, (mit Deis = zu mitteln. 


Das Gewicht fiir ein P,, ist 1,(”,—0,,), denn das ist die Anzahl der 
Moglichkeiten, einen Zustand 9 mit einem Zustand o zu kombinieren. 
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich so zu?: 

zm (ng — Gag) oa (eas ba) 
(ty, Te) = D Np (%q — 5p) e oee? (5) 


9,0 


ri 


a+ Myon 


also mit den Werten (4): 


1 . 
Pry scone (ls = a 4 Fy ae dM Ng, COS bin apie ) (a) (5a) 
0== 6 
Diese Verteilung ist nun noch einmal iiber alle thermisch angeregten 
Zustande unter Beriicksichtigung ihrer Gewichte zu mitteln [I (42)]. 
1 Die Ableitung ist im wesentlichen mit der von Lonpon (I. c.) identisch, 
wird aber durch die Einfiihrung des vorgegeben chemischen Potentials etwas 


einfacher. 

2 Dasselbe Ergebnis erhalt man natiirlich, wenn man mit der richtigen Eigen- 
funktion von N Teilchen mit den Besetzungszahlen m,...,... das Absolut- 
quadrat bildet und dieses iiber alle Koordinaten bis auf r, und 1, integriert. 
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Oberhalb der Kondensationstemperatur sind die Schwankungen von N 
klein und wir diirfen N durch N ersetzen. Ferner ist exakt 1,1, =, Ne 
fiir 0 +++. Die gesuchte mittlere Wahrscheinlichkeit ist dann einfach: 


1 1 
Pry... (tas Ta) = \! e aia [2% Me Ne COS (f, —1,).(t rs) — bm 
Die m, sind nach [I (14a)] gegeben zu: 
o 1 
i eo (7) 


o+e 
ul 


Die Dichtefunktion D (r) geht aus (6) durch Multiplikation mit (N — 1) V 
hervor, also 


2 xn 
Dy ete — + <4 — ) Fi, £08 (Fy te} (8) 


N(N—1)  N(N—1) 45 


2 4a 


Ersetzt man noch die Summation iiber @ durch eine Integration tiber 
f,, was oberhalb der Kondensationstemperatur zulassig ist, so ergeben 
sich fiir D genau die Gl. (1). D’(r) ist dabei der durch die Doppel- 
summe gelieferte Anteil. 

Wir wollen den Ubergang von © zu (1) an Hand von D’ kurz erlautern. Zer- 


legt man die Doppelsumme ))%, 7, cos (f,—f,)r in 2) 7%, 7, {cos f,r cos f, r+ 
Q;, 6 o@ 

sin f,r sin f, tr}, so kann man den zweiten es streichen, da die 7, nach (7) 

onop in t, sind. Also: )%, ”, cos (f, — f;)1 = {2% n, cos f, r}?. Die Summe 


0, 6 
uber @ wird nun durch ein Integral ersetzt: 
co 


Ya geo yeas V cos fr he V 4nk2dk  sinkr 
OlaaeerhsO 2 Re Se ANG: 2 pe 
; (27)8 ate (20)8 on aly ky 
Cnr —1 err in 
0 
Mit 
; foe) © +4, Lk? at 2 nr 
— Dye OE nd i! ksinkve * dk=—7™ ee 
te I=1 5 73 [2 
4 

é = il 

wird endgiltig a et 
la —— 
V 2 1H? 
SF Ney oe ay a 
und damit nach (8) D’(7): 
cs ale ee ; 
V a 
D’ (") == > : 
Nis |— i 
was mit (1b) tibereinstimmt. 
+ Lonpon, F.: [J. chem. Phys. I1, 203 (1943)] benutzt diese Beziehung auch 


bei festem N, ebwohl sie in diesem Fall nicht streng richtig ist. Doch sind die 
Abweichungen in jedem Fall so klein, daB sie nichts ausmachen. 
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Ableitung der Abstandskorrelation aus dem Trépfchenbild. 


Legt man die Trépfchenvorstellung zugrunde, so kann man D 
ebenfalls ermitteln. Denken wir uns die D entsprechende Dichte- 
verteilung d;(7), bei welcher nur die in einem /-Trépfchen befindlichen 
Atome beriicksichtigt werden, gegeben, so laBt sich D sofort hin- 
schreiben, 


D(r) == —. (9) 


mit d,(7)=0. Denn die Verteilung fiir ein Atom eines /-Trépfchens ist 
gerade d,(v) unter alleiniger Beriicksichtigung des Trépfchens selbst, 
wahrend alle anderen Atome zu einer gleichmaBigen Dichteverteilung 
ae 

= es Veranlassung geben. (9) beschreibt dann einfach die Mittelung 


uber alle vorhandenen Atome. a 
Der Term D,, ist nach (9) durch —. > (N —1)lN, gegeben. 
Nar 
Setzt man die Werte fiir N, ein, so erhalt man genau (1a). Auch die Be- 


deutung der Beziehung (2) wird jetzt sofort klar, da ja fd,(r) 4a 72 dr 


gerade 1—1 ergeben mu8. Das Problem ist die Beeecheane der 
GréBe d,(r). Gliicklicherweise kann man aus den Arbeiten von KAHN 
und UHLENBECK! unmittelbar die Struktur innerhalb eines Trépfchens 
angeben und daraus d, ermitteln. 


Wir behaupten, daB die Wahrscheinlichkeit, in einem /-Trépfchen 
Teilchen 1 in dr,... und Teilchen / in dr, anzutreffen, gegeben ist zu: 


j EEE 2 PAE phate) 
18 — sa iataat at * 7} 


W (ty,-.-.t)dty-..d= say? us dt,...dv, (10) 


7,; steht dabei als Abktirzung fiir |r;—t,|. Diese Form der Verteilung 
kann man aus den KaAunschen Formeln unmittelbar ablesen?. 


1 Kaun, B.: Diss. Utrecht 1938. Kaun, B., u. G. E. UHLENBECK: Physica, 
Haag 5, 398 (1938). Vgl. auch den nachsten Abschnitt, wo die KAHN-UHLENBECK- 
schen Rechnungen fiir konstantes chemisches Potential streng durchgefiihrt sind. 

2 Eigentlich miiBte man diese Verteilung noch beziiglich der Koordinaten 
symmetrisieren und dann von einer Wahrscheinlichkeit sprechen, die sich nicht 
auf die Teilchen, sondern auf die herausgegriffenen Orte bezieht. Wir ziehen 
diese anschaulichere Formulierung vor, weil sie hinsichtlich der Bestimmung 
von d, jedenfalls dasselbe Resultat liefern mu8. Die Konstante vor der e-Funktion 


in (10) sorgt fiir die Normierung auf 1. 
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Halten wir nun Teilchen 1 fest und fragen nach der Wahrschein- 
lichkeit dafiir, daB Teilchen Nr.j sich in einem Volumelement dt 
(t=r,—1,) befindet, so ist diese offenbar gegeben durch: 


P, (ry) dv =V de- f Wadt,...dt;_ 1 4t;41.-. dt. (11) 


Die gesuchte Verteilung d;,(r) ergibt sich durch Summation von (11) 
itber alle j + 4, da es ja gleichgiiltig ist, daB wir gerade das erste Teilchen 
bevorzugt herausgegriffen haben. Also: 


Die F,; lassen sich elementar berechnen!: 


3 ur? 1 
2 eae : 
IAG) = = 4 Re ee CC Sis) (13) 
1) Bigot 
und damit erhalt man fiir d,(7) 
tad) 4 eee 
rE 2 A s(l=s) (14) 
MY) = oe 2 rig eh ps 


Wie durch Vergleich mit (9) und (1c) folgt, ist dies genau das richtige 
Ergebnis. Auch die Abstandskorrelation kann also aus dem Trépfchen- 
bild vollkommen beschrieben werden. Gleichzeitig erhalt man eine 
Angabe tiber die Verhaltnisse im Trépfchen selbst. 


Die Struktur eines solchen Bose-Trépfchens ist nicht die eines 
normalen Flissigkeitstr6pfchens. Man erkennt dies schon aus (10). 
Die einzelnen Teilchen im Trépfchen sind nur durch eine ringformige 
Bindung verkettet, wahrend in einem Wassertrépfchen wenigstens 
alle benachbarten Molektile eine Bindung eingehen. Fiir ein Wasser- 
trépfchen mit J Molekiilen ware der Radius proportional zu /'. Man 
wird vermuten, da die mittlere Ausdehnung der BosE-Trépfchen mit 
einer héheren Potenz von / geht, die mittlere Dichte also mit wach- 
sendem / abnimmt. Diese Vermutung erweist sich als richtig. Man 
kann namlich, wenigstens fiir groBe J, die Summe (14) naherungsweise 
auswerten. Sowie 7 nur etwas gréBer ist als A, liefert der Term mit 
s=1/2 in der Summe den gr68ten Beitrag. Man wird also naherungs- 
weise 


4nr? 


d(r)=Ce * (14a) 


setzen kénnen. Die Konstante C bestimmt sich aus der Normierung 
von d; auf J/—1. Auch bessere Annaherungen ergeben praktisch die 


1 Vel. B. Kaun, Diss. Utrecht 1938 und den letzten Abschnitt. 


Die Kondensation des idealen Bosr-Gases als raumliches Phinomen aja 139 


gleiche Abhangigkeit von y. Der etwa durch die Halbwertsbreite der 
e-Funktion (14a) definierte Radius des Trépfchens ist proportional zu 
lt, Dabei spielt fiir diese rein qualitative Definition des Radius der 
Unterschied zwischen d und der wahren Dichte keine Rolle!. 


Ableitung der Grobe Y aus Teil I iiber die SLATER-Summe. 


In diesem Abschnitt wird die GréBe Y [I (6)] auf dem Wege tiber 
die SLATER-Summe berechnet werden. Im wesentlichen ist dieser Weg 
bereits von Kaun? durchgefiihrt. Doch wird die Rechnung bei vor- 
gegebenem chemischen Potential (x) wesentlich einfacher und durch- 
sichtiger. Zudem kann, was bei KAHN nicht geschehen ist, das Problem 
streng gelost werden. Ferner werden wir erst bei der Durchfiihrung 
. der Rechnung erkennen, woher der Ansatz (10) fiir die Dichteverteilung 
im Trépfchen stammt. 

Die GroBe Y war definiert durch 


= In > if. dE G(E, N, V) e-RE—aiN | 
N 


Wir bilden zunachst einen Ausschnitt aus der Summe iiber N, welche 
zu einem festen N gehort, betrachten also die GrdBe 


Zy=fdEGe-£ oder auch Zy= ie *%i, 
7 


wobei unter E; die einzelnen, quantenmechanisch méglichen Energie- 
terme des Gesamtsystems von N Teilchen mit dem Gewicht 1 ver- 
standen sind. Diese GréBe, die sog. Zustandssumme, kann man wie 
folgt umschreiben: 


Lapel bt >, Zh Ry [greys monte)? (An Stoo P tye (15) 
} 


Die 9;(t,,--., ty) sind dabei die Eigenfunktionen zu E; und da diese 
auf 1 normiert sind, so ist (15) trivial. Der Integrand ist nach der 
Art seiner Herleitung identisch mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung 
des betrachteten Systems im Ortsraum Wy f. 

Speziell fiir ein ideales Gas mit BosE-Statistik haben wir folgende 
Verhaltnisse: Die Eigenfunktionen eines einzelnen Atoms in einem 
Periodizitatskubus der Kantenlange L(L?=V) sind: 

h2 


y(t) = e‘o* mit der Energie «= —— R?. (16) 


2m 

1 Mit (14a) kann man auch die wahre Dichte im Trépfchen ermitteln. Der 
einzige Unterschied ist, abgesehen von der Konstanten G, daB die 4 im Expo- 
nenten von (14a) durch eine 8 ersetzt ist. 

2 Kaun, B.: Diss. Utrecht 1938. 

+ SvaTeER, I.C.: Phys. Rev. 38, 237 (1931). Man nennt W,, auch die SLATER- 
Summe. 
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Eine mégliche Eigenfunktion des Gesamtsystems von N Teilchen ist 
vollstindig beschrieben durch den Zahlensatz 1... --+; wobei 7, 
angibt, wieviel Zustande @ besetzt sind. Die Energie des Gesamt- 
systems ist damit E;,= >) m, €, mit 2, ”,=N. Definieren wir 

2 oe 


Pry... (Cd --- ty) = Yo (ty) --- Po (tn,) Yi (tn, +1) Yi (Un,+0,) tee 


so hat die richtige, symmetrische und auf 1 normierte Eigenfunktion 
za dem Satz #,...%,... die Form 


Pry. - (Uys tn) = (UD os Pry... (EP, het tpy) : (17) 
0 iS P 


P.... Py ist dabei irgendeine Permutation der Zahlen 1... N und die 
Summe durchlauft alle mégliche Permutationen P. Da (17) richtig 
normiert ist, erkennt man sofort, da 


1 
f ary i eee i — NIT ig! i dty paps neg (tp, ate :) Pry... (UPL eee tpx) . 


Auf der rechten Seite kann man >’ durch N! ersetzen, da man jede 
= 

Permutation P’ durch Umbenennung der Integrationsvariablen auf die 

identische Permutation zuriickfiihren kann, wobei dann >) immer noch 


alle Permutationen durchlauft. Damit ist z 
1 
[ary \Priau(7 a Ty, nerf 4 2 Wh ehUP, oe 4) Deana, eeey tw) re 


Hier geben wegen der Orthogonalitat der Eigenfunktionen nur die- 
jenigen Permutationen P der Summe einen Beitrag, bei denen ledig- 
lich die Koordinaten untereinander permutiert werden, welche in 
Wn,...(ty, +++ Ty) In gleichen Eigenfunktionen stehen. Das ergibt fiir das 
Integral wegen der Normierung der Eigenfunktionen den Wert [] ™,!, 
so daB also (17) auf 41 normiert ist. 

Bei der Berechnung von Wy haben wir die Funktionen (16) ein- 
zusetzen 


—6 Din, € 
Wrltistr)= Die © 9 |p... (tree) P (18) 
also mit (16) und (17) ~ 
eu BRE o» 
v » R) (a= yee) minor RK] 
YS ay oy a ; (18a) 


6 se Pip 


Die 8, sind dabei eine durch 1 ... m, ... gegebene feste Auswahl aus den 
méglichen Werten der f,. (Etwa 2, =®,=:-:=8,, 


ty Ray S07 aa 
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Kim, = fy usw.) Nun kann man auch iiber die §, unabhangig sum- 
mieren, indem man die einzelnen &, unabhangig alle méglichen Werte 
der f, durchlaufen l4Bt. Man erhalt dabei immer einen in der Summe 


uber m)...%,... vertretenen Zustand. Doch hierbei wird ein durch 


: 
My... beschriebener e?nfacher Zustand durch Fat Punkte im Raume 
Ny? 


= Q 
der (S,, &,,..., ®y) vertreten. Man kann also erst dann die Summe 
uber die m)... durch die unabhangige Summation iiber die R, ersetzen, 


wenn man jeden Term zuvor mit ee multipliziert. Auf diese Weise 


| 
Q 


(ip Ae ., 
Wy =< MHDS ae aes (19) 


Wine 
PP’ 1=1 


hebt sich gerade der st6rende Faktor rat heraus und es ist: 
n 


Ersetzt man noch die >’ durch N! 


P’ 
_ Wwe 
ik ( tp —t/) KR? 
Wy = = Se (*P, !) 2m 
N VN NI o | ip (20) 
und die Summation tiber & durch eine Integration iiber age a8. was 
oberhalb der Kondensationstemperatur gestattet ist}, 
; WB, ; : 
Be. pee 2m an l g BREET. ee eS (21) 
ar 28 22 mkT 
so erhalt man fiir W, den einfachen Ausdruck 
N 
4 - 2 


P 


Teilt man die Permutation P in Zyklen der Lange / ein und sei M, 
die Anzahl dieser Zyklen, so ist fiir eine vorgegebene Verteilung der 
M, die Zahl der zu dieser speziellen Verteilung passenden, verschie- 


denen Permutationen gleich __' ___ DPabei ist die Nebenbedingung 
TDN d 

aE Mi=N zu Pe cicicidiven, In jedem Zyklus sind die vorkom- 

aeeeee Koordinaten nur unter sich verkniipft. Daher zerfallt die bei 

1 Die Richtigkeit des Ubergangs von > nach N! erkennt man daran, daB 


(20) gegen Permutationen der hinteren Indizes invariant ist. 
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der Bildung von Zy benétigte Integration in lauter Produkte tuber 
einzelne Zyklen. Der ortsabhangige Anteil in W,, der zu einem Zyklus 
der Lange / gehort, ist durch 


ae (fattest +t] th) (23) 
gegeben. Offenbar ist diese GréBe nach Art der Herleitung zu identi- 
fizieren mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Teilchen in einem 
Tropfchen mit / Atomen. Definieren wir das Zyklenintegral?: 


4 


Sa (7 gtr? au eee vj3! 
faue # rere =A, (24) 
]2 73 
so wird 


mit )/M,=N. Fihrt man nun noch die zur Bildung von Y notige 
1 


Summation iiber N durch, so wird man von der lastigen Nebenbe- 
dingung frei 


und mit der Abktirzung /,=—> = ; erhalt man fiir 
ae 
5, PR ates 
Wow In Wodaee > teal (27) 
N=0 = 


genau den Wert von ¥ in {I (16)] mit dem dort angegebenen Wert 
von /;, bei dem ebenfalls die Summe durch ein Integral ersetzt wurde. 
Man kann aber ebenso leicht die Rechnung streng durchfiihren, 


ohne daB man schon in (20) die Summation iiber § durch eine Inte- 
gration ersetzt. Definieren wir die Funktion 


IDG = INC — aR? i = WB 
v(t) de mit res i (28) 
so wird aus Wy 
1 
Wy =x Dt)... (tg, —ty) (29) 


1 Zur Auswertung vgl. Anm.1 auf S. 143. 
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Genau wie beim Ubergang von (22) zu (25) kann man hier die Permu- 
tation in Zyklen zerlegen und mit 
B,= fat, F, (t2—%) F,(ty—19) ... E(t, — ti) (30) 


wird aus Zy 


ra ID, : 
Ex 7, al M,! G1) 
M, I 
Ferner mit der Abkiirzung =) =f, 
ee peek (32) 


Das Zyklenintegral (30) laBt sich mit der Darstellung (28) leicht aus- 
werten. Betrachten wir zunachst die Integration tiber 1, in (30) 

f dt, F (t2—1) Fits) = fdr ee Be we eke bk ce ae 

&, R’ 

Man erkennt sofort, daB das rechts stehende Integral nur fiir W = 
von Null verschieden ist, wenn wir tiber das Periodizitatsvolumen V 
integrieren. Fiir %{ =’ kommt aber r, gar nicht mehr vor. Die Inte- 
gration ergibt einfach den Faktor V. Insgesamt also 


f dt, FE, (t2—t) Ee At—%) = VE, (ts). 


So kann man weiter tiber 2,3... bis / integrieren und erhalt leicht?: 
By=V'E(0)=V' 2e-™, (33) 
& 


Die GréBe f, hat dann mit der Abkirzung (28) fiir a 
ip pes y eo lak a7 Cr ea = yee 
R 0 0 


genau den exakten in [I (16)} angegebenen Wert. 


Herrn Prof. R. BECKER danke ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit, 
sowie fiir zahlreiche fordernde Diskussionen. 


Géttingen, Institut fiir theoretische Physik. 


1 In der gleichen einfachen Weise kann man auch die Integrale (24) und (11) 


auswerten. 
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Die Verfarbung von Kaliumchlorid 
auf elektrischem Wege. 
Von 
GERHARD HEILAND, Gottingen. 
Mit 14 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 1. Marz 1950.) 


Im ersten Teil der Arbeit wird experimentell gezeigt, daB nur dann eine Ver- 
farbung von Alkalihalogenidkristallen bei Stromdurchgang eintritt, wenn das 
elektrolytisch an der Kathode abgeschiedene Metall oder an der Anode abgeschie- 
dene Halogen nicht durch sekundare Vorgange (Abdampfen, Oxydation usw.) 
entfernt wird. — Ferner wird die zeitliche Ausbildung der Str6me beim FEin- 
wandern einer Farbzentrenwolke gemessen, sowie die Verteilung der Farbzentren- 
konzentration im Innern der Wolke. — Im zweiten Teil wird versucht, die Vor- 
gange rechnerisch quantitativ zu erfassen. Dazu wird eine Differentialgleichung 
fiir die Bewegung der Farbzentren im elektrischen Felde aufgestellt und fiir ver- 
schiedene Nebenbedingungen diskutiert. 


§ |. Aufgabe. 


Bei Untersuchungen uber den Mechanismus der Elektrizitatsleitung 
in festen K6rpern wurden oft Alkalihalogenidkristalle als Modellsub- 
stanz verwandt!. In reinem Zustand zeigen sie nur Ionenleitung. Ein 
stéchiometrischer UberschuB von Alkalimetall (Farbzentren) oder 
Halogen ruft zusatzlich Elektroneniiberschu8- bzw. Elektronendefekt- 
leitung hervor. Dieser stéchiometrische Uberschu8 laBt sich auf ver- 
schiedene Weise herbeifiihren. Einwirkung von kurzwelligem Licht 
oder Korpuskularstrahlen zersetzt den Kristall. Um eine stabile Ver- 
anderung zu erhalten ist es notig, den einen Partner zu entfernen, z. B. 
durch Diffusion zur Oberflache. Bei einem anderen Verfahren erhitzt 
man den Kristall im Dampf einer der Komponenten. Diffusion fiihrt 
dann zu einem Uberschu8 der betreffenden Komponente. Es diffun- 
dieren geladene Teilchen. Durch ein elektrisches Feld 1aBt sich daher 
der Diffusionsvorgang beeinflussen. Daraus folgt ein weiteres Verfahren, 
mit dem sich diese Arbeit befaBt. Ihre Ergebnisse sind voraussichtlich 
nicht ohne Bedeutung fiir die Verhaltnisse bei anderen Halbleitern. 
Ahnlich wie bei den Alkalihalogeniden kann auch dort ein Abweichen 
von der stéchiometrisch richtigen Zusammensetzung zu Elektronen- 
leitung fiihren. Ist neben der Elektronenleitung eine, wenn auch ge- 
ringe, Ionenleitung vorhanden, so kann diese durch die im folgenden 
behandelten Riickwirkungen auf die Elektronenleitung trage Anderungen 


Se detoysan, IR Wiss Jeni 74, BMS BS (1938); zusammenfassender Bericht. 
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der Leitfahigkeit verursachen (z.B. Formierung von Trockengleich- 
richtern). 


Legt man an den erhitzten Alkalihalogenidkristall ein elektrisches 
Feld und beniitzt als Kathode eine Platinspitze, so dringt eine blaue 
Wolke aus Farbzentren von der Kathode ausgehend in den Kristall 
ein?. Nachdem die Front der Farbzentrenwolke die Anode erreicht 
hat, nimmt die Tiefe der Farbung noch zu. Mit der Einwanderung der 
Farbzentren steigt der Strom bei konstanter angelegter Spannung. Die 
Leitfahigkeit des Kristalles nimmt zu. SMAKULA® erhielt mit einer 
Platinspitze als Kathode stationare Stréme. Aus optischen Messungen 
schloB er auf eine homogene Verteilung der Farbzentren in Feldrichtung. 
Die ersten quantitativen Messungen zur elektrischen Verfarbung hat 
KARABASCHEFF durchgefiihrt’. Er verwandte als Kathode eine fliissige 
Kaliumelektrode oder eine Platinspitze. Aus den Messungen folgte bei 
konstanter Spannung U: di/dt=C-U*. Aus einer theoretischen 
Betrachtung findet KARABASCHEFF fiir die Konstante C den Wert 
C=F vx,/3/; hierbei ist F der Kristallquerschnitt, v die Beweglichkeit 
der Farbzentren im elektrischen Feld, x, die Ionenleitfahigkeit des 
reinen Kristalls und / die Kristallange. Eine befriedigende Deutung, 
warum bei bestimmten Kathodenarten eine Verfarbung eintritt, bei 
anderen dagegen nicht, wird von KARABASCHEFF nicht gegeben. Er 
fiihrt als ,,elektronenliefernde’’ Kathoden an Platten aus elektro- 
positivem Material oder Spitzen aus beliebigem Metall. Als ,,Sperr- 
elektroden*‘ werden genannt Platten aus Platin oder Chromnickel?. 


Eine neue Erklarung fiir die Experimente von KARABASCHEFF hat 
Motiwo® gegeben: Die einwandernden Farbzentren werden von dem 
elektrolytisch an der Kathode abgeschiedenen Alkalimetall geliefert; 
wird dieses durch Sekundarreaktionen gebunden oder dampft es 
weg, so tritt keine Verfarbung ein, bleibt es erhalten, so findet eine 
Einwanderung von Farbzentren statt. Nach dem Mechanismus der 
Elektronenersatzleitung kann auch das anodische Abscheidungsprodukt 
in den Kristall einwandern (z.B. J in KJ). Fir den Gebrauch in 


1 GuppEN, B.: Erg. exakt. Naturwiss. 3, 116 (1924). — Pout, R. W.: Natur- 
wiss. 20, 932 (1932). 

2 Smakura, A.: Nachr. Ges. Wiss. G6ttingen, math.-physik. Kl., N.F. 1, 
55 (1934). 

3 KaRABASCHEFF, N.: Z. Physik 118, 718 (1942). 

4 Hirscu, R., u. R. W. Pout: Z. Physik 111, 399 (1938). 

5 Motiwo, E.: Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, math.-physik. Kl. 1943, H. 3, 
89. Besonders sei auf die Abb. 4a verwiesen. Sie zeigt die Photographie eines 
K J-Kristalles mit zwei eingepreBten spitzen Elektroden. Man sieht gleichzeitig 
von der Kathode Kalium, von der Anode Jod wolkenférmig in den Kristall ein- 
dringen. Beim Zusammentreffen vereinigen sie sich wieder zu farblosem KJ. 
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dieser Arbeit sollen hier zwei Begriffe eingeftihrt werden: Wahrend 
an einer ,,FluBelektrode‘‘ das elektrolytische Abscheidungsprodukt 
(Alkalimetall oder Halogen) erhalten bleibt und in den Kristall ein- 
wandern kann, wird es an einer ,,Sperrelektrode“ durch Sekundar- 
reaktionen oder Abdampfen beseitigt. Nur die Elektronenleitung wird 
also ,,gesperrt‘‘, aber nicht die Ionenleitung. 


Zur quantitativen Anwendung der elektrischen Verfarbung bleiben 
noch folgende Fragen zu klaren: 


14. Welchen Einflu8 haben verschiedene Elektrodenarten auf den 
Verfarbungsvorgang ? 


2. Unter welchen Versuchsbedingungen erhalt man stationare Str6me 
und wie groB sind sie? 


3. Wie sind die Farbzentren im Kristall verteilt? Ist homogene 
Verfarbung méglich ? 


§ 2. Versuchsanordnung. 


Die experimentellen Aufgaben waren: Die Messung des zeitlichen 
Verlaufes des Stromes und der Spannung wahrend der Verfarbung 
und die optische Bestimmung der raumlichen Verteilung der Farb- 
zentren nach Abschrecken und Spalten des Kristalles. Um zu einer 
genauen Kenntnis der Leitfahigkeit zu gelangen muBte die Polari- 
sationsspannung gemessen werden. 


Die Kristalle wurden zur Messung in einem elektrischen Rdhrenofen 
erhitzt, der mit einem Hartglas- und mit einem Glimmerfenster versehen 
war. Die Temperatur des Ofens regelte ein Thermoelement an der 
Heizwicklung tiber Spiegelgalvanometer und Photoelement. Zur Mes- 
sung der Temperatur des Kristalles diente ein weiteres Thermoelement. 
Die Probestiicke wurden aus Einkristallen gespalten, die aus dem 
SchmelzfluB gezogen worden waren. Bei annahernd quadratischem 
Querschnitt zwischen 0,2 und 1 cm? betrug ihre Lange 1 bis 2 cm. 
Im Ofen wurden die Kristalle durch Nickeldrahte von 4 mm Durchmesser 
gehalten, die an ihren Enden die Elektroden trugen. Die optischen 
Konzentrationsbestimmungen! wurden mit Hilfe eines Doppelmono- 
‘chromators und einer Photozelle mit Réhrenelektrometer durchgefiihrt. 
Fir die Untersuchungen im Vakuum diente ein Supremaxrohr in einem 
elektrischen Ofen. Die Beobachtung des Kristalles erfolgte hierbei 
durch ein Glimmerfenster in der Mitte der Langsseite des Rohrenofens. 
Die Polarisationsspannung wurde mit einem Einfadenelektrometer in 
Kompensationsschaltung gemessen. 


+ KLEINSCHROD, F.G,: Ann. Phys. 27, 97 (1936). 
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§ 3. MeBergebnisse. 
1. Wahl geeigneter Elektroden. 


Zunachst wurde der Versuch mit der Platinspitze als Kathode wieder- 
holt, aber tber langere Zeit fortgefiihrt, wahrend KARABASCHEFF nur 
1min lang beobachtete. Die Platinspitze wurde bei Temperaturen 


25 —--10-3 Amp = 
fs ms 
20 ae es ar 


Strom 


= 4 
0 50 700 min 150 
Zeit 


Fig. 1a—c. Der zeitliche Verlauf des Stromes bei konstanter Spannung (20 V) fur verschiedene Kathoden: 
Kristallquerschnitt Elektrodenabstand 


a Wolframdraht mit Supremaxglasumschmelzung F = 0,24 cm?; 7 = 0,8 cm; 
b Eingeschmolzener Platindraht F = 0,42 cm*; l= 1,2 cm; 
c Platinspitze F =70;45 em?*; Pd orn: 


dicht unter dem Schmelzpunkt 1 bis 2mm tief in den Kristall einge- 
driickt. Als Anode diente ein Platinblech. In Fig. 1c ist der zeitliche 
Verlauf des Stromes dargestellt. Nach dem steilen Anstieg, den Kara- 
BASCHEFF beobachtete, folgt ein rascher Abfall des Stromes. Die Farbung 
verblaBt, und nach einiger Zeit sind alle Farbzentren wieder ausge- 
wandert. Nach Morrwo! kann diese Erscheinung folgendermaBen 
gedeutet werden: Die stérende Sekundarreaktion, und dafiir kommt 
hier in erster Linie die Oxydation des elektrolytisch abgeschiedenen 
Kaliums durch den Luftsauerstoff in Frage, macht sich erst eine gewisse 
Zeit nach Einschalten des Stromes bemerkbar. 


1 Mottwo, E.: Siehe FuBnote 5, S. 145. 
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Um diese Erscheinung besser verfolgen zu kénnen, wurden Versuche 
mit gréBeren und besser eingeschmolzenen Kathoden durchgefihrt. 
Man kann in erhitzte Alkalihalogenidkristalle elektrisch geheizte Drahte 
einschmelzen!. Hinter dem Draht wachst der Kristall wieder zusammen. 
Die Einschmelzung ist nur gasdicht, d.h. es wird das Eindringen von 
Gas lings des Drahtes verhindert, solange der Kristall auf einer Tem- 
peratur von mindestens etwa 200° C gehalten wird. Mit einem solchen 
KCl-Kristall wurde die in Fig.1b dargestellte Strom-Zeitkurve ge- 
messen. Zunichst liefert der als Kathode dienende Platindraht auf 
seiner ganzen Lange Farbzentren. Nach etwa 10min beginnt ein 
Aufklaren an der Kathode, das von der Kristalloberflache langsam 
nach innen fortschreitet. Nach 70min hort die Einwanderung von 
Farbzentren vollkommen auf. Der Strom hat seinen Anfangswert 
nahezu wieder erreicht und der Kristall ist entfarbt. Eine mikroskopi- 
sche Untersuchung zeigt bei der Anode eine schwammige, metallisch 
glitzernde Verdickung, die beiderseits aus dem Kristall herausquillt. 
An der Anode wird Chlor abgeschieden, das mit dem Platin reagiert. 
Wabrscheinlich handelt es sich also um Platinschwamm, der durch 
die thermische Zersetzung einer primar gebildeten Chlor-Platinver- 
bindung entstanden ist. Auf der Kathode zeigt sich tiber der Kristall- 
oberflache auf mehrere Millimeter Drahtlange ein feiner gelber Nieder- 
schlag wie Bliitenstaub. Es handelt sich dabei vermutlich um das 
Verbrennungsprodukt einer Kalium-Platinlegierung, das ein gelbes 
Pulver bilden soll?. Daraus ergibt sich folgende Deutung des Versuches: 
Die Einschmelzung des Platindrahtes wird undicht. Dieser Vorgang 
nimmt an der Grenzlinie KCl-Pt-Luft seinen Anfang. Die Zerstérung 
beginnt erst bei Stromdurchgang, erfolgt also wahrscheinlich durch das 
Oxydationsprodukt von Kalium und Platin. 

Wenn diese Vorstellung richtig ist, so muB eine andauernde Ein- 
wanderung von Farbzentren durch folgende 2 Verfahren zu erreichen 
sein: 

a) Messen in einer sauerstofffreien Umgebung, 

b) Vermeiden der Kaliumabscheidung an der Grenzlinie Elektrode- 
Luft-Kristall. 

Um Stérungen durch das abgeschiedene Halogen zu vermeiden, muB 
die Anode in beiden Fallen so gewahlt werden, daB sie dem Halogen 
Abzug gewahrt. 

Bei dem Versuch a) liefern bereits leicht angedriickte Platinbleche 
im Vakuum Farbzentren. Infolge der Kaliumverluste durch V erdampfen 
ist die Konzentration der Farbzentren geringer als bei eingeschmolzener 


1 Pout, R. W.: Naturwiss. 20, 932 (1932). 


* Gmelins Handbuch der anorganischen Chemie, 8. Aufl., Bd. Platin, Teil C, 
S> SO ws, Wes. 
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Kathode. Um diese Verluste zu vermeiden, ware also auch im Hoch- 
vakuum ein Einschmelzen erforderlich. Eine Lésung fiir die Kathode 
im Sinne von b) wurde in folgender Weise gefunden: Auf einen Platin- 
oder Wolframdraht wird ein feines Supremaxréhrchen von etwa 4 mm 
Lange autgeschmolzen. In den fast bis zum Schmelzpunkt erhitzten 
Knistall wird dieser Draht so weit eingepre&t, daB die Supremaxhiille 
als Durchfiihrung durch die Kristalloberflache wirkt. Die Wolfram- 
drahte lassen sich infolge ihrer Starrheit gut eindriicken, besonders, 
nachdem sie durch Eintauchen in geschmolzenes Natriumnitrit ange- 
spitzt wurden. Zwar wird Wolfram an Luft bei den in Frage kom- 
menden Temperaturen, besonders in Gegenwart von schmelzendem 
KCl, angegriffen, aber bereits bei Temperaturen weit unter dem Schmelz- 
punkt ist die Wolframspitze bis zu der Glasumschmelzung in den 
Kristall eingedrungen. Die Erhitzung bis an den Schmelzpunkt dient 
nur noch dazu, eine gute Benetzung der Supremaxoberflache herbei- 
zufiihren. 

Als Anode soll nun eine Sperrelektrode verwandt werden. Mit dem 
bisher als Sperrelektrode aufgefiihrten Platinblech an Stelle der spitzen 
Kathode tritt aber bei sorgfaltigem Aufschmelzen noch eine Einwan- 
derung von Farbzentren auf. Wenn auch die Einschmelzung bald 
zerstort wird, wie nach den Vorgangen an Platinspitzen ohne Supremax 
zu erwarten ist, so liefern doch auch spaterhin gelegentlich einzelne 
Stellen des Platinbleches Farbzentren. Dagegen erwies sich Graphit 
als zuverldssige Sperrelektrode. Er wird von dem schmelzenden KCl 
nicht benetzt. In Luft tritt selbst bei Stromdichten von 50 mA/cm? 
keine Verfarbung auf. Bei dem Parallelversuch im Vakuum begann 
die Einwanderung mit einem nur leicht angedriickten Graphitsttick 
als Kathode bei einer Stromdichte von 3 mA/cm?. Aus diesen beiden 
Versuchen kann man auf die Rolle des Sauerstoffs schlieBen. 

Durch die Gegeniiberstellung einer FluB- und einer Sperrelektrode 
(Draht mit Supremaxumschmelzung und Platinblech oder besser 
Graphitplatte) kann man also je nach der Polung das kathodische oder 
das anodische Abscheidungsprodukt in den Kristall einwandern lassen. 
Fiir alle weiteren Messungen zur elektrischen Verfarbung wurde diese 
Anordnung verwandt. Fig.1a zeigt eine gemessene Strom-Zeitkurve, 
die nicht wieder absinkt, wie bei den Kathoden ohne Supremax- 
umschmelzung (Fig. 1b u. c), aber nur anfangs proportional der Zeit 
ansteigt und dann einem Sattigungswert zustrebt, der tiber lange 


Zeit konstant bleibt. 


2. Untersuchungen iiber die elektrische V erfarbung. 


Wir betrachten erst die Einwanderung der Farbzentren und dann 
den stationaren Zustand. Eine Strom-Zeitkurve zeigt Fig. 2. Wahrend 
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der ersten Minute bleibt der Strom konstant und man sieht auch keine 
Farbzentren. Dieser Vorgang ist bei Wolfram ausgepragter als bei 
Platin. Nachdem die Front der Farbzentrenwolke die Anode erreicht 
hat, steigt der Strom proportional der Zeit an. Die Konzentrations- 
verteilung in Feldrichtung vor und nach Erreichen der Anode ist in 
Fig. 3 und 4 dargestellt. Auch wurde die Verteilung in einem Quer- 
schnitt senkrecht zur Langsachse des Kristalles bei dem Versuchsstiick 
der Fig. 4 gemessen. 


Die elektrolytische Polarisationsspannung erreicht bei den ver- 
wendeten Temperaturen bald nach dem Einschalten etwa 3 V, im 
Mittel 2,8 V. Die am Kristall 
UA UASAee KCL wirksame Spannung ist also um 
len eae diesen Betrag kleiner als die an- 

u gelegte Spannung. 


Vanoge 
ey Der Sattigungsstrom ist ab- 
hangig von der Spannung (Fig. 5). 
Nachdem sich in 25 min ein 
stationdrer Strom eingestellt hat, 
| wird die Spannung erhoht. Dar- 
C : = #@ min ®  aufhin steigt der Strom weiter an. 
Fig. 2. Anstieg des Stromes fiir kleine Zeiten. Sat- Nach einiger Zeit tritt wieder 
Heng Hertel odenen Zeiten zu ervarien (al. Saittigung ein. Legt man nun die 
F = 0,68 cm?; / = 1,8 cm. zuerst verwandte Spannung an, so 
nahert sich der Strom wieder dem 
ersten stationaren Wert. Eine Messung der stationaren Konzentrations- 
verteilung in der Langsachse des Kristalles (Feldrichtung) zeigt Fig. 6, 
fir 730°C und Fig. 7 fiir 500°C. Die Konzentrationsverteilung im 
Querschnitt senkrecht zur Feldrichtung fiir verschiedene Abstande 
von der Kathode gibt Fig. 8 wieder (720°C), wahrend in Fig. 7 ein 
Querschnitt durch den gleichen Kristall, dessen Langsschnitt dargestellt 
ist, mit eingezeichnet wurde (500° C). 


Wird der Strom konstant gehalten, z.B. mit einer Penthode als 
Vorwiderstand, so sinkt die Spannung am Kristall zunachst und strebt 
dann einem stationdren Wert zu. Die Konzentrationsverteilung ergibt 
sich ahnlich der bei konstanter Spannung gemessenen. 


Man wird vermuten, daB fiir das Auftreten der stationaren Stréme 
2 Erscheinungen maBgebend sind, die begrenzte Léslichkeit von Kalium 
in KCl und die Diffusion der Farbzentren. Letztere fiihrt auf der 
ganzen Kristalloberflache zu einem standigen Kaliumverlust, der eine 
Erklarung fiir den Abfall der stationaren Konzentrationsverteilung von 
der Kathode zur Anode gibt. Eine rechnerische Begriindung dieser 
Annahme soll in §5 versucht werden. 


i ee 


70" cm= 


Die 


Strom 


40 ESS IGm: 20 
Abstand von der Kathode Anode 

Fig. 3. Farbzentrenkonzentration in der Langsachse 

des Kristalls vor Erreichen der Anode. U, = 77 V; 


F=0,5cm?; /=2cm; Zeit (von Beginn der 
Eimwanderung an gerechnet) ¢ = 4 min. 
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Fig. 7. Stationare Konzentrationsverteilung in der 
Langsachse des Kristalls und in einem Querschnitt. 
U, = 300 V; F = 0,53 cm*; 7 = 1,1 cm; ¢ = 100 min. 
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Fig. 4. Farbzentrenkonzentration in der Langsachse 

des Kristalls und in einem Querschnitt nach Er- 

reichen der Anode. Uy = 107 V; F = 0,64 cm?; 
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Fig. 6. Stationare Konzentrationsverteilung in der 
Langsachse des Kristalls. Uj = 8 V; F = 0,64cm?; 
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Fig. 8. im 
Querschnitt. z= Abstand von der Kathode. 
Uy = 8 V; F =0,25cm?; J= 1,5 cm; ¢ = 100 min. 
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3. Zwei Versuche zur Erlduterung des Eimwanderungsvorganges. 

Durch Kombination einer FluB- und einer Sperrkathode gegentber 
einer Sperranode ist es méglich, den VerfarbungsprozeB durch Steuerung 
der Stromverteilung zwischen den beiden Kathoden zu beeinflussen. 
Man kann die Bildung neuer Farbzentren einschranken, ganz abstellen 


Graphit 


Abb. 9. Abb, 10. 


Fig. 9 und 10. Gesteuerte Einwanderung von Farbzentren in KCl. Um die Kathode sichtbar zu machen, 

Sete a c c cQ > - es + 

wurden bei Fig. 10 die Graphitelektroden vor der Aufnahme entfernt. Temperatur 585° C, Anodenspannung 
210 V, Sperrspannung der Graphitkathode gegen die Wolframkathode — 12 V. 


und wieder ‘anlaufen lassen durch den zwischen beiden Kathoden 
flieBenden Querstrom (Abscheidung von Kaliim oder Chlor an der 
Wolframspitze). Fig. 9 zeigt ein Schema der Anordnung, Fig. 10 einen 
auf diese Weise verfarbten Kristall. Die Einwanderung wurde zwei- 
mal eingeschaltet und wieder unterbrochen. Die Tragheit bei der Ein- 
stellung stationarer Stréme kann durch Verwendung kiirzerer Kristalle 
verringert werden. Nahere Aussagen tiber 
die Kigenschaften dieser Anordnung setzen 
weitere Messungen voraus. 

Ein zweiter Versuch soll noch einmal 
anschaulich zeigen, da’ nicht die hohe 
Feldstarke an der Spitze der Kathode 
Fig. 11, Einwanderune der Farbzentren Gle Ursache der Elektroneneinwanderung 
von einer mitten im KCl-Kristall ein- jst. Man spaltet einen Kristall senk- 

geschmolzenen Platinfolie aus. — of : é 

Graphirciclemedent recht zur Langsachse, legt eine Platin- 

folie von kleineren Abmessungen als der 

Kristallquerschnitt dazwischen und schmilzt die Stiicke wieder auf- 
einander. Die Platinfolie steht senkrecht auf den Feldlinien und ver- 
ursacht keine Verzerrung des homogenen Feldes. Bei Verwendung von 
Graphitelektroden tritt an den Endflachen des Kristalls keine Ein- 
wanderung auf. Dagegen wirkt die Platinfolie fiir die eine Kristall- 
halfte als Kathode, ftir die andere als Anode. Falls die Einschmelzung 
gasdicht ist, wachst von dem Platin eine blaue Zunge auf die positive 
Graphitelektrode zu (Fig. 11). Beim Umpolen wandern die Farbzentren 
zu der Platinfolie zuriick und verschwinden hier. Nachdem das auf 
der anderen Seite der Folie abgeschiedene Chlor wieder durch Kalium 
gebunden ist, beginnt dort die Verfarbung. Auch das Halogen kann 
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beobachtet werden, wenn man den Versuch mit K J durchfiihrt. Mitten 
in dem klaren Kristall bilden sich 2 Wolken. Die blaue wandert auf 
die Anode zu, die braune, von dem stichiometrisch tiberschiissigen Jod 
gebildete, zur Kathode. 


§ 4. Theoretische Deutung fiir kleine Zeiten unter Vernachlassigung 
von Diffusion und Léslichkeit. 

I. Herleitung und Integration der partiellen Differentialgleichung. 

Zur quantitativen Deutung der in §3 behandelten Einwanderung 
von Farbzentren untersuchen wir die Bewegung von Farbzentren in 
einem elektrischen Feld. Sie wird durch eine partielle Differential- 
gleichung beschrieben, die in ahnlicher Form, wie hier, bereits von 
KARABASCHEFF hergeleitet wurde. Er integrierte sie unter den ver- 
einfachenden Annahmen, daf die Feldstarke © an der Kathode infolge 
der groBen Leitfahigkeit stets Null ist und an der Anode stets den 
Anfangswert U// beibehalt (U angelegte Spannung, / Elektrodenabstand). 
Wie die allgemeine Integration der Differentialgleichung zeigen wird, 
ist die zweite Annahme nur fiir den Beginn der Verfarbung zulissig. 
Die Rechnung von KARABASCHEFF liefert daher nur die Anfangssteigung 
der Strom-Zeitkurve. 

Wir betrachten einen Kristall vom Querschnitt / und der Lange J. 
Kathode und Anode liegen als ebene Platten auf den Stirnflachen. 
Die z-Achse lauft von der Kathode (z =0) zur Anode (z =/). Die Ionen- 
leitfahigkeit sei x;!. Also ist der Ionenstrom im unverfarbten Kristall 


4, = Fu, € =F x, Ul. 


Die Beweglichkeit v der F'arbzentren wird als unabhangig von der Kon- 
zentration angenommen?. Die Farbzentrenkonzentration (Zahl/Volumen) 
sei N,(z,¢). Es wird also eine homogene Verteilung im Querschnitt 
vorausgesetzt, entsprechend der ebenen Kathode und der Vernach- 
lassigung von FTarbzentrenverlusten durch Ausdiffundieren an der 
Kristalloberflache. — Die durch Anwesenheit der Farbzentren verur- 
sachte zusitzliche Leitfahigkeit ist dann ~,(z,?t)=aev N,(z,#). Der 
Faktor « riihrt von dem Beitrag der Ausgleichsladungen her (wahr- 


1 .EHFELD, W.: Z. Physik 85, 717 (1933). 

2 R6GENER, H.: Ann. Phys., Lpz. 29, 386 (1937). Die Beweglichkeit der 
Farbzentren mu8 unterschieden werden von der Beweglichkeit der Leitungs- 
elektronen. Uber die Verkniipfung beider gibt es verschiedene Vorstellungen: 
SMAKULA, A.: Siehe FuBnote 2, S. 145; Mort, N. F., u. R. W. Gurney: Electronic 
Processes in Ionic Crystals, Oxford 1940; MoLtwo, E.: Siehe FuBnote 5, S. 145. 
Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit sind unabhangig von der Wahl des Farb- 


zentrenmodells. 
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scheinlich Cl--Liicken). «=1-+v,/v, wobei v, die Beweglichkeit der 
Ausgleichsladungen ist. Fiir die Auswertung der Rechnungen wird ange- 
nommen, da v, angenahert gleich v ist und « =2 gesetzt?. 


Mit der Farbzentrenkonzentration hangt die Leitfahigkeit und damit 
auch die Feldstirke von Ort und Zeit ab. Die Porssonssche Gleichung 
bedingt eine Uberschu8konzentration von Ladungstragern eines Vor- 
zeichens. Ich setze nun voraus, da der durch die zeitliche Veranderung 
der Raumladungen bedingte Strom klein ist gegentiber dem Gesamtstrom 
und daher vernachlassigt werden kann?, 61/6z =0. Die negative Ladung 
der einwandernden Elektronen wird durch die positive Ladung der 
zugehorigen Cl--Liicken weitgehend ausgeglichen. Der Gesamtstrom 
wird dann fiir jeden Kristallquerschnitt 


a(t) =F € (z, t) (x; + aevWN, (z, 2). (1) 


Da im Kristall Farbzentren weder entstehen noch verschwinden, gilt 
eine Kontinuitatsgleichung 


j é 
ct ——— (N, (2, t)-v E(z, 8). (2) 


Die Geschwindigkeit der Farbzentren ist v - &(z, 2). 
Aus (4) und (2) folgt die partielle Differentialgleichung 


eiteee F (x; a “ev N,(z, t))2 @z (3) 


Nach der Methode der Charakteristiken laBt sich zu (3) folgende 
Losung finden®: 
Sen et AE GS AL Dera 
Dea ye (e;taevN,? — @ (N,) ) (4) 
t 


wobei J (t) = f 7(8) d# als Abkiirzung eingefiihrt ist. Wird fir ¢=0 


0) 


eine Verteilung der Farbzentren durch die Funktion z= @(N,) vor- 
gegeben, so beschreibt (4) die Verteilung zur Zeit ¢. 


1 Motiwo, E.: Siehe FuBnote 5, S. 145. 

* Als Begriindung mag folgende Abschatzung dienen: Die Durchschlagfeld- 
starke in Alkalihalogenidkristallen betragt etwa 10° V/em. Mit e= 5 folgt daraus 
eine Plachendichte der Ladung von 3: 10! e/em?, Die Stromdichte bei den Mes- 
sungen betragt mindestens 10-4 Amp/cm?. Das entspricht einem Ladungstrans- 
port von 6- 10™ e/cm?- sec. ; 

3 Die Lésung zu (3) wurde mir freundlicherweise von Herrn Dr. Lupwic 


angegeben, dem ich an dieser Stelle auch fiir viele Diskussionen zur theoretischen 
Darstellung meinen besten Dank sage. 
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2. Anwendung auf die Bewegung einer Farbzentrenwolke. 


Die Geschwindigkeit, mit der sich der Ort einer bestimmten Kon- 
zentration N, bewegt, ist 


os iv t(Z) 
iz N,)2 ° (5) 


sta 96g74 tO PUN 


Die Anwendung von (5) auf eine von der Kathode abgetrennte Farb- 
zentrenwolke kann dazu fiihren, daB an der Riickfront der Wolke die 
kleinen Konzentrationen ? 


die groBen iiberholen. Zu” 4 a ; if @ (t) 
einer Stelle z gehdren F ) C 


dann 2 Konzentrations- 
werte. Dieser Fall muB aus 


% 


physikalischen Griinden o Cre 
ausgeschlossen werden. i 
Das Experiment zeigt die 4 
Bildung einer scharf abge- 2b 
grenzten Riickfront der 'g 
0 


Farbzentrenwolke. —Fiir 
die Geschwindigkeit dieser 
Rickfront ist (5) nicht [ 
mehr giiltig. Eine Konti- 2+ 


konzentration N, der Farbzentren 


nuitatsbetrachtung ergibt i ye 
lid 
0 Sh 70 75 mm 
a %;0 i(t) Abstand von der kathode 
ees : (6) Fig. 12. Die Wanderung einer Farbzentrenwolke im elektrischen 


S” Fx; (x;+aevN, 
Px; (*; ees) Feld nach der Differentialgleichung (3), dargestellt mit Hilfe 


eines endlose Bander bentitzenden mechanischen Modelles. Das 

Wahrend 2 im allgemei- obere Teilbild zeigt ein Schema des im Text beschriebenen 
? mechanischen Modells, links die vor Einschalten des Feldes an- 

nen unterschieden werden genommene Konzentrationsverteilung. Das mittlere und das 


muB von der Geschwin- untere Teilbild geben die Verteilungen in zwei spdteren Zeit- 


4 punkten. — Parameter ist das Zeitintegral der Stromdichte 
digkeit der Farbzentren t evil Sie af 
4 F I (t)/F = f{ w (#)d0@-+A/F. Die Kristalltemperatur ist zu 700° C 

ee 2 (x; a “AEvV N,)/ Hi» 0 angenommen. 


ist die Geschwindigkeit 

der scharfen Riickfront z, ebenso wie die der Vorderfront 7, = 
vi(t)/F x; gleich der Geschwindigkeit der Farbzentren. Allgemein: 
Die Geschwindigkeit der Farbzentren ist an jeder Stelle der Farb- 
-zentrenwolke das geometrische Mittel zwischen der Konzentrations- 
geschwindigkeit (5) und der Geschwindigkeit der Vorderfront (d.h. 
der Geschwindigkeit eines einzelnen Farbzentrums im unverfarbten 
Teil des Kristalles). Stets gilt v€=42%. Die Farbzentrenwolke lauft 
nach vorn auseinander. Wenn der Kristall lang genug ware, wiirde 
schlieBlich die Wolke so weit auseinandergezogen sein, daB keine Ab- 


hangigkeit der Leitfahigkeit vom Ort mehr vorhanden ware. (6) stimmt 
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iiberein mit der Geschwindigkeit, die Mortwo-Roos! fiir die scharfe 
Riickfront einer homogenen Farbzentrenwolke angegeben haben. 


An einem mechanischen ,,Bandermodell lat sich die Veranderung einer 
Farbzentrenwolke unter dem Einflu® eines elektrischen Feldes darstellen. Eine 
Schar paralleler Bander lauft auf der einen Seite iiber einen Koérper, der durch 
Rotation der Kurve 7=<A x; v/F (x;+a«ev N,)? um die N,-Achse entstanden ist, 
auf der anderen Seite iiber lose Rollen (Fig. 12 oben). Hierbei ist A eine will- 
kiirliche Konstante mit der Dimension Amp sec. Die z-Achse liegt in Richtung 
der Bander. Zeichnet man nun die Konzentrationsverteilung N,(z,¢) zu einem 
bestimmten Zeitpunkt auf die Bander und dreht den Rotationskérper mit der 
Geschwindigkeit  (¢) =i(t)/A, so erhalt man die Konzentrationsverteilung fiir alle 
spateren Zeitpunkte. Uberholen an der Riickfront die kleinen Konzentrationen 
die groBen, so beschreibt das Modell zwar noch die Losung der Differentialgleichung, 
aber nicht mehr den physikalischen Tatbestand, der eine scharf abgegrenzte 
Riickfront zeigt (6). Die Lage dieser Front erhalt man, indem man eine Senkrechte 
so zieht, daB die Zahl der Farbzentren, d. h. die Flache unter der Kurve, erhalten 
bleibt. Die in Fig. 12 Mitte und unten schraffierten Segmente sind also in jedem 
Falle flachengleich zu wahlen?. 


3. Einfiihrung einer Anfangsbedingung fiir die elektrische Verfarbung. 
Berechnung des Stromes. 


Zur Zeit t=O enthalt der Kristall noch keine Farbzentren. Ich 
setze daher ®(N,)=0 fir alle N(OXN,<oco). Fir die Rechnung 
mache ich die Annahme, daB sich an der Kathode bereits alle még- 
lichen Konzentrationen befinden. Bei Einschalten des Feldes zur Zeit 
t=O beginnen die Orte aller Konzentrationen ihre Bewegung von der 
Kathode aus auf die Anode zu mit ihrer durch (5) gegebenen Geschwin- 
digkeit. Die Konzentrationsverteilung zur Zeit ¢ wird beschrieben durch 


Nios (2 fir z<z. (7) 


aev 


Die Koordinate der Front der Farbzentrenwolke ergibt sich fiir N,=0 zu 


Domi, (8) 


1 Moriwo, E., u. W. Roos: Nachr. Wiss. Ges. Géttingen, math.-physik. K1., 
Ne Ea le 1078 (1934): . 

2 Herrn Dr. R6GENER verdanke ich den Hinweis auf einen Vorgang in der 
Gasdynamik, der mit der Bildung einer scharf abgegrenzten Riickfront der Farb- 
zentrenwolke verglichen werden kann [H.Prriem, Akust. Z. 6,7 222) (O47 
Infolge der Temperaturabhangigkeit der Schallgeschwindigkeit in Gasen wird 
die Front einer zunachst sinusférmigen Druckwelle immer steiler und geht schlieB- 
lich in einen VerdichtungsstoB mit steiler Vorderfront iiber. 
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Gl. (1) zur Berechnung von i(é) enthalt neben der Farbzentren- 
konzentration als weitere Unbekannte die Feldstarke. Durch 
Zo L 
{&, C= s&, adz=U 
0 Zo 
kann sie auf die angelegte konstante Spannung zuriickgetiihrt werden. 
Dabei sind nach (1) und (7) 


if (t) tes | 

&, (2, )= Te — 
ee 
&, (2) a =. | 


In der Zeit t erreicht die Front der Farbzentrenwolke die Anode. 
eg e tort. 


t<t ergibt: ee 
iii \r- a t)) (10) 
t=T ergibt: 
1 ee (1+ 2574) 


Mit (8) folgt: 


a6 (11) 
/ 5 ft 
9 =31(—1]/1— 3 4 
Der Strom fiir ¢=O ist 
by = Es, UL. 
Dann gilt fiir /<Tt 
in) = (12) 
aoe 
‘navel Wabbe 16 = Ye a: 
Coe; 
is(t) =i (t +2—|. (13) 


Als Anfangssteigung erhalt man die von KarapascuErr allgemein 

angegebene Steigung 

(4) Ee Uh q (14) 
t=0 


A 7 , ° 
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Nach unserer Rechnung nimmt die Steigung zu, bis die Farbzentren- 
wolke die Anode erreicht hat, d.h. bis ¢=7 ist. Von da an ist sie 


konstant: 


(15) 


Der Stromverlauf fiir ¢< t wird im Experiment durch verschiedene 
Einfliisse verfalscht. Nach Einschalten des Stromes wird ein Teil des 
abgeschiedenen Kaliums zunachst an 


Tabelle 1. der Kathode gebunden (Fig. 2, 1. min). 

peat Se Roe Beginnt dann die Einwanderung der 
een eee ae ea Farbzentren, so bewirkt bei der groBen 
ae “in 10-7 Ampjsec Stromdichte vor der spitzen Kathode 

| eine Leitfahigkeitserh6hung an dieser 

ae tae es Stelle eine gréBere Stromzunahme als 
720 35 | nea im Falle einer ebenen Kathode (Fig. 2, 
710 | B90 yl wad 2.min). Weiterhin kann der Stromver- 
ae | ae | ks lauf bei kleinen Spannungen durch die 
500 | 10,3 9,2 Ausbildung der elektrolytischen Polari- 


sationsspannung (etwa 3 V) beeinfluBt 
werden. Fiir ¢< t bringt Tabelle 1 einen Vergleich zwischen gemessenen 
und nach (15) berechneten Steigungen. Da die Rechnung eine ebene 
Kathode annimmt, das Experiment aber mit einer spitzen arbeitet, wird 
der Ausdruck F x,/? durch die Anfangswerte der Messung 7,/U, ersetzt. 
Es wird also der experimentell gefundene Leitwert des unverfarbten 
Kristalles eingesetzt. Als wirksame Spannung U ist die Differenz 
zwischen der angelegten Spannung U, und der Polarisationsspannung 
eingesetzt. Die gemessene Steigung ist im Mittel um 11% kleiner als 
die berechnete. Eine Erklarung hierfiir k6nnen die Farbzentrenverluste 
durch Ausdiffundieren sein. 


4. Berechnung der Konzentrationsverteilung und der Feldstirke. 


(7) ergibt mit (9), (10) und (41) 
WOE Uo Fe 


Nyx (@,#) = (Ply pak MS (ah (16) 
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e(1+3<) 2-1), (19) 
Rt 
| ae (20) 


Die Feldstarke wird fiir ¢ > t unabhangig von der Zeit. Diese Forderung 
wurde bereits von Moirwo! als Voraussetzung fiir einen linearen 


Anstieg des Stromes mit der 
Zeit aufgestellt. 

Der Inhalt der Gl. (16) 
bis (20) wird in Fig. 13 dar- 
gestellt. Als Ordinate ist in 
Fig.13a statt der Farbzen- 
trenkonzentration das Ver- 
haltnis Elektronenleitfahig- 
keit/Ionenleitfahigkeit aufge- 
tragen. In Verbindung mit 
dem Parameter ¢/t wird dann 
die Darstellung unabhangig 
von der Temperatur und den 
Abmessungen des Kristalles. 
Will man die Konzentrations- 
verteilung fiir eine bestimmte 
Temperatur entnehmen, so 
muB man die Ordinatenteilung 
mit x;/xev fiir die betreffende 
Temperatur multiplizieren. Bei 
Kurve II ist bemerkenswert, 
daB sie die z-Achse nicht be- 
riihrt, sondern mit endlicher 
Steigung in sie einmiindet. Die 
Rechnung nimmt eine homo- 
gene Verteilung der Farb- 
zentren im Querschnitt an. 
Die optische Messung liefert 
aber die Konzentration in der 
Liangsachse, wahrend nach 
der Kristalloberflache hin die 
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Fig. 13a u. b. Einwanderung der Farbzentren nach For- 
mel (16) bis (20). a Die ,,Konzentrationsverteilung‘‘ der 
Farbzentren. Statt der Konzentration ist das Verh4ltnis 
der Elektronen- und Ionenleitfahigkeit aufgetragen. In 
der Grenzlaufzeit erreicht die Front der Farbzentrenwolke 
die Anode [Formel (11)]. b Die Verteilung 
der Feldstarke zu a. 


Farbzentrenkonzentration absinkt. Daher wurden die bei Kurve III in 
Fig. 13a zum Vergleich eingetragenen MeBwerte der Fig. 4 entnommen 
und mit dem Faktor 0,7 multipliziert, entsprechend der Umrechnung 


1 Mottwo, E.: Siehe FuBnote 5, S. 145. 
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der gemessenen Verteilung im Querschnitt auf eine homogene. In 
Fig. 4 ist dies durch eine gestrichelte Linie angedeutet. Auch die Dar- 
stellung der zu Fig. 13a gehérenden Verteilung der Feldstérke in 
Fig. 13b ist unabhangig von Temperatur und Geometrie des Kristalles. 


5. Grenze fiir die Anwendbarkeit der Formeln. 


Formel (13) fordert einen linearen Anstieg des Stromes fir beliebig 
groBe Zeiten, nachdem die Front der Farbzentrenwolke die Anode 
erreicht hat. Fig.1a zeigt zwar fiir ¢ >t zunachst einen linearen An- 
stieg des Stromes, sobald aber fiir groBere Zeiten die Abweichung von 
der Linearitat beginnt, erweisen sich die Annahmen dieses Paragraphen 
als zu einfach fiir die Beschreibung der Experimente. 


Kalium lost sich nur bis zu einer bestimmten, temperaturabhangigen 
Konzentration der Farbzentren in KCl*. Hierdurch wird die Konzen- 
tration der Farbzentren vor der Kathode begrenzt. Unsere Rechnung 
nahm an:.z=0; N+; 0. Das Verhidltnis x,/x; hat aber auch 
an der Kathode einen endlichen Wert (bei 600° C etwa 35). 


Ferner wird in gréBeren Zeiten der EinfluB der Diffusion bemerkbar ?. 
Der Diffusionsstrom in z-Richtung kann bei den verwandten Versuchs- 
bedingungen nur dicht vor der Kathode gegentiber dem Feldstrom eine 
Rolle spielen, wo das Konzentrationsgefalle hinreichend grof ist. 
Dagegen iiben die Diffusionsverluste durch Ausdampfen der Farb- 
zentren einen groBen EinfluB auf die Vorgaénge bei der elektrischen 
Verfarbung aus. 


Im folgenden soll daher versucht werden, unter Beriicksichtigung 
von Diffusionsverlusten und Léslichkeit zu Aussagen iiber den statio- 
naren Zustand bei der elektrischen Verfarbung zu gelangen. 


§ 5. Theoretische Deutung des stationdren Zustandes 
durch Berticksichtigung von Diffusionsverlusten und Léslichkeit. 


1. Herleitung der Differentialgleichung. 


Bei Beriicksichtigung der Farbzentrenverluste durch Ausdiffundieren 
tritt in der Kontinuitatsgleichung (2) und damit auch in der Diffe- 
rentialgleichung (3) ein weiteres Glied hinzu. 


Nach dem ersten Fickschen Gesetz ist die Zahl der durch den Querschnitt F 


: : : ON, 
in der Zeit dt tretenden Teilchen dn=F- D: — dt. wobei D die Diffusions- 
x 


oO 
+ Mottwo, E.: Z. Physik 85, 56 (1933). — ROGENER, H.: Siehe FuBnote 2: 
Saili53e - 
# Stastw, O.:; Z. techn. Phys. 16, 343 (1935). — Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, 


Math.-physik. Kl, N. F. 2, 131 (1936) 
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konstante und @N,/éx das Konzentrationsgefalle senkrecht zu F ist. Wir be- 
trachten nun die Diffusionsverluste einer Schicht des Kristalles, die durch zwei 
Querschnitte d? senkrecht zur z-Achse begrenzt wird und die Dicke dz besitzt, 
Ihre AuBenflache F’ betragt 4d dz. Die mittlere Konzentrationsanderung in der 
Schicht infolge Ausdiffundierens durch die Oberflache ist 


Fiir das Konzentrationsgefalle an der Oberflache wurde zunachst der Ansatz 
gemacht (¢N,/67)p~N,(z,¢). Zu einer besseren Beschreibung der Experimente 
ein jedoch der Ansatz, daB ¢N,/¢x* unabhangig von z ist. Ich setze (0.N,/éx) p= 

N,j/¢. Dabei bedeutet N,,1 die Ronsenteaod der Farbzentren vor der Anode. 
peat Begriindung fiir diese: ieee stellen die Messungen der Fig. 8 dar. Der 
Faktor 4 ergibt die beste Annaherung an das Experiment. Durch ihn ist auch 
dierTatsache mit beriicksichtigt, daB @N,/@x nach den Kristallkanten abnimmt. 
Der Ansatz stellt nur eine erste Naherung dar. Die Durchfithrung der Rechnung 
gestattet es jedoch immerhin, tiber den Einflu8 der Diffusionsverluste auf die 
elektrische Verfarbung weitgehende Aussagen zu machen. 


Nach Einfiihrung des Diffusionsgliedes lautet die Differential- 
gleichung (3) 
oN, %5°U0>t(t) _ ON, 16 


D a 
ee F(x; +aeuN,(z,t))? 2 gui ()- (24) 


2. Integration der Differentialgleichung fiir den stationdren Fall. 


Die Integration der Differentialgleichung (21) wurde nur fir den 
stationdren Zustand ¢N,/ct=0 durchgefiihrt. Die begrenzte Lés- 
lichkeit wird, im Gegensatz zu § 4, durch die Randbedingungen beriick- 
sichtigt. Vor der Kathode herrscht die Sattigungskonzentration nach 
ROGENER! Np; z=0; N,=N,p. Diese Randbedingung bringt eine 
bessere Beschreibung der Experimente als die Randbedingung z=0; 
N,-—> co. Trotzdem wird letztere zur Berechnung von N,, verwandt, 


um die Rechmung zu vereinfachen. 


Ich fiihre ein: Die Leitfahigkeit vor der Kathode xp =; +a ev N, 
, 4D ]* 
die ,,Diffusionsspannung U, = ae 


die Feldstarke im unverfarbten Kristall & = U/l, 
den Strom im unverfarbten Kristall 1, =F x; Gp, 
den Sattigungsstrom 2,. 

Dann ae eine Zwischenrechnung 


e+ et) Vee + (GE +] 


ie 


ie 
E(z) Dire Hye =e a Ki > 
2) U ip oe oe conc (23) 
4 is* G 24 
NA) = oe Face fl (24) 


1 Bocentn, H.: Siehe FuBnote 2, S. 153. 
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Tabelle 2. 
U i | ts iy 
Temperatur << gemessen berechnet | gemessen 
Xe: Ui [10-4 Amp] {10-4 Amp] {10-4 Amp] 
730 2,36 1,63 6,1 6,0 
725 153 0,65 1,85 1,33 
25 Pho) tbs alls) 4,4 4,2 
720 14,7 P23) 19,5 21,3 
710 12,8 1,44 12,2 3, 
710 31 3,4 43 46 
710 48 5.4 $1 75 
500 1250 0,84 16,8 21 


Tabelle 2 gibt die nach (2 
schiedene Kristalle im Vergleich mit den gemessenen wieder. 


2) berechneten Sattigungsstréme fiir ver- 


Als wirk- 


same Spannung U ist wieder die Differenz zwischen der angelegten 


Spannung U, und der Polarisationsspannung eingesetzt. 


Feldstarke 
Feldstarke im unverfarbten Kristal 


Farbzentrenkonzentration 


70 


“707 cem-3 


T ie 
Grenze_ der Loslichkeit 


+ 


icy 


{ 
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05 = Spannung U E an fin re 
/fusionsspannun 
ee Laer ey ig 
=1250 » IT 
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Elektrodenabstand 
Fig. 44au.b. Der stationare Zustand bei 500° C nach Formel (22) bi 


der Farbzentren. b Die Verteilung der Feldstarke zu a. 


mit U/U, multipliziert. Die » stromverstarkung" 
sie enalolis asa ab. 


Ss (24). a Die Konzeutrationsverteilung 


ty ist daher 


1./t9 hangt von zwei 
%p/x; ist eine reine Temperaturfunktion, die ihr 
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Maximum (etwa 60) fiir die Temperatur erreicht, bei der die Tonen-Eigen- 
leitung die Stérleitung zu iiberwiegen beginnt (500 bis 600° C je nach 
Reinheit und Vorgeschichte des Probestiickes). Sowohl fiir héhere 
wie fiir tiefere Temperaturen fallt x,/x; monoton ab. Die zweite Ver- 
anderliche, U/U,, stellt ein MaB dar fiir den EinfluB der angelegten 
Spannung gegentiber dem der Diffusion. Bei gegebener Temperatur 
wird die Lage des Gleichgewichtes nur durch das Verhiltnis U/U, 
bestimmt. Mit wachsendem U/U, steigt 7,/i) an und strebt dem Grenz- 
wert %p/z; ZU. %p/x; stellt also die obere Schranke der Stromverstarkung 
dar, die erst erreicht wird, wenn durch hohe Spannung oder durch 
geeignete Abmessungen des Kristalles (groBes Verhaltnis F/l) der Ein- 
fluB der Diffusion sehr klein wird. 


Fig. 14a u. b geben die nach (24) und (23) berechnete Verteilung der 
Farbzentren und der Feldstaérke im stationdren Zustand bei 500°C 
wieder. Die eingezeichneten MeBpunkte stammen von einem Versuch, 
durch groBes U/U, eine annahernd homogene Verfarbung zu erzielen 


(vgl. Fig. 7). 


§ 6. Kritische Betrachtung der elektrischen Verfarbung. 
1. Grenzen der Anwendung. 


Wenn keine streng homogene Verteilung der Farbzentren gefordert 
wird, fiihrt die elektrische Verfarbung schneller zum Ziele als die Ver- 
farbung im Kaliumdampf. Infolge der Diffusionsverluste ist aber stets 
ein Abfall der Farbzentrenkonzentration von der Kathode zur Anode 
hin vorhanden. Er wird mit zunehmendem Quotienten U/U,;= 
UvF/4D i? kleiner. Der Spannung U ist eine obere Grenze gesetzt 
durch die im Kristall erzeugte Stromwarme, das Verhaltnis F’// ist durch 
die Forderung einer homogenen Verteilung im Querschnitt begrenzt, 
solange man mit spitzer Kathode arbeitet. Bei Verwendung einer ebenen 
Kathode kann F// vergréBert werden, aber bisher ist als sicher arbeitende 
ebene Kathode nur die fliissige Kaliumelektrode bekannt!. Der experi- 
mentelle Aufwand hierbei wiirde kaum geringer sein als bei der Ver- 
farbung im Kaliumdampf. Vergleicht man entsprechend der EINSTEIN- 
schen Beziehung D/v mit der ,,femperaturspannung” k7T/e, so findet 
man eine Ubereinstimmung nur in der GréBenordnung?. 


Die Temperatur ist durch die gewiinschte Farbzentrenkonzen- 
tration und den Temperaturgang der Léslichkeit festgelegt, damit 
auch Hepl re; « 


1 KaRABASCHEFF, R.: Z. Physik 118, 718 (1942). 

2 Srastw, O.: Z. techn. Phys. 16, 343 (1935). Der Vergleich unter Verwen- 
dung der neueren Beweglichkeitsmessungen von ROGENER (FuBnote 2, S. 153) 
fiihrt zu keiner besseren Ubereinstimmung. 
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2. Die Kaliumabscheidung an der Kathode. 
Unter Vernachlassigung einer méglichen Kaliumeinwanderung durch Diffusion 


ergibt sich folgende Kaliumbilanz: Aus der Kathode treten in der Zeit ¢ 


T(t) 
= 


if 
m= — [ i(8) do = 
0 


Elektronen. Der Elektronenstrom vor der Kathode ist 


i(t)-evuN, rR 
Spal Cie DIN» 


i,() =F-e-v-C) Np= 


wobei & aus (1) eingesetzt ist. Es wandern also in der Zeit ¢ 


ay) ~( maiNae 
eB & \xp weo Nip 


Elektronen von der Kathode weg in den Kristall. An der Kathode werden in 
der gleichen Zeit 


I(t) E 1 ( aevN,p 
N. = N, — Ny = 
3 : = a (2%; + xeu Ny p 
aev Ny R ss é 5 a Ree 
Kaliumatome abgeschieden. Der Faktor —-———___ beriicksichtigt die Léslich- 


%,-+ xeUN, Rp 
W@) 4 =O v 


keit. Er liegt nahe an 1. Es wandern also etwa n, = yt the aly 
a 


Kalium- 
a e 


atome als Farbzentren in den Kristall ein (mit «=2 die Halfte der insgesamt 
abgeschiedenen Kaliumatome). An der Kathode werden im gleichen Zeitraum 


ores ay f 4). at (, ae 


Kaliumatome als Metall abgeschieden. Qualitativ ist nach langerem Stromdurch- 
gang metallisches Kalium an einer Flu8kathode leicht nachzuweisen. Dendriten 
wurden, wohl infolge der hohen Temperaturen, nicht beobachtet. 


3. Die stationdren Stréme bet SMAKULA. 


Die von SMAKULA! erwahnten stationaren Stréme kénnen nur voriibergehend 
stationar gewesen sein, denn fiir homogene Verfarbung bis zur Grenze der Lés- 
lichkeit liegt das angegebene Verhdltnis 7,/7) zu niedrig. Ein stationarer Strom 
mit groBem Einflu8 der Diffusion, also kleinem U/U,, fordert aber eine ziemlich 
inhomogene Konzentrationsverteilung, wahrend SMAKULA eine nahezu homogene 
angibt. Wahrscheinlich entstanden die stationaren Stréme dadurch, da® die 
Platinkathode zu verderben begann. In der Strom-Zeitkurve tritt dann voriiber- 
gehend eine waagerechte Tangente auf, bevor der Abfall infolge der Zerstérung 
des gasdichten Abschlusses und der Auswanderung der Farbzentren einsetzt. 
Auch in diesem Falle ist ein stationarer Strom keineswegs notwendig mit einer 
homogenen Verfarbung verkniipft. 


1 SMAKULA, A.: Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, math.-physik. Kl., N. F. 1, 
55 (1934). 
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Zusammenfassung. 


1. Nach Untersuchung der Einwanderung von Farbzentren in 
Kaliumchlorid mit verschiedenen Elektroden werden fiir zuverlissige 
elektrische Verfarbung ein Platin- oder Wolframdraht mit Supremax- 
umschmelzung als Kathode (,,FluBelektrode‘‘) und eine Graphitplatte 
als Anode (,,Sperrelektrode“) angegeben. Die Verbindung einer FluB- 
mit einer Sperrkathode erméglicht eine Steuerung des Elektronenstromes. 

2. Die Einwanderung von Farbzentren im elektrischen Feld wird 
durch elektrische und optische Messungen verfolgt. 

3. Fur den Einwanderungsvorgang und fiir den stationaren Zustand 
wird eine theoretische Deutung gegeben. 

4. Homogene elektrische Verfarbung ist nur im Grenzfall méglich, 
wenn die Diffusionsverluste vernachlassigt werden kénnen, d.h. bei 
hohen Spannungen, niedrigen Temperaturen und grofen Kristallquer- 
schnitten. 


Herrn Prof. Pout und Herrn Prof. Morztwo danke ich vielmals 
fiir die Anregung und Forderung dieser Arbeit. 
Herrn Dr. Pick danke ich fiir wertvolle Diskussionen. 


Gottingen, I. Physikalisches Institut der Universitat. Februar 1948. 
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Verfiirbung von Alkalihalogenidkristallen 
durch energiereiche Strahlung. 
Von 
H. DoreNnporF und H. Pick, Gottingen. 
Mit 7 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 25. April 1950.) 


Die Arbeit berichtet iiber die Verfarbung von Alkalihalogenidkristallen durch 
energiereiche Strahlung. Neben der seit langem bekannten F-Bande entsteht 
hierbei eine der Eigenabsorption vorgelagerte V-Bande. Ihre Eigenschaften 
werden mit denen der F-Bande verglichen und daraus eine Deutung hergeleitet. 


§ 1. Evnleitung. 


Fiir die elektrischen und optischen Eigenschaften der Halbleiter 
spielen die Spurenverunreinigungen eine entscheidende Rolle. Bei 
Ionenkristallen besteht der einfachste Fall in einer st6chiometrischen 
Unscharfe. Ein viel behandeltes und sehr typisches Beispiel sind die 
Alkalihalogenidkristalle mit einem UberschuB von neutralem Alkali 
(z.B. K in KCl). In atomar-disperser Verteilung bildet dieses neutrale 
Alkali die sog. Farbzentren?. Man kann diese Farbzentren auf ver- 
schiedene Weisen erzeugen. 

1. Durch Tempern des Kristalles bei hoher Temperatur in einer 
Atmosphare des Alkalimetalls (z.B. ROGENER)?. 

2. Durch Elektrolyse bei hoher Temperatur mit luftdicht an den 
Kristall angeschmolzener Kathode (z.B. HEILAND)?. 

3. Durch energiereiche Strahlung («-, f-, y-, R6ntgenstrahlung) bei 
tiefer Temperatur (BECQUEREL)‘. 

Ein analytisch nachweisbarer stéchiometrischer AlkalitiberschuB 
hegt nur bei den ersten beiden Methoden vor. Bei ihnen ist der Ver- 
farbungsvorgang mit einem Materietransport verbunden (Einwanderung 
von Alkali bzw. Auswanderung von Halogen). Bei der Verfarbung durch 
energiereiche Strahlung muB das durch die Farbzentrenbande erkennbare 
neutrale Alkali durch einen ebenso groBen Bestand an neutralem Halogen 
kompensiert sein, da bei tiefer Temperatur kein Materietransport ange- 
nommen werden kann. Die Stérung des stéchiometrischen Gleichgewichts 
betrifft in diesem Fall kleinste Kristallbereiche und besteht ebensooft 
in einem AlkalitiberschuB8 wie in einem HalogenitiberschuB. 

“Tetoysit,, I, Woe Pins, Z. 3, 35 (1038), 

2 ROGENER, H.: Ann. Phys. (5) 29, 386 (1937). 

3 HEILAND, G.: Z. Physik 1950. 

4 BECQUEREL, H.: C. r. Acad. Sci. Paris 101, 205 (1885). 
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Aufgabe der vorliegen- 
den Arbeit ist der optische 
Nachweis des atomar-dis- 
pers verteilten Halogen bei 
Verfarbung durch energie- 
reiche Strahlung. Die grobe 
chemische Interpratation 
der beiden Absorptions- 
banden wird durch eine 
atomistische und eine ener- 
getische Deutung erganzt. 


$2. Experimenteller Befund. 


Es wurden Einkristalle 
verschiedener Alkalihaloge- 
nide mit Réntgenlicht 
(Cu-Anode, 30000 V, 
Wo-Anode, 160000 V), 
y-Quanten (1,8 bis 2,6 
-108 eV) oder schnellen 

| 


Elektronen (3-10%eV) sy 
bestrahlt und das Ab- 2 


sorptionsspektrum in 
einem Bereich von 
200m bis 700m aus- 
gemessen. Die Fig. 1 
bis 3 zeigen an 3 Bei- 
spielen das Ergebnis: 
Neben derFarbzentren- 
bande im sichtbaren 
Spektralbereich findet man 
eine Absorptionsbande in 
Form einer Resonanzkurve 
imUltravioletten (V-Bande). 
Ihre wesentlichen Eigen- 
schaften sind (Tabelle 1): 

1. Lage und Form der 
Absorptionsbande ist die 
gleiche, ob mit Rontgen- 
licht, f- oder y-Strahlen 
verfarbt wird. 

2. Der Inhalt der von 
der Absorptionskurve tiber 


G6 


0 


a) GB 

Fig. 1. Die V-Bande und die F-Bande in NaCl, gemessen bei 

+ 20°C nach Bestrahlung mit Cuk-Strahlung, 30000 V, 
18 mA, 2 Std bei + 20°C. Kristalldicke etwa 1 mm 


(méglicherweise durch Nebenbanden iiberdeckt). 


D 
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ie 


ee — ; 
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Pig. 2. Die V-Bande und die F-Bande in KCl, Bedingungen wie in 
Fig. 1. Die Absorptionsbande ist bereits durch eine tiberlagerte 


kurzwellige Nebenbande verbreitert. 


09 
| | | 
| | | 
| KBr 
| + 20°C 
06 : - 7 sees = | 
SS 
| V 
s | x 
03 + \ te ai 
| Me 
ae 
| 
| } Se beers 


25 5 4 3 2eV 

Fig. 3. Die V-Bande und die F-Bande in KBr, gemessen bei 

+20°C, nach Bestrahlung mit 160000 V Bremsspektrum, 
4mA, 2,5 Std bei —180° C. Kristalldicke etwa 10mm. 
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Tabelle 1. 

ee oe 

Kristall | NaCl KCl KBr | KJ 
Gitterkonstante in A ...... 5,63 6,28 | 6,59 7,05 
Maximum der F-Bande in my . . 466 563 | 630 685 
Halbwertsbreite der F-Bande in eV 0,47 0,35 0,345 0,345 
Maximum der V-Bande in mu .. | .228(?)) 235 267 339 
Halbwertsbreite der V-Bande in eV AS 0,72 On75 = 

; P | | 
Frequenz des Mecumnms der J -Bande 2,05 | eit 2,36 3.00 
Frequenz des Maximums der F-Bande 
yerts i er V-Band ; 

pial prea eas sa | Gane iy 
Halbwertsbreite der /-Bande 
Dip wih? wea, BAST 9 5 © a 6 0 oe 2,00 20 2105 220 
rare ese ty ob Gb A 6 4,50 5,05 4,90 4,45 


einer Energieskala umfaBten Flache betragt 20 bis 100% der Flache 
der F-Bande. Die GréBenordnung der Zahl der absorbierenden Zentren 
diirfte also die gleiche sein, wie bei der F- Bande. 
Eine genaue Aussage laBt sich erst machen, wenn 
die Oszillatorenstarke dieses Uberganges bekannt ist. 
Die Konzentration der absorbierenden Zentren er- 
reicht Werte von mindestens einigen 10!7/cm?. 

3. Die Halbwertsbreite der V-Bande ist im Energie- 
ma8B um den Faktor 2,0 bis 2,4 groBer als die der 
‘ F-Bande. Das Bandenmaximum ist um etwa den 
5 eV #  gleichen Faktor verschoben. Die fiir die V-Bande . 
er pe) ae und die #-Bande verantwortlichen Resonatoren zeigen 
und bei — 180°C, Be. also die gleiche Dampfung, mit anderen Worten: die 
strahlung wie inFig.3. .Kopplung der V- und #-Zentren an das Kristall- 

gitter ist gleich groB. 

4. fiir das Maximum der V-Bande gilt ebenso wie fiir das der F- 
Bande eine Beziehung y - d= const!. Der Wert der Konstanten betragt 
etwa 2,0 cm?/sec fiir die F-Bande, und 4,7 cm?/sec fiir die V-Bande. 


5. Ebenso wie die /-Bande wird auch die V-Bande bei Temperatur- 
erniedrigung schmaler und zu kleineren Wellenlangen verschoben 
(Fig. 4). 

6. Beide Banden lassen sich bei Zimmertemperatur durch Licht- 
absorption ausbleichen. (Eingehende Messungen iiber die optischen 
Wechselwirkungen sind im Gang.) 

7. Bei Temperaturen, bei denen bereits mit einer Ionendiffusion 
gerechnet werden muf, entstehen bei Bestrahlung auBer der Haupt- 
bande Nebenbanden. Das ist fiir die F-Bande zuerst von OTTMER? 


4 KBr 


’ Mottwo, E.: Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, math.-physik. Kl. 1931, 97. 
> OrtmeER, R.: Z. Physik 46, 798 (1928). 
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‘festgestellt und genauer von MoLnarR?! und PETROFF2 gezeigt worden. 
Fir die V-Bande wird das am Beispiel des KCl in Fig. 5 dargestellt. 
Einen ahnlichen Verlauf der Absorptionskurve fand Mottwo? fiir KBr und 
KJ, die in einer Br,- bzw. J,-Atmosphare getempert wurden. Eine entsprechende 
Behandlung von KCl mit Cl, hatte keinen Erfolg. ALEXANDER und SCHNEIDER? 
fanden ebenfalls solche komplexen Absorptionsbanden an verschiedenen Alkali- 
halogeniden nach langdauernder Rontgenbestrahlung bei Zimmertemperatur®. 
Aus diesen Beobachtungen wird geschlossen, daB 1. die V-Bande 
ebenso wie die F-Bande dem Kristallgitter eigentiimlichen Energie- 
niveaus und nicht Verunreinigungen zugeschrieben werden darf, daB 
2. beide Zentrensorten im gleichen photochemischen ElementarprozeB in 


praktisch gleicher Konzentration entstehen ®. ol = 
Man wird in den V-Zentren das Gegenstiick | oe 
zu den F-Zentren zu sehen haben. Darauf  f fe 
baut sich die Beschreibung der Absorptions- -¥}%q25 
zentren in folgenden Paragraphen auf. ay 

$ 3. Deutungsversuch. pL. ah 


Fiir den Vorgang der Strahlungsverfarbung Fig. s. Die Ultraviolettabsorption 


ist den Pramarprozefi (2: B) Compron-Effekt, 9° Encatnay wit Rowen 


Absorption eines Roéntgenquants), der zur _ licht (CuK-Strablung, 30000 V, 
18 mA). Untere Kurve nach 10min 


Bildung schneller Elektronen fiihrt, von unter- — (g;oger Anteil der V-Bande), obere 


geordneter Bedeutung. In diesem Zusammen- _ Kvrve nach 4 Std (kleiner Anteil 
der V-Bande) gemessen bei 


hang ebenfalls uninteressant sind die Sekundar- — 180° C, 
prozesse, also Ausl6sung von Rontgenquanten 

und weiteren Elektronen durch StoBionisation. Wichtig ist die Fest- 
stellung, daB offenbar ein Teil der angeregten Elektronen in neuen 
energetisch stabilen Lagen gebunden wird. Es miissen also im Kristall 


1 Mornar, J. P.: Diss. Massachusets Institute of Technology 1940. 

2 PeTROFF, St.: Z. Physik 127, 443 (1950). 

3 Mottwo, E.: Ann. Phys. (5) 29, 394 (1937). 

4 ALEXANDER, I., u. E. E. SCHNEIDER: Nature, Lond. 164, 653 (1949). 

5 Gegen ihre Deutung der Doppelbanden bei KBr und KJ durch die beiden 
Elektronenaffinitaten des Halogen spricht die Beobachtung an KCl, bei dem 
man eine Doppelbande erzeugen kann mit einem Abstand der Maxima von etwa 
0,5 eV, wahrend der Unterschied der Elektronenaffinitaten von Chlor nur 0,1 eV 
betragt. Wir méchten annehmen, da die kurzwellige dieser Banden unter dem 
EinfluB eines Ionendiffusionsprozesses entsteht und nur die langwellige Kompo- 
nente dem durch die energiereiche Strahlung ausgeloésten photochemischen 
Elementarproze8 zugeordnet werden darf. 

6 Es muB mit der Méglichkeit gerechnet werden, da gewisse Verunreini- 
gungen als Elektronenquellen zur Bildung von Farbzentren fiihren ohne daB 
V-Zentren gebildet werden. In diesem Fall koénnen andere Absorptionsbanden 
im Ultravioletten gebildet werden. Sie sind méglicherweise in der Eigenabsorption 


vergraben. 
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unbesetzte Elektronenniveaus vorhanden sein oder gebildet werden. 
Man kann dieses Ergebnis in verschiedener Weise formulieren: 

4. Chemisch: Bei der Strahlungsverfarbung findet eine teilweise 
Dissoziation von KCl in K und Cl statt als Folge eines Elektronen- 
iiberganges vom Cl- zum K*. Der Kristall enthalt also neben Ionen 

in geringer Konzentration neu- 

K* Cr K* Cl K* Cl K* - trale Alkali- und Chloratome. Die 

Cloke le] K+ Cl K+ Cl F-Bande entspricht dem atomar- 

Ke Cie te Cl RS CeO dispers verteilten neutralen Ka- 

lium, die V-Bande dem atomar- 

Seo Gls eCls [e"] Cl dispers verteilten neutralen Chlor. 

Ke Cl *K* Ce K* “Cl Ke 2 im Gegensatz zur additivemy a: 

Fig. 6. Atomistische Bilder fiir das F-Zentrum und farbung liegt eine stéchiometri- 

das V-Zentrum in ebener Darstellung. sche Unscharfe nur in sehr klei- 

nen Volumenbereichen vor, wobe1 

ein K-UberschuB ebenso haufig ist wie ein ChloritberschuB. Das be- 

griindet die thermische und optische Instabilitat der aus der Strahlungs- 

verfarbung entstandenen F-Bande als Rekombinationsvorgang, bei 
dem die Atome wieder in Ionen wbergehen. 

2. Atomistisch: Eine etwas verfeinerte 
Beschreibung des Farbzentrums geht aus von 
Beobachtungen tiber die elektrolytische Lei- 
tung von Alkalihalogeniden! auf Grund ihrer 
2 Maximum thermodynamischen Fehlordnung und _ ihrer 


S QQVH QQ VIS ws oow 
Nieitvngeoand < WN 


WN 


po Beslan Loslichkeit fiir Alkali. Sie ordnet das Elek- 
Ligenabsorption tron nicht einem bestimmten Kaliumion zu, 
9.44eV V- Bande 


gzeV sondern plaziert es in eine Halogenionen- 

liicke®. In vollkommener Analogie dazu hatte 

man die V-Bande zu charakterisieren als De- 

ond N fektelektron in einer Kationenliicke. (Die sechs 

KK \ eine Kationenliicke umgebenden Chlorionen 

PP jones pete haben insgesamt 1 Elektron zu wenig.) Die 

KCl-Kristall. Fig. 6 gibt diese Bilder in ebener Darstellung 

wieder (100). In diesem Modell wird das durch 

(eingefrorene) Fehlordnung des Kristalls lokal gestérte elektrische 

Gleichgewicht teilweise wieder hergestellt. Um auf das chemische 

Modell zu kommen, braucht man das Elektron bzw. Defektelektron 

nur ezmem der sechs benachbarten K*- bzw. Cl--Ionen zuzuordnen, das 
dadurch zum Atom wird. 


1 KELTING, H., u. H. Witt: Z. Physik 126, 697 (1949). 

2 ROGENER, H.: Ann, Phys. (5) 29, 385 (1937). 

3 DE Boer, I. H.: Rec. Trav. chim. Pays-Bas 56, 301 (1937). — Mort, N. F.: 
Science Progress 32, 128 (1938). 
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3. Energetisch: Es erscheint niitzlich, die modellmaBige Beschreibung 
durch eine energetische zu erganzen (Fig. 7). Sie geht aus von dem 
wellenmechanischen Bandermodell fiir den festen Kérper. Fiir den 
reinen KCl-Kristall ist das oberste (voll) besetzte Elektronenniveau 
das Chlorvalenzband. Aus dem Fehlen sowohl einer Elektronenleitung 
als auch einer optischen Absorption im sichtbaren Spektralgebiet folgt, 
daB sich daran ein verbotener Energiebereich von einigen eV anschlieBen 
muB (in KCl 9,44 eV). Der nachste erlaubte Energiebereich, das sog. 
Leitungsband, ist unbesetzt. Als Ergebnis der Strahlungsverfarbung 
entstehen nun zwei neue Niveaus, die in geringer Konzentration 
statistisch iiber den Kristall verteilt als Stérniveaus lokalisiert sind. 
Das eine besetzte Stdrniveau ist das F-Zentrum, das andere unbesetzte 
ist das V-Zentrum. Der F-Bande entspricht ein Elektroneniibergang 
aus dem F-Niveau ins Leitungsband oder ein dem Leitungsband be- 
nachbartes Niveau. Der V-Bande entspricht ein Elektroneniibergang 
aus dem Chlorvalenzband oder einem benachbarten Niveau in das 
V-Niveau. 


Zusammenfassung. 

Bei der Verfarbung von Alkalihalogenidkristallen durch energie- 
reiche Strahlung entstehen neben den Farbzentren V-Zentren. Sie 
zeigen eine Absorption im ultravioletten Spektralbereich (Fig. 4 bis 3). 
Die V-Bande besitzt groBe Ahnlichkeit mit der F-Bande (Tabelle 1). 
Die V-Zentren werden als atomar-dispers verteiltes Halogen bzw. 
Defektelektronen in einer Kationenliicke gedeutet (§ 3). 


Gottingen, 1. Physikalisches Institut. 


Zeitschrift fir Physik, Bd. 128, S.172 (1950). 


Berichtigung 


zu der Arbeit von K. H. HELLWEGE: 


Der lineare Zeeman-zEffekt in Kristallen. 
Z. Physik 127, 513 (1950). 


(Eingegangen am 26. Mat 1950.) 


Am SchluB8 der genannten Arbeit ist itibersehen worden, daB die 
Definition der Quantenzahl yw sich bei der Oktaederklasse auf die vier- 
zahlige und nicht wie bei der Tetraederklasse auf die dreizahlige Achse 
bezieht!. Dadurch ist ein Fehler bei der Diskussion der Terme von 
Ionen mit ungerader Elektronenzahl im Oktaederfeld entstanden. An 
die Stelle der beiden letzten Satze von Abschnitt b) auf S. 521 ist 
richtig zu setzen: Bei ungerader Elektronenzahl spalten sowohl die 
doppelten Terme u={+3} und w={+3} wie auch die vierfachen 
Terme u = {+ 4, +3} vollstandig auf, da sie aus den doppelten Termen 
der Klasse D, hervorgehen, die nach Ziffer 2 im achsenparallelen Magnet- 
feld linear aufspalten. 


' HELLWEGE, K.-H.: Ann. Phys., Lpz. (6) 4, 150 (1948). 
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Die Stérungen im Bandenspektrum 
des Schwefelmolekiils. 
Von 
S.M. NAupDE und H. VERLEGER. 


(National Physical Laboratory, Council for Scientific and Industrial Research, 
Pretoria, Union of South Africa.) 


Mit 4 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 21. Marz 1950.) 


Die fiir die Triplettkomponenten der Schwefelbanden charakteristischen GréBen 

werden in Ubereinstimmung mit der KRamERsschen Theorie berechnet. Es wird 

gezeigt, daB die Schwingungsniveaus des oberen Zustandes v’=1, 3, 5 ungestért 

und v’=2, 4, 6, 7 gestért sind. Rotationsstérungen konnten nicht nachgewiesen 
werden. 


Vor kurzem haben wir! die in dem oberen Zustand des 12); — 12)- 
Systems des Phosphormolekiils experimentell? beobachteten Stérungen 
eingehend diskutiert, die Termlagen und Rotationskonstanten der 
ungestérten Terme berechnet und die ungefahren Termhéhen und 
B-Werte der unbekannten st6renden Terme ermittelt. Als unbekannter 
stérender Term wurde hier ein #2;- und ein 127-Term angenommen. 

Es liegt nun der Gedanke nahe, auch die umfangreichen experi- 
mentellen Daten iiber das ausgebreitete *2,, — °2’,-Bandenspektrum 
des Schwefelmolekiils auf seine St6rungen zu untersuchen, zumal nach 
Bupo und KovdAcs® theoretische Ansatze fiir die Behandlung von 
Rotationsstérungen in 32-Banden vorliegen. 

Das Emissionsbandenspektrum des Schwefelmolekiils ist vor kurzem#4 
Gegenstand ausfiihrlicher Untersuchungen gewesen. Vorher hatte 
Otsson® sich der Miihe unterzogen, die von verschiedenen Forschern ® 
erhobenen Einwande gegen eine dltere Rotationsanalyse des Schwefel- 
spektrums von NAvuDE und Curisty? auf Grund einer Analyse des 
Absorptionsspektrums zu priifen. OLrsson konnte zeigen, daB das 
Dissoziationsschema nach NAUDE und CHRISTY wegen induzierter 


1 Naup#, S.M., u. H. VERLEGER: Phys. Rev. (im Druck). 
2 Marais, E. J.: Phys. Rev. 70, 499 (1946). — Marais, E. J., u. H. VERLEGER: 
Phys. Rev. (im Druck). 

3 Bupd, A., u. J. KovAcs: Z. Physik 11, 633 (1939). 

4 Naup#, S.M.: Ann. Phys. 3, 201 (1948). 

5 Orsson, E.: Z. Physik 100, 556 (1936). 

6 BapGER, R. M.: Phys. Rev. 46, 1025 (1934). — VAN IDM ME Wien Oe ONY Me 
Lameris: Physica, Haag 2, 785 (1935). 

7 Naup#, S.M., u. A. Curisty: Phys. Rev. 37, 490 (1931). 
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Pridissoziation abgedindert werden mu, womit nicht gesagt sein soll, 
daB diese Deutung eine endgiiltige ist. AuBerdem gelang es ihm eine 
befriedigende Rotationsanalyse einiger Banden in Absorption zu er- 
halten, die darauf hinweist, daB das zweite Schwingungsniveau des 
oberen Zustandes gestért sein muB, wahrend NAuDE und CHRISTY 
gefunden hatten, daB das erste Schwingungsniveau des oberen Zustandes 
um +18,0cm+, das zweite um —0,3 cm! und das dritte um + 15,7 cm 
aus der normalen Lage verschoben sind. Um die Méglichkeiten zur 
Priifung dieser Stérungen zu geben, hatte NAuDE die Rotationsanalyse 
auf weitere Emissionsbanden ausgedehnt und seine Resultate mit denen 


J von OLsson in Ubereinstim- 
K+1 = ee. mung gefunden. 
K+2 —~ pik+i)-(ekrefekro)e' 8 8 

KG —* 7d) - (2h +4/2k+ De! Wir haben nun versucht, 


auf Grund dieser NAuDEschen 


Ki-7 cy ae 2e-y" experimentellen Untersuchun- 
Ke ih 2/2 de! 


K- 2 12K Qe! gen eine Erklarung fiir diese 
BBR RAR, Stdrungen zu finden, insbeson- 
Cae | walled dere war es fiir uns von Inter- 
ee esse zu wissen, ob im Falle der 
ee KO /OKenG aa : : i 
ie) fo Pa ES a 2 
Ger) ~y"(k+)-(ekee/2kK-De"  Schwefelbanden nur Schwin- 
Fig. 1. Niveauschema der Rotationszustande. gungsstorungen oder auch, wie 


bei den Phosphorbanden, Ro- 
tationsst6rungen vorliegen. Die notwendige Berechnung der fiir die 
Triplettkomponenten charakteristischen GroBen ¢ und y nach der 
Kramersschen! Theorie bietet uns weiterhin die Méglichkeit, die An- 
wendbarkeit dieser Theorie zu priifen. 
Nach der KrAmeErsschen Theorie gelten fiir die Energieunterschiede 
der drei méglichen Komponenten eines *2-Terms die folgenden Aus- 
driicke: 


fir J=K 41: Ky ok 
fiir PAS: 20 
fin isa Ac —(K +1)y—25+? 


In Fig. 1 geben wir eine schematische Darstellung der Struktur der 
Rotationsniveaus der zwei *2’-Zustaénde wieder. In diesem Niveau- 
schema sind nur die auch experimentell gefundenen R,(K) und P.(K) 
Linien eingezeichnet. Die Energieunterschiede der 3 Komponenten sind 
fur den oberen und den unteren Zustand mit in die Figur aufgenommen. 

UnregelmaBigkeiten in den Rotationszustinden eines Schwingungs- 
niveaus lassen sich am einfachsten aus den Kombinationsdifferenzen 


1 Kramers, H. A.: Z. Physik 52, 422 (1929). 
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erkennen. Traégt man A, F,(K) fiir die 3 Komponenten in Abhangigkeit 
von (ix + 4)? auf, so spricht ein glatter Verlauf fiir ungestorte Rotations- 
zustande, wahrend Abweichungen Rotationsstérungen bei den entspre- 
chenden K-Werten erkennen lassen. In Fig. 2 und 3 haben wir fiir die 


0 400 &00 7200 7600 2200 2400 =2800 3200 3600 
ISCO LCS SSS Sa It Go Ah FS VI LI LO Sf soem On) TOF 59 © 367. 
KK —e> 


Fig. 2. Kombinationsdifferenzen fiir den oberen Zustand. 
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Fig. 3. Kombinationsdifferenzen fir den unteren Zustand. 


verschiedenen gemessenen Schwingungsniveaus im oberen und unteren 
Elektronenzustand und fiir die drei mdglichen R- und P-Zweige diese 
Abhangigkeit graphisch dargestellt. 

Wie aus den Kurven zu ersehen ist, treten Rotationsstorungen 
nicht auf. 

Schwingungsstérungen kommen in dieser Darstellung nicht zum 


Ausdruck, fiir sie steht das Kriterium der Abweichung der Schwingungs- 
oe 
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niveaus vom normalen Verlauf zur Verfiigung. Um diese Abweichungen 
nun erkennen zu kénnen, miissen ¢ und y fir die beiden Zustande 
berechnet werden. Dies kann aus den einzelnen P- und R-Linien ge- 


schehen, aber noch besser aus den Kombinationsdifferenzen. 
Eine einfache Rechnung ergibt fiir den unteren Zustand: 
De” mf 
as D 
@k+s@K41 '7? 


Ay FU) eee) 
Ay FB) = Ra Bed) aa) 
1Diew 


A, F, (Bh) = Ky (—4) Fe) oes eka 3 Pala 


Und fiir den oberen Zustand: 
/ oa r + ADs ’ 


A, F;(K) = R, (K) —P,(K) 


a 


A, Fy (K) = R, (K) —8(4) 4 


Aes ds Noss 
(Roe Ae oe a eta 


Fiir die Unterschiede der Kombinationsdifferenzen 4, hj (K) — 4, (A) 
und A, F,(K) —A, K(k) gelten dann: 


x > 12€ 
A, i(k) —A, &(k) = — eK +58) (2K +1) aay. 
7 > 12 
ARK) =A, R(K)=+ gg a ey 


e’, y’, e’ und y” kénnen hieraus berechnet werden, je nachdem, ob die 
Unterschiede der Kombinationsdifferenzen fiir den oberen oder den 
unteren Zustand benutzt werden. 

In der folgenden Tabelle 1 geben wir die Werte fiir die Unterschiede 
der Kombinationsdifferenzen fiir den unteren Zustand an, wie sie aus 
den Naup£schen experimentellen Ergebnissen folgen. Die Aufspal- 
tungen der Rotationsniveaus sind fiir einen bestimmten K-Wert fir 
alle Schwingungszustande nahezu dieselben, die Zahlen stellen also 
Mittelwerte aus allen gemessenen Schwingungszustaénden dar. AuBerdem 
sind in die Tabelle die entsprechenden Werte von OLSsoNn aufgenommen, 
der nach graphischer Methode die e’’- und y’’-Werte bestimmt hatte. 

Hieraus folgt fiir e’’ und y’”’: 


vr 


oo 23, cma 
Vy ae) OOTChiNT 2 
Oxsson erhielt auf Grund seiner graphischen Bestimmung fiir e’ ~ 
—43,2.cm Fund airy 2 = O.0tsems: 
Tragt man dariiber hinaus die Summe der Unterschiede der Kom- 
binationsdifferenzen [4, ’(K) — A, F,’ (K)]+[A, &’ (K) —A, BF (K)]in 
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Tabelle 1. 


A, F;’(K) — 4, Fy’ (K) APS Ay 


NavuDE und VERLEGER OLsson 


NaAvupDE und VERLEGER OLsson 
cma } 


em-* pm | em" 


6 + 0,69 
8 + 0,64 

10 + 0,60 | — 0,67 

12 + 0,43 | — 0,69 

14 +0,55 | — 0,55 

16 + 0,44 — 0,54 

18 + 0,39 + 0,29 - 0,45 — 0,42 
20 +0,35 + 0,29 0,42 | — 0,44 
22 = 0,35 + 0,27 = (6) Xo) 025 
24 + 0,29 SEO 27 — 0,33 | — 0,30 
26 + 0,30 + 0,25 — 0,23 = (0245) 
28 = STF +0,15 — 0,26 — 0,22 
30 +0,21 + 0,17 = 0533 — O18 
32 + 0,20 — 0,14 — 0,25 — 0,20 
34 + 0,21 + 0,13 —);22 ONL 7: 
36 + 0,20 O14 — 0,13 | (ONG 
38 + 0,42 + 0,08 —'0,24 | —— Oe 
40 +012 0,43 = 0345 WO) 
42 + 0,09 + 0,09 ae | — 0,14 
44 + 0,09 + 0,04 — 0,09 | — 0,10 
46 — + 0,09 — 0,10 — 0,08 
48 + 0,04 + 0,05 = O42 
50 + 0,08 =- 0,09 | — 0,04 
52 


Abhangigkeit von K auf (Fig. 4), so erkennt man leicht den Unterschied 
zwischen den Orssonschen Angaben und unseren Werten. Der Kurven- 
verlauf ist mit den jeweiligen «’’-Werten berechnet, die MeBpunkte 


a 
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Fig. 4. Unterschiede der Kombinationsdifferenzen in Abhangigkeit von K. 


sind ebenfalls eingezeichnet. Die Abweichung zwischen unseren und 
den Orssonschen e’’- und y’’-Werten ist dadurch zu erklaren, daf die 
Otssonschen Kombinationsdifferenzen erst ab K =18 gemessen sind. 
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Auf gleiche Weise haben wir die e’- und y’-Werte fiir den oberen 
Zustand berechnet. Die Mittelwerte der Unterschiede der Kombina- 
tionsdifferenzen sind fiir die verschiedenen K-Werte unter Beriicksich- 
tigung der im oberen Zustand vorkommenden Schwingungsstorungen 
in der Tabelle 2 zusammengestellt. 


Tabelle 2. 
K | 4, Fy(K)= Ay Fi(K) | 4. Fj(K) — Ao FY (K) K A, F{(K) — 4, Fy(K)|4.Fy(K) — 4. Fy(K) 
| 

5 — 0,57 | 19 — 0,07 — 0,20 

wh — 0,49 | P| — 0,04 — 0,08 

9 = (046 == O;4 7 23 — 0,04 — 0,06 
11 — 0,24 — 0,44 25 — 0,07 — 0,03 
13 = (0,23 — 0,35 27, 10,05 — 0,08 
i) — 0,21 — 0,37 29 — 0,11 
7 — 0,12 — 0,20 


Fur e’ und y’ folgt hieraus: 
e=—28,4cem+ 
yy = OL 2ci 
Bezeichnen wir den Mittelwert von R, und P, mit 79(1), den Mittel- 
wert von R, und P, mit v9(2) und den Mittelwert von R, und P, mit 
¥9(3), so folgt theoretisch fiir: 
a = ¥9(1) = 79(2) =— 2,367 + 2,407 43 (y" —y") 
b = v9 (3) — (2) =— 22’ + Oy”. 
Und mit den ermittelten e- und y-Werten: 
a=-- 8,22cm + 
6 =—85,40cm +. 


Berechnen wir ¥9(1), %(2) und »9(3) unter Verwendung der NAUDE- 
schen Frequenz- und B-Werte unter Beriicksichtigung der e- und y- 
Werte, so erhalten wir die in der Tabelle 3 zusammengestellten Zahlen, 
in der gleichzeitig die Differenzen a und 6 aufgenommen sind. 

Die Genauigkeit der berechneten ¢- und y- und damit der a- und b- 
Werte ist natiirlich nicht besonders groB, aber es scheint doch so zu 
sein, daB die aus den experimentellen Daten bestimmten e- und y- 
Werte die theoretische Bedeutung haben. Nach der KRAmErsschen 


Theorie wird fiir a=+8 cm, fiir b=—85 cm~! erwartet. Im Mittel 
liegen die experimentellen Werte fiir v’ =1, 3 und 5 bei a= +12,0 cm} 
und 6 = —86 cm", wahrend die entsprechenden Mittelwerte fiir v’ —2, 


4, 6 und 7 bei a= +33cm™ und b=—73 cm liegen. Dies wiirde 
unter der begriindeten Voraussetzung eines normalen Verlaufes der 
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Tabelle 3. 
re ee 
=o. || Vy (4) vy (2) vy (3) a | b 
TS 
41—14 | 22547,65 2258 ESO 22450,60 AGA NN = 86,90 
Dea 21 077,70 21 045,92 20972, 54 SE ehlayis SHO 
Roy 21494,78 21481,89 21 396,13 + 12,89 CeO 
3—19 | 20254,19 20240,29 | 20155,34 + 13,90 — 84,95 
4—19 | 20666,44 20 635,76 20 563,02 + 30,68 — 72,74 
4—22 | 18850,14 18817,24 | 18744,18 + 32,90 — 73,06 
= ay 19251,70 19237,36 | 19151,29 + 14,34 — 86,07 
5-23 18655,99 18642,01 18 555,92 + 13,98 — 86,09 
6—23 | 19058,39 19020,76 + 37,63 
6—25 | 17888,01 17853,04 + 34,07 
7—25 | 18390,04 18 356,76 Sm eS 
7—27 | 17141,32 17107,43 + 33,89 | 


unteren Schwingungszustande bedeuten, daB die Schwingungsniveaus 
v’=1, 3 und 5 ungestdrt, die Schwingungsniveaus v’ =2, 4, 6 und 7 
gestort sind um Betrage, die aus der folgenden Tabelle 4 fiir die ge- 
mittelten Differenzen a und 6 fiir jeden bisher ausgewerteten Schwin- 
gungszustand entnommen werden kon- 


nen. Dies mag auch der Grund dafiir Tabelle 4. 
sein, daB es bisher nicht mdglich ge- v | a b 
wesen ist, die Bandenserien dieser ge- ~ | 
stérten Niveaus bis zu kleineren K- : ieee | hee 
Werten zu verfolgen. 3 Loge 1 ial ies 
Nach OLsson ist eine deutliche 4 jbo WY 72,90 
Diskrepanz zwischen den KRAMERS- eras: Fi acc 
schen Forderungen und seinen experi- 7 234-50 


mentellen Ergebnissen vorhanden und 

er gibt als Grund hierfiir den vereinfachten Ansatz fiir die Wechsel- 
wirkungsenergie zwischen Spin und Rotation an, wo y linear abhangig 
von K angenommen wird. Nach einer von OLsson zitierten Arbeit 
hatte SvENsson! bereits frither an 22-Zustanden zeigen kénnen, daB y 
als Funktion von K aufgefaBt werden muB, wenn eine bessere Abhangig- 
keit erhalten werden soll. 

Nach den hier vorgelegten Ergebnissen geniigt die KrAMERssche 
Theorie, um die fiir die Komponenten eines Zustandes charakteristischen 
Gr6Ben zu ermitteln. 

Wir danken Herrn stud. OosTHUuIZEN fiir seine Hilfe bei der Rechen- 
arbeit. 

Die Arbeit wird veréffentlicht mit Genehmigung des Council for 
Scientific and Industrial Research. | 


1 Svensson, E.: Diss. Stockholm 1935. 
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Bemerkungen zur Arbeit von G. Schmitz, 
Zur Breite der wandstabilisierten Bogenentladung”. 


Von 
O. Kocu, Darmstadt. 


(Eingegangen am 22. Marz 1950.) 


In der genannten Arbeit* werden fiir den wandstabilisierten Queck- 
silberlichtbogen die Halbwertsbreiten der Strahlungsdichteverteilung 
der Gesamtstrahlung (Kanalbreite) berechnet. Zugrunde liegt die unter 
Vernachlassigung der Temperaturabhangigkeit des Warmeleitvermogens 
integrierte ELENBAAS-HELLERsche Differentialgleichung? ?» 3. Das Er- 
gebnis zeigt, daB die Halbwertsbreiten nur von der umgesetzten Leistung 
je cm Bogenlange abhangen und annahernd mit ihrer Wurzel zunehmen. 
Erst bei sehr hohen Leistungen wird eine asymptotische Annaherung 
der Kanalbreite an den Rohrdurchmesser erreicht. — Die experimen- 
telle Untersuchung wandstabilisierter Quecksilberentladungen zeigte 
bei kleinen Leistungen und Drucken#, daB die Kanalbreiten mit der 
Wurzel aus der zugefiihrten Leistung je cm Bogenlange anwachsen. 
Zum anderen ist bereits bekannt, daB die Kanalbreite wassergekihlter 
Kapillarlampen bei hohem Druck und hoher Leistung praktisch un- 
abhangig von der Stromleistung wird®. 

Wie die Theorie hat die Berechnung der Halbwertsbreiten* zunachst 
rein qualitative Giiltigkeit, da die Leistung nur in willkiirlichen Ein- 
heiten angegeben werden kann. Es wird daher von G. ScHmitz der 
jedenfalls naheliegende Versuch gemacht*, iiber eine Eichung des 
LeistungsmaBstabes fiir eine Stelle gleicher Kanalbreite Theorie und 
Experiment quantitativ aneinander anzuschlieBen. Weiter wird dann 
bei einer Leistungsaufnahme iiber 30 W je cm Bogenlange auf quanti- 
tative Ubereinstimmung mit den Messungen‘ geschlossen und darauf 
hingewiesen, daB von der gleichen Grenze ab die Abhangigkeit des 
Warmeleitvermégens von der Temperatur®? nur mehr geringe Bedeu- 
tung besitzen soll. 
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Gegen Durchfiihrung und Ergebnis der Eichung und die daraus 
gezogenen Folgerungen kénnen indessen Einwande erhoben werden. 

1. Gerade die Kanalbreite wird von dem bei hohen Temperaturen 
veranderten und zum Teil nichtklassischen Warmeleitungsmechanismus 
empfindlich beeinfluBt, wahrend in der der Berechnung zugrunde 
lhegenden Theorie! konstantes Warmeleitvermégen vorausgesetzt wird. 

2. Nach G.Scumitz ist der berechneten Halbwertsbreite von 
0, =0,228 eine Achsentemperatur von 8000° K zuzuordnen, wahrend 
fiir die gemessene die Maximaltemperatur unzweifelhaft um etwa 
2000° K tiefer liegt?» *. Unter diesen Voraussetzungen ist die Eichung 
des LeistungsmaBstabes selbst bei gleicher Halbwertsbreite nicht mehr 
zulassig, wie im folgenden auch quantitativ gezeigt werden kann. 

3. ELENBAAS* findet experimentell fiir die Abstrahlung S in Ab- 
hangigkeit von der Leistungszufuhr L 


S=a(L—A), 


wobei « =0,72 +0,07 und A =10+2 W je cm Konstanten sind, und A 
als Warmeableitung zur Wand interpretiert wird. Zeichnet man das 
S-L-Diagramm nach Tabelle1 der Arbeit von G. ScuMitz fir 0) = 
0,077 (8000° K), so wird diese Beziehung mit dem etwas veradnderten 
Wert von «’ =0,78 ohne weiteres qualitativ verifiziert. Sie kann, wie 
bereits gezeigt wurde®, auf die mit wachsender Leistung zunehmende 
klassische Warmeableitung zur Wand zuriickgefiihrt werden, ohne 
daB die friiher angenommene Reabsorption der Strahlung in der 
kalteren Wandzone herangezogen zu werden braucht. Die Berechnung 
der Konstanten A durch lineare Extrapolation auf S=0O wie bei 
ELENBAAS liefert mit A—6,0 W/cm -- gegentiber 10 W/cm experi- 
mentell — einen viel zu niedrigen Wert, wenn man die Eichung der 
genannten Arbeit* benutzt. Die Diskrepanz vergr6Bert sich noch weiter, 
wenn auch das Absinken der Achsentemperatur mit abnehmender 
Leistung beriicksichtigt wird. Fiir 00,069 (7200° K) folgt z.B. 
A =5,1 W/cm. — Der von G. Scumitz rechnerisch ermittelte Wert der 
Konstanten A beruht auf einer unbegriindeten Voraussetzung, da 
a#=1 angenommen wurde. 

4, Mit dieser Unsicherheit des LeistungsmaBstabes bei G. SCHMITZ 
wird eine Diskussion des Feldstarkenminimums beim Bogen konstanter 
Gasmenge in Abhangigkeit von der Leistung ebensowenig moglich, wie 


1 Scumitz, G.: Phys. Z. 44, 129 (1943). 

2 Kocu, O.: Z. Physik 126, 507 (1949). 

3 Kenty, C., u. W. J. KarasH: Phys. Rev. (2) 60, 66 (1941). 
4 ELENBAAS, W.: Physica Haag 4, 413 (1937). 

5 Kocu, O.: Z. Physik 127, 445 (1950). 

* Scumitz, G.: Z. Physik 127, 209 (1950). 
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eine Angabe des EinfluBbereichs der Temperaturabhangigkeit des 
Warmeleitvermégens. Dab er das Gebiet fallender Charakteristik um- 
faBt, ist ebenso gesichert wie die abnehmende Bedeutung der Tem- 
peraturabhangigkeit des Warmeleitvermégens fiir emmen Punkt der 
Kennlinie immer weiter im steigenden Gebiet der Charakteristik. Dabei 
ist grundsatzlich der Unterschied des Bogens konstanter Gasmenge 
gegentiber dem konstanten Drucks zu beachten, weil der letztere noch 
bei einer Leistungsaufnahme von wiber 80 W/cm seine fallende Charak- 
teristik behalt!. — Ein einleuchtender Grund, im Ubergangsgebiet auf 
die Beriicksichtigung der Temperaturabhangigkeit des Warmeleitver- 
mégens zu verzichten, liegt nicht vor, zumal in diesem Bereich die von 
der erweiterten Differentialgleichung gelieferte Lésung physikalisch 
sinnvoller erscheint®» 3. Einen Hinweis findet man bereits in der Tat- 
sache, da auf dieser Grundlage fiir den Bogen konstanter Gasmenge 
(30 W/cm) # eine bessere Berechnung des Einflusses der Wandtemperatur 
auf die Feldstarke gelang?. 


1 ELENBAAS, W.: Physica, Haag 2, 787 (1935). 

2 Kocu, O., K. J. LEseEmaNN u. A. WALTHER: Z. Physik 127, 153 (41950). 
® Koen, Os: Zy Physik-127; 445(1950): 

4 ELENBAAS, W.: Philips Res. Rep. 2, 161 (1947). 
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Erwiderung zu der vorstehenden Bemerkung 
von O. Koch. 
Von 
GEORG ScHMitTz, Aachen. 
Mit 1 Figur im Text. 
(Eingegangen am 1. April 1950.) 
1. Gibt man in der ELENBAAS-HELLERschen Differentialgleichung 
fir den Hg.-Lichtbogen dem konstantgesetzten Warmeleitvermégen x 


einen festen Zahlwert, dann wird jeder Temperaturverteilung eine 
bestimmte Leistung zugeordnet, die je Einheit der Rohrlange umgesetzt 


30 


= 
s 3 


Gesamtstrahlung S 
Rohrlange 
a 


0 5 10 15 oo 2a 30° 96. 40 Wi cm 
Leistung L 
Rohrlange 


Fig. 4. Gesamtstrahlung S als Funktion der umgesetzten Leistung L. Beide in W/cm Rohrlinge. 


wird [4]. x laBt sich dabei so wahlen, daB die Messungen von J. KERN 
und P. Scuurz [1] (Halbwertsbreite der Strahlungsdichteverteilung als 
Funktion der Wurzel aus der Leistungsaufnahme je cm Bogenlange) 
quantitativ wiedergegeben werden |4]. Wie man zu dem benutzten x 
kommt, ist dabei ziemlich gleichgiiltig. 

2. Wenn O. Kocu auf den Unterschied in der Achsentemperatur 
hinweist, der bei gleicher Leistung und Halbwertsbreite bei einem 
gemessenen und theoretisch gefundenen Wert auftritt, so unterstreicht 
er nur die Tatsache, die schon von KERN und Scuutz [1] gefunden 
wurde, daB die Kanalbreite praktisch von der Achsentemperatur un- 
abhangig ist. 

3. Die von O. Kocu herangezogene Formel S=« (L— A) wurde 
iiberhaupt nicht benutzt, da sie nach W. ELenBAAs [2] nur fir die 
von den kalteren Wandzonen und der Quarzwand durchgelassene 
Strahlung gilt, die aber in der Differentialgleichung gar nicht auftritt. 
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Im Rohrinnern ist die zugefiihrte Leistung gleich der Summe der 
durch Strahlung und durch Warmeleitung abgefiihrten Leistung d.h. 
L=S-+4A; dabei ist A in erster Naherung als konstant zu betrachten, 
wenn L > 20 W/cm Rohrlange ist [2], [3]. Bei kleineren Werten von L 
bleibt dagegen A nicht mehr konstant, sondern nimmt mit L ab |3]. 
Dieses Verhalten wird auch von dem von mir benutzten  theo- 
retischen Ansatz wiedergegeben, wenn man nach dem Vorschlag von 
O. Kocu mit den Werten meiner Arbeit [4] (Tabelle 1) fiir }) =0,077 
das S L-Diagramm zeichnet (s. Abb. 1). Fir Leistungen tiber 20 W/cm 
Rohrlange geht die Kurve in die Gerade S=L—10 tiber. A ergibt 
sich also in Ubereinstimmung mit W. ELENBAAS [2] zu 10 W/cm Rohr- 
lange. 
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Theorie der lichtelektrischen Leitung 
in Mischleitern. 
Von 
F. STOCKMANN, Géttingen. 


(Eingegangen am 23. Marz 1950.) 


Es werden allgemeine GesetzmaBigkeiten fiir die lichtelektrischen Stréme aus 
den Grundgleichungen der elektrischen Leitungsvorgange hergeleitet und diskutiert. 
Inhalt: §1. Einleitung. § 2. Die Grundgleichungen der Elektrizitatsleitung in 
Stromkreisen mit Elektronenquellen und -senken. § 3. Allgemeine Folgerungen 
aus den Grundgleichungen. § 4. Sattigungsstroéme, Verstarkung, exponentielles 
Verlustgesetz. § 5. Nichtlineare Leiter, Anderung der Ionenleitfahigkeit infolge 
der Belichtung. § 6. Halbleiter. § 7. Die Bildung und der Verlust freier Elektronen. 
§ 8. Nichtstationare Stréme. § 9. SchluB8bemerkungen. 


§ 1. Einleitung. 

Die Erscheinung der lichtelektrischen Leitung in festen K6rpern ist 
bereits seit langer Zeit bekannt [1]. Trotzdem ist es bis jetzt nur in 
Einzelfallen gelungen, die beobachteten GesetzmaBigkeiten quantitativ 
zu verstehen. Nach zahlreichen vergeblichen Versuchen!, den Mecha- 
nismus der lichtelektrischen Leitung aufzuklaren, gelang der erste 
erfolgreiche Schritt GUDDEN und Pout [3] bei der Untersuchung der 
Einsatzwerte der lichtelektrischen Strédme in isolierenden Kristallen, 
die sie als Primédrstréme bezeichneten. Dadurch konnte der licht- 
elektrische ElementarprozeB ungestoért durch die oft komplizierten 
Folgeerscheinungen untersucht werden. Die Untersuchung dieser an- 
schlieBenden zeitlichen Anderungen, vorlaufig als Sekunddrstréme be- 
zeichnet, stellten sie zundchst zuriick. Die Gesetze des Primarstroms 
wurden in den folgenden 11/, Jahrzehnten vor allem an den verfarbten 
Alkalihalogeniden auBerordentlich griindlich erforscht [4]. Die wich- 
tigsten Ergebnisse sind heute allgemein bekannt: Der lichtelektrische 
ElementarprozeB ist ein QuantenprozeB [5], bei dem frei bewegliche 
Elektronen im Kristallgitter entstehen [6]. In einem elektrischen Feld 
bewegen sie sich zur Anode hin und verursachen so den lichtelektrischen 
Strom. Nach einer gewissen Zeit + werden die Elektronen wieder im 
Gitter festgelegt. Der wahrend der Zeit 1 in der Feldrichtung zuriick- 
gelegte Schubweg w ist die fiir das Verstandnis der lichtelektrischen 
Erscheinungen entscheidende GréBe [3]. Bei hinreichend hohen Feld- 


1 Einen recht umfassenden Uberblick auch tiber die Altere Literatur bringen 
die unter [2] und [16] zitierten Biicher. 
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stirken wird der Schubweg so groB wie die Lange des Kristalls, der 
lichtelektrische Strom wird dann gesittigt [5], die berechneten Strom- 
spannungs-Charakteristiken stimmen quantitativ mit der Erfahrung 
tberein [7]. 

Die komplizierten zeitlichen Verlaufe der Str6me in den meisten 
lichtelektrisch leitenden Stoffen wahrend der Belichtung (namlich die 
Sekundarstrome) blieben indessen zunachst noch unverstandlich. Be- 
sondere Schwierigkeiten bereitete die oft betrachtliche Uberschreitung 
des Quantendquivalents, die darin besteht, daB je absorbiertes Licht- 
quant unter Umstianden viele 100 oder 1000 Elektronen gemessen 
werden. Am KBr-KH-Mischkristall, der sich als besonders geeignete 
Modellsubstanz erwies, fanden HirscH und Pout [8], daB diese Ver- 
starkung lichtelektrischer Stréme durch einen elektronischen Anteil in 
der Dunkelleitung verursacht wird. Sie konnten durch einfache Ansatze 
eine Reihe von Formeln aufstellen, die gut mit den Experimenten tiber- 
einstimmen, und die seitdem mehrfach auch auf andere Weise her- 
geleitet worden sind [9], [10]. Das gelang letzten Endes durch die 
Deutung der lichtelektrischen Leitung als eine photochemische Reaktion, 
bei der freie Elektronen im Kristallgitter als Reaktionspartner auf- 
treten. Eine konsequente Durchfihrung entsprechender Vorstellungen 
bei der lichtelektrischen Leitung im ZnO [11], einem reinen Elektronen- 
leiter, ergab vollstandige Ubereinstimmung zwischen der Rechnung 
und dem Experiment, nicht nur fiir die stationaren Str6me bei hin- 
reichend langer Belichtung, sondern auch fir die zeitlichen Verlaufe 
bei ihrem Ein- und Ausschalten. 

Damit scheinen die benutzten Grundvoraussetzungen fiir die quanti- 
tative Behandlung lichtelektrischer Str6me — wenigstens in Einzel- 
fallen — bestatigt zu sein. Unbefriedigend bleibt indessen, daB man 
bei den verschiedenen Ansatzen kaum das allen Gemeinsame erkennen 
kann, so da haufig auch jetzt noch Primar- und Sekundarstrom, 
gelegentlich auch noch andere Arten von lichtelektrischen Strémen, 
als physikalisch verschieden angesehen werden, obwohl diese vorlaufigen 
Unterscheidungen langst tiberfliissig geworden sind. Es ist das Ziel 
der Arbeit, diese Zusammenhange zu zeigen. Alle bislang hergeleiteten 
Formeln fiir lichtelektrische Str6me in Kristallen ergeben sich dabei 
als Sonderfalle allgemeiner Beziehungen, die unmittelbar aus den 
Grundgleichungen aller Leitungsvorginge folgen. 

Die GesetzmaBigkeiten der lichtelektrischen Leitung werden in zwei 
Schritten hergeleitet. Zunadchst werden die Leitungsgleichungen fiir 
den Fall untersucht, daB Elektronenquellen und -senken im Strom- 
kreis vorhanden sind. Aus den so gewonnenen allgemeinen Beziehungen 
werden durch Spezialisierung die bereits frither gefundenen Formeln 
wieder hergeleitet (§§ 2 bis 6). Erst dann werden die Gesetzmdfigkeiten 


Theorie der lichtelektrischen Leitung in Mischleitern. 187 


diskutiert, die die Quellen und Senken freier Elektronen  beherrschen 
(§§ 7, 8) und die man heute am einfachsten als Dissoziations- und 
Rekombinationsprozesse beschreibt, bei denen freie Elektronen (d.h. 
Elektronen im Leitfahigkeitsband) als Reaktionspartner auftreten. Alle 
Uberlegungen werden sehr viel allgemeiner als in den friitheren Unter- 
suchungen durchgefiihrt. Jedoch werden einige Falle, bei denen syste- 
matische experimentelle Untersuchungen noch fehlen, nicht  beriick- 
sichtigt. Dazu gehdren unter anderem lichtelektrische Stréme, fiir die 
das Oumsche Gesetz nicht gilt, lichtelektrische Stréme in (elektronischen) 
Halbleitern mit einer geringen, aber durchaus merklichen Ionen- 
leitfahigkeit und schlieBlich lichtelektrische Stréme, an denen gleich- 
zeitig UberschuB- und Defektelektronen, allgemein: zwei Arten von 
Ladungstragern mit vergleichbarer Beweglichkeit, beteiligt sind. Es 
erscheint verfriiht, diese Fragen schon jetzt allgemein behandeln zu 
wollen, da kaum mehr als die Existenz dieser Effekte bekannt ist. 

Alle Gleichungen werden hergeleitet unter der Annahme, daB die 
lichtelektrische Leitung eine UberschuBleitung ist, d.h. freie Elektronen 
bei der Belichtung im Kristall geschaffen werden. Man erhalt ganz 
analoge Beziehungen auch fiir den Fall der Defektleitung. Man muB8 
dann nur beachten, daB die Defektelektronen positiv geladen sind. 
Dementsprechend vertauschen in diesem Fall Anode und Kathode in 
allen Gleichungen ihre Rolle. 


§ 2. Voraussetzungen: Die Grundgleichungen der Elektrizitdtsleitung , 
in Stromkreisen mit Elektronenquellen und -senken. 


In den folgenden Gleichungen bedeuten: 


Ortskoordinaten (m), 


oats 
1 die Kristallange (m), 

t die Zeit (sec), 

1 die Stromdichte (Amp/m?), 

¢& die elektrische Feldstarke (V/m), 

U die an den Kristall angelegte Spannung (V), 
% die spezifische Leitfahigkeit (Q71 m7), 

N, die Elektronenkonzentration (m~%), 

e die Elementarladung 1,6- 10-19 Ampsec, 

v die Elektronenbeweglichkeit (m- sec 1/V -m7~}), 


y Npet den Elektronenanteil der spezifischen Leitfahigkeit, 
x, +N,eu 
o die Raumladungsdichte (Ampsec/m%), 
n(x) die Elektronenproduktion, etwa durch Belichtung, an der Stelle x (m~*sec7}), 
it 
Aas den Elektronenverlust durch Rekombination (m~ sec~}), 


der Index i den Jonenstrom, z. B. x, = spezifische Tonenleitfahigkeit, 

der Index d den unbelichteten Kristall, z.B. ig = Stromdichte des Dunkelstroms, 

die Indizes K, A die Kathode bzw. die Anode, z.B. N,x% = Elektronenkonzen- 
tration an der Kathode. 
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Wo noch andere Symbole benutzt werden, werden sie jeweils an 
der betreffenden Stelle erklart. Die Gleichungen werden als GroBen- 
gleichungen geschrieben, fiir alle GréBen kénnen daher beliebige Ein- 
heiten benutzt werden, nicht nur die oben zur Erlauterung der Symbole 
als Beispiel angegebenen. 

An den Anfang der allgemeinen Uberlegungen stellen wir 3 Gesetze 
mit einem sehr groBen Giiltigkeitsbereich. Die daraus hergeleiteten 
Beziehungen gelten daher unter denselben Voraussetzungen, soweit nicht 
im Verlauf der Rechnung gewisse Einschrankungen erforderlich werden. 
Die 3 Gesetze sind: 


4. Das OumMsche Gesetz 

1=(x,+Nev)-€. (1) 
Es wird also vorausgesetzt, daB x; und N,ev nicht unmittelbar Funk- 
tionen der Feldstarke sind. Da8 N, und € beide Ortsfunktionen sind 
und so mittelbar voneinander abhangen, beriihrt die Giiltigkeit der 
Gl. (1) nicht. Die differentielle Form des OnMschen Gesetzes ist gewahlt 
worden, weil so auch die Erscheinungen der lichtelektrischen Sattigungs- 
stréme in isolierenden Kristallen behandelt werden kénnen, bei denen 
die Integralform offenbar nicht gilt. 


In der Differentialform gilt das OHmsche Gesetz bei der tiberwiegenden Mehr- 
zahl der bis jetzt untersuchten lichtelektrischen Leiter. Es sind allerdings, worauf 
in der Einleitung schon hingewiesen worden ist, auch Falle mit komplizierten 
Stromspannungsabhangigkeiten beobachtet worden. Es ist jedoch noch unent- 
schieden, ob nicht auch in diesen Fallen vielleicht das OHMsche Gesetz in der 
differentiellen Form gilt. Da derartige Beobachtungen meistens an Stoffen mit 
sehr geringer Leitfahigkeit gemacht worden sind, ist es méglich, da8 Randschichten 
mit ihren komplizierten Raumladungsverhaltnissen (deren raumliche Ausdehnung 
bekanntlich um so gréBer ist, je geringer die Leitfahigkeit ist) fiir die Abweichungen 
vom Oumschen Gesetz verantwortlich zu machen sind. Mit dieser Méglichkeit 
muS8 um so mehr gerechnet werden, da sich ja solche Raumladungsschichten 
nicht nur an den Elektroden ausbilden, sondern auch an Inhomogenitaten der 
verschiedensten Art im Kristallinnern. Zwar werden im folgenden nur homogene 
Kristalle behandelt. Man darf aber nicht tibersehen, daB tatsdchlich alle Kristalle 
ein mehr oder minder regelmaBiges Gefiige von Kristalliten mit kolloidalen inneren 
Ausscheidungen und dergleichen sind. Die lichtelektrische Leitungstheorie dieser 
Stoffe wird dann zu einer Anwendung der ScHotrKyschen Randschichttheorie. 
Dabei wirden sich méglicherweise alle bisher beobachteten Abweichungen vom 
Oumschen Gesetz zwangslos erklaren lassen. — Wegen der Unsicherheit, die auf 
diesem Gebiet noch herrscht, sollen diese Falle hier nicht behandelt werden. 


2. Die Kontinuitatsgleichung fiir den Gesamtstrom divi=0. Fiir 
eindimensionale Leiter, auf die wir uns zunachst beschranken, lautet sie 


di dG . a6. aN, 
gh Ig, MT yates 


v-€=0. (2) 


Dabei ist weiter noch angenommen worden, daB x; und v durch die Be- 
lichtung nicht geadndert werden. Die verschiedenen Einschrankungen, 
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die bei der Gl. (2) zunachst noch gemacht worden sind, werden im 
folgenden schrittweise beseitigt oder wenigstens in ihren Auswir- 
kungen diskutiert, die Voraussetzung des linearen Leiters und die 
Voraussetzung dxz,/dx—=0O in §5 und die Voraussetzung stationdrer 
Stréme (divi=0 statt divi =— @0/@#) in § 8. 

3. Die Kontinuitatsgleichung fiir den Elektronenstrom. In dem 
belichteten Leiter sind Quellen und Senken fiir freie Leitungselektronen 
vorhanden, Quellen, an denen durch die Lichtabsorption freie Elek- 
tronen aus dem Vorrat der im Gitter gebundenen produziert werden, 
Senken, an denen sie durch Rekombination mit Elektronenfangern 
wieder verschwinden. Beide Anteile sind im allgemeinen kontinuierlich 
uber den Kristall verteilt und werden vorlaufig mit (x) und d’N/dt 
bezeichnet. Eine genauere Diskussion dieser beiden Funktionen wird 
bis § 7 zuriickgestellt. Dann lautet die Kontinuitatsgleichung, wieder 
fiir den Fall des linearen Leiters, 

dN, : d& aN, (x 
dx eee alge @ ee A? 2 Ee (3) 


Die Bezeichnung der Senken mit da’N,/dt soll darauf hinweisen, daB 
die GréBe der Senke mit dem Differentialquotienten d N,/dt zusammen- 
hangt, aber nicht mit ihm identisch ist. d’ N, bezeichnet nur den Anteil 
des Differentials der Elektronenkonzentration, der die Elektronen- 
verluste durch Rekombination mit Elektronenfangern enthalt. — Die 
in Gl. (3) noch enthaltenen Einschrankungen (linearer Leiter, stationare 
Str6me) werden wieder in den §§5 und 8 verallgemeinert. 

Wenn in einem lichtelektrischen Leiter UberschuB- und Defektelektronen 
gleichzeitig vorhanden sind oder infolge der Belichtung gebildet werden, muB man 
fiir beide Elektronenarten je eine Kontinuitatsgleichung dieser Form aufstellen. 
Da jedoch bis jetzt bei der lichtelektrischen Leitung kein solcher Fall quantitativ 
untersucht worden ist, wird auf die allgemeine Diskussion verzichtet. Ein Elek- 
tronenstrom bedeutet daher im folgenden stets einen Strom nuy von UberschuB- 
oder nuy von Defektelektronen. 

Aus dem System der Gl. (1) bis (3) kann nun die gesuchte Strom- 
dichte 7 berechnet werden, zunachst © und N, aus den Differential- 
gleichungen (2) und (3), dann z aus © und N, mit Hilfe der Gl. (1). 
Damit die Lésung eindeutig wird, miissen zu den beiden Differential- 
gleichungen noch zwei Randbedingungen vorgegeben werden. Die erste 
ergibt sich aus dem Zusammenhang zwischen der elektrischen Feld- 
starke und der Spannung, es muB sein 


(ome: (4) 
0 


Die zweite Randbedingung betrifft die Elektronenkonzentration N, x 
an der Kathode. Sie wird weiter unten [im Anschlu8 an Gl. (412) in 
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§ 3] hergeleitet und lautet, falls nicht yw 1, d.h. die spezifische Ionen- 
leitfahigkeit nicht klein gegen die Elektronenleitfahigkeit ist, 


Nix=Nxa (5) 
mit dem Sonderfall 
Nx=0 (6) 


fiir reine Ionenleiter. Durch die Belichtung wird also die Elektronen- 
konzentration an der Kathode nicht gedndert, solange der Kristall eine 
merkliche Ionenleitfahigkeit besitzt. — Fiir den Grenzfall rein elek- 
tronischer Halbleiter, d.h. x, =0 bzw. y=1 erhalt man dagegen N, x 


aus der Bedingung 
ne = —(d' NJdt)x, (7) 


die darum eine Aussage tiber N,x liefert, weil die Elektronenverluste 
durch Rekombination (d’N,/dt), von der Elektronenkonzentration 
abhangen (§ 7). 

In dem Ubergangsgebiet, in dem die Ionenleitfahigkeit neben der Elektronen- 
leitfahigkeit zwar merklich, aber gering ist, werden die beiden Bedingungen (5) 
und (7) stetig ineinander iibergehen. Ein allgemeiner Ausdruck kann jedoch noch 
nicht angegeben werden. Darum wird dieses Ubergangsgebiet im folgenden nicht 
beriicksichtigt (vgl. hierzu den Schlu8B von § 6). 


§ 3. Allgemeine Folgerungen aus den Grundgleichungen. 

Bevor nunmehr in diesem Paragraphen das in §2 aufgestellte 
Gleichungssystem integriert wird, soll aus den Differentialgleichungen 
selbst durch eine einfache Umformung eine fiir die Leitungsvorgange 
wichtige Aussage gewonnen werden. Eliminiert man d@/dx aus den 
Gl. (2) und (3), so erhalt man 


eh = es tee ey C= (fy). (8) 


Wir definieren nun neben dN/dx die zu d’NJ/dt analoge GréBe 
d' N,/dx. d'N, bezeichnet wieder den Anteil des Differentials der 
Elektronenkonzentration, der lediglich durch die Elektronenverluste 
durch Rekombination mit Elektronenfangern verursacht wird. Fiihrt 
man d’N,/dx an Stelle von dN,/dx in Gl. (8) ein, so fallt gemaB der 
Definition von d’N,/dx auf der linken Seite das Glied e-» fort und 
man erhalt 


dx=dt-v€-(1—y). (9) 


Diese Gleichung verkniipft die Strecke dx, langs der die Elektronen- 
konzentration um den Betrag d’N, abnimmt, mit der Zeit d t, in der 
sich N, um den gleichen Betrag andert. Fiir Ionenleiter (0) ist 
das Verhaltnis dx/dt gleich der Elektronengeschwindigkeit v- ©, fiir 
Mischleiter ist es dagegen im Verhaltnis (1 —y) kleiner. Haben etwa 
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die freien Elektronen eine mittlere Lebensdauer t, und legen sie in 
dieser Zeit den mittleren Schubweg w =t-v © in Feldrichtung zuriick, 
so ist die mittlere Abklingstrecke nur 

E=t-v€-(1—y) =w-(1—y). (10) 
Dieser Zusammenhang wurde fiir einen Sonderfall unter Benutzung 
spezieller Modellvorstellungen zuerst von ScHorrky [9] hergeleitet, 
hier ergibt er sich als allgemeine Folgerung aus den in § 2 zusammen- 
gestellten Grundgleichungen. 

Der physikalische Grund fiir dieses iiberraschende Ergebnis ist die 
Neutralisierung der Raumladungen, die der lichtelektrische Strom 
erzeugt: Die Elektronenquellen bleiben positiv geladen zuriick, an den 
Elektronensenken entstehen negative Raumladungen. Beide miissen 
neutralisiert werden. Soweit das durch den Ionenstrom geschieht, 
stimmen w und € iiberein, soweit die Neutralisation dagegen durch 
Elektronen erfolgt, treten trotz der Quellen und Senken keine Verschie- 
bungen der Elektronenkonzentration auf, da jedes abwandernde Elektron 
durch ein zuwanderndes ersetzt wird und umgekehrt. Fiir den Bruch- 
teil y des lichtelektrischen Stroms ist daher =0. Als Mittel beider 
Anteile erhalt man die oben hergeleitete Beziehung (10). 

Ein besonders wichtiges Integral des in § 2 aufgestellten Gleichungs- 
systems erhalt man sehr einfach, wenn man nicht d(@/dx aus den Gl. (2) 
und (3) eliminiert wie bei der Herleitung von Gl. (8), sondern statt 
dessen dN,/dx. Man erhalt so 


d’N, d& 
P ! Pe aes ney eae set 
ED ee Re (11) 


Integriert man Gl. (11) zwischen den Grenzen 0 (Kathode) und x, so 
folgt zusammen mit Gl. (1), angewandt auf die unmittelbare Nachbar- 
schaft der Kathode, 


soe UN, (a) z ; 
e- f (na) + GO) da +; Cl) =m Cx tN (12) 
0 


Aus dieser Gleichung ergeben sich zunachst aus Stetigkeitsgriinden 
die Randbedingungen (5) und (6) des allgemeinen Gleichungssystems 
in §2. Wird namlich ein schmaler Bereich der Breite da unmittelbar 
vor der Kathode nicht belichtet, so kénnen sich alle Glieder in Gl. (12) 
nur um differentiell kleine Betrage andern, d.h. insbesondere N,, darf 
sich nicht um einen endlichen Betrag geadindert haben, obwohl der 
Bereich vor der Kathode im ersten Fall belichtet, im zweiten unbe- 
lichtet war. Da eine Riickwirkung des belichteten Kristallteils auf den 
unbelichteten Kathodenraum nicht anzunehmen ist (die freien Elek- 
tronen miiBten sich entgegen dem Feld auf die Kathode zu bewegen), 


Nghe 
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muB man, wenigstens solange x; nicht klein gegen N,x-e-v wird, 
annehmen, daB die Elektronenkonzentration an der Kathode durch 
die Belichtung nicht gedndert wird!. Das sind aber gerade die Rand- 
bedingungen (5) und (6). 

Integriert man die Gl. (12) itber die ganze Kristallange, so erhalt man 


pees is ef fb | ) + Ae) da, (13) 


wenn man den aarti Ae Dunkelstroms mit y, bezeichnet, 
i 


sowie x,° U/l=i,:(1—y,) und die Randbedingung (4) f €dx=U 
beriicksichtigt. ° 

Durch Gl. (13) wird der lichtelektrische (,,MeB“-)Strom 1—7, auf 
den ElementarprozeB, namlich auf die Bewegung der durch das Licht 
produzierten freien Elektronen im Kristallgitter, zuriickgefiihrt. Sie 
ist die verallgemeinerte Form der in allen fritheren Arbeiten itiber licht- 
elektrische Str6me benutzten Beziehung 


Cer air (14) 


zwischen der von einem Elektrometer angezeigten Ladung g und der 
Bewegung eines Elektrons in einem homogenen elektrischen Feld der 
Langeyoum diet streckera,.(1 2): 


Die Gl. (13) und (14) sind unter der Voraussetzung divi=o [GIl. (2)] her- 
geleitet worden. Das bedeutet: Man miBt den vollen Betrag g=e- x/I des licht- 
elektrischen Stromes erst dann, wenn die entstandenen Raumladungen elektro- 
lytisch beseitigt werden. Die Anderung des Ionenstroms infolge der Elektronen- 
bewegung ist also ein wesentlicher Bestandteil des gemessenen lichtelektrischen 
Stroms. 

Das Doppelintegral der Gl. (13) kann mit Hilfe von Gl. (14) sehr ein- 


fach gedeutet werden. Das Integral f...da bezeichnet den Teilchenstrom, der 
0 


aus dem Bereich 0<a< ¥ herauskommt und zum elektrischen Gesamtstrom an 


der Stelle x den Beitrag e- _— i ... da liefert. Der gesamte Strom folgt daraus 
einfach durch Integration uber aie ganze Kristallange. 

Bemerkenswert ist in Gl. (13) die ,, Verstarkung‘* dieses (Primar-)Stroms um 
den Faktor 1/(1—yQ), falls die Dunkelleitfahigkeit einen elektronischen Anteil 
enthalt. Der physikalische Grund wird an 2 Sonderfallen in den §§ 4 und 6 im 
einzelnen erlautert. 


Trotz der Allgemeingiiltigkeit ist die praktische Anwendbarkeit der 


Gl. (43) leider beschrankt, weil im allgemeinen d’N,/dt nur angegeben 
werden kann, wenn N, bekannt ist. Dazu ist aber die vollstandige 


1 Bei der lichtelektrischen Defektleitung erhalt man entsprechend die Rand- 
bedingung, da®B die Konzentration der Defektelektvonen vor der Anode bei der 
Belichtung nicht geandert wird. 
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Integration des Gleichungssystems von §2 erforderlich. Immerhin 
lassen sich bis auf eine Ausnahme alle bis jetzt hergeleiteten Beziehungen 
ohne diese Komplikation als Sonderfalle der Gl. (13) wiedergewinnen. 
Das soll im folgenden § 4 gezeigt werden. 


§ 4. Beispiele: Sdttigungsstréme, Verstirkung, exponentielles Verlustgesetz. 

1. Sdttigungsstrome. Sorgt man durch eine hinreichend hohe Feld- 
starke dafiir, daB alle durch die Belichtung produzierten freien Elek- 
tronen zur Anode abgefiihrt werden, bevor Verluste durch Rekombination 
eintreten, so verschwindet in den vorhergehenden Gleichungen das 
Glied d’N,/dt. Die Gl. (13) kann daher ohne weiteres zur Berechnung 
von 1—1, benutzt werden. 

Man erhalt bei homogener Elektronenproduktion, d.h. wenn (x) 
unabhangig von x ist, also Bestrahlungsstarke und Quantenausbeute 
unabhangig vom Ort sind, aus Gl. (13) unmittelbar 

ue eae a (15) 


und fiir den reinen Ionenleiter 
5 6 ee 1 
(i= (16) 


Gl. (16) ist bereits mehrfach hergeleitet und zur Bestimmung von 
Quantenausbeuten lichtelektrischer Prozesse benutzt worden [12]. 


Ersetzt man die homogene Belichtung durch eine Belichtung im Bereich einer 
Lichtsonde der Breite A aan der Stelle v=a, so ist m nurindem Bereicha < *¥ << a+ 
Aa von 0 verschieden. Man erhalt 

ae Noe ie SL PEO ie ee 29 (17) 
7 l 

Wegen des Faktors 1/(1—y,) erhalt man bei Halbleitern mit rein 
elektronischer Dunkelleitfahigkeit (yz =1) keine Sattigungsstrome. 

Der physikalische Grund fiir die Verstarkung der lichtelektrischen 
Stré6me in Mischleitern wird besonders deutlich, wenn man die all- 
gemeinen Rechnungen, die zur Gl. (13) fiihren, fiir den Sonderfall der 
Sattigungsstr6me im einzelnen wiederholt. Da sich in diesem Fall die 
Integration einfach durchfiihren laBt, erhalt man statt Gl. (12) 


e-nx+x,: E(x) =x;- Cx 


H 
und wegen f €dx=U 
D 


194 F. STOCKMANN: 


Die Feldstarke @, an der Kathode wird also bei der Belichtung erhoht, 
weil die im Innern des Kristalls beweglich gemachten Elektronen die 
Leitfahigkeit im Innern des Kristalls vergréBern. In reinen Ionenleitern 
wird dadurch der Ionenstrom an der Kathode gerade um solch einen 
Betrag vergroBert, daB die von den Elektronen zuriickgelassenen posi- 
tiven Restladungen neutralisiert werden. Das ist ja eine notwendige 
Voraussetzung, damit tiberhaupt stationare Stroéme beobachtet werden 
koénnen. Aus Gl. (19) folgt fiir die Stromdichte in Ionenleitern einfach 


A U e-nl 
t= #;' Cx =%;° [ts ore 


also die Gl. (16). 

In Mischleitern ist die Anderung der Feldstérke vor der Kathode 
genau so groB wie in reinen Jonenleitern, weil nach Gl. (11) d€/dx 
von dem elektronischen Anteil der Dunkelleitfahigkeit unabhangig ist. 
Der erhéhte Ionenstrom neutralisiert wieder die positiven Restladungen, 
die erhéhte Feldstarke bedingt aber zugleich eine Erhéhung des Elek- 
tronenstroms an der Kathode, der als zusatzlicher lichtelektrischer 
Feld-Strom neben dem Tetlchen-Strom e-n1/2 gemessen wird. Man 
erhalt daher 


; é. ae U u,tN,cev e-nl 
t= (4, +N xv) Cx = (4%, +N, xe) - ae zat — 20) 
LY ah ra 


Der erste Summand auf der rechten Seite ist die Dunkelstromdichte 7,. 
Der zweite Summand ist der lichtelektrische Strom, dessen Zusammen- 
setzung aus dem Teilchenstrom e-//2 und dem Feldstrom Nx, ev- 
e-n1/2x; noch unmittelbar zu erkennen ist. Nun ist (x; + N,,ev)/x;= 
1/(4—yq). Man erhalt daher wieder Gl. (45), wenn man Teilchen- und 


1 e-nl 


Reldstrom: 2 —————- zusammenfaBt. Der Feldstrom ist also dte 


Ursache fiir die Verstarkung der lichtelektrischen Stréme in Misch- und 
Halbleatern. 


Auch die allgemeine Gl. (13) laBt sich nachtraglich in dieser Weise deuten: 


+ [2 flac 
0 0 


ist der Teilchenstrom 77, zu dem der Feldstrom 


pun Nene Va 

2) =f ioe == ee 
ad aie 

hinzukommt. Dann ist der gesamte lichtelektrische Strom 


ir 


=i 
ioe 

2. Das exponentielle Verlustgesetz. Wenn die Konzentration freier 
Elektronen klein ist gegen die der Elektronenfanger, verlauft die 
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Rekombination als Reaktion erster Ordnung. Die Elektronenkonzen- 
tration nimmt daher exponentiell mit der Zeit ab, also 


v 1 ee é if T T rt 
go ee) CON =O) —N,)<e-**__ (21) 


a) Kleine Bestrahlungsstaérken. In diesem Fall ist der lichtelektrische 
Strom klein gegen den Dunkelstrom und das Feld zwischen den Elek- 
troden bleibt praktisch homogen. Das bedeutet weiter, daB der Schub- 
weg der Elektronen an allen Stellen des Kristalls von gleicher GréBe ist. 
Daher kann auch in diesem Fall die Gl. (13) angewandt werden. 

Das Integral [ (n (a) + a da ist der UberschuB der Elektronen- 
produktion hee dee Elektronenverlust durch Rekombination im Be- 
reich a< x. Bei Giiltigkeit eines exponentiellen Verlustgesetzes liBt 
er sich direkt angeben, da die Rekombinationswahrscheinlichkeit fiir 
jedes Elektron unabhangig von der Anwesenheit anderer Elektronen ist. 
Von den an der Stelle a durch die Belichtung zusatzlich erzeugten freien 
Elektronen sind daher an der Stelle x noch vorhanden 


n(a-x) = n(a,a)-e7 O48 G—») | (22) 
weil die Abklingzeit + und die Abklingstrecke €=w-(1—vy) durch 
die Gl. (10) miteinander verkniipft sind. Man erhalt bei homogener 
Belichtung [”(a,0) =n =const| 


[ (n(a) — oe) da Ih rf Poel et w(i—y) da. 
_ 0 
Einsetzen in Gl. (13) und Ausfiihrung der Integrationen ergibt die 
bereits mehrfach auf andere Weise [8], [9], [10] hergeleitete Gleichung 


i—igae-nl- 2 (1-2 4 —y) U1 PleGroh}) (23) 


fiir Mischleiter mit dem Grenzfall 

i—ig=e-nl- 7 (1 _ (1 et'*)) (24) 
fiir reine Jonenleiter. Wird w>>J1, so gehen die Gl. (23) und (24) in 
die fiir die Sattigungsstrome hergeleiteten Gl. (15) und (16) tber, 
wovon man sich am einfachsten durch eine Reihenentwicklung der 


e-Funktion tiberzeugt. 
Belichtet man wieder nur mit einer Lichtsonde der Breite Aa an 


der Stelle x =a, so erhalt man [9], [10] 


: 1 
ae e:-nAa fen (e—aiet—) dx 
9h l % 


=—E-nAg- > -(1—e- ler.) | 


(25) 
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Fiir den Grenzfall w >> 1 geht die Gl. (25) tiber in die Gl. (17), die fir 
die Sattigungsstréme hergeleitet worden ist. 


b) Miissen bei groBen Bestrahlungsstarken die Feldverzerrungen im Innern 
des Kristalls infolge der Bestrahlung beriicksichtigt werden, so kann man die 
Gl. (13) nicht mehr anwenden, weil dann nach Gl. (10) der Schubweg w vom Ort 
abhangt. Dann muB statt dessen das Gleichungssystem des § 2 vollstandig inte- 
griert werden. 

Eliminiert man N, aus Gl. (1) mit Hilfe von Gl. (11), nachdem man a’ Niidt 


Glimeln —= (IN, N, ir [Gl. (21)] ersetzt hat, so erhalt man 
d& 
i=(t:nev+N,gev rj) Ete Evr: —. (26) 
Daraus folet durch Integration tiber die ganze Kristallange bei homogener Be- 
strahlung . U ee : > 
i= (t-nevt+N,gev+x;) a Ons (4, — &%) 


Beachtet man, daB wegen N,np—N,q [GI. (5)] 


1 U Cy, a + Ny év 
Ce 5, WA 
iq | Cx 4+N, 420 
ist, so folgt 
i— 14 e ( (%¢; + Ny ge v)? - 
“nl= = | 1 y)\ = = 1 D} 
e-n 0 = | y) aie (x, LN, 4 ev)? ( 7) 


reals Gy) = 7p ow Ol, 
Bei sehr groBen Bestrahlungsstarken wird 1 >73 und N,4ev >; +N,gev. 
Dann erhalt man j 2 
ah — + (1 ——- 
0 w/t ' ( ”) 21g 


Fir den Sonderfall y=0 wurde diese Gleichung bereits von HitscH und POHL 
hergeleitet. Wird noch (1—y) : 1/17 > //w, so folgt schlieBlich 


i= |/ ———--e-nl, (28) 


d.h. 1 wird proportional der Wurzel aus der Bestrahlungsstarke (der ja » pro- 
portional ist). Das ist fir den Grenzfall rein elektrolytischer Dunkelleitung auch 
experimentell gefunden worden [13]. 
Bei kleinen Bestrahlungsstarken wird dagegen 2 — oa <igund (Nj 4—N,q)eu< 
x%,+N,qev. Dann wird aus Gl. (27) 


x%,-LN, Dg eu 


ig =F le-mt (1 Ree lee — Nea) ¢ *) 
Nun ist wegen Gl. (22) 


2 fp ee Cy) i 
zusatzlicher Elektronenstrom ‘ Ie bade 


Elektronengeschwindigkeit ve Ul 


=n:wW (4 =e Mig Chie 


Na Nya= 


v 


also 


ee y (1 : Cane pea (23) 


d.h. man erhalt dieselbe Beziehung wie die aus Gl. (13) fiir diesen Grenzfall un- 
mittelbar hergeleiteten Gl. (23) und (24). 
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Auch der Fall der Belichtung mit einer Lichtsonde lat sich auf die gleiche 
Weise behandeln. Zwischen der Kathode und der Lichtsonde ist die Feldstarke 
konstant, am Ort der Sonde Andert sie sich gemaB Gl. (11) sprungweise um 
—enAajx;, und ihr weiterer Verlauf folgt ebenfalls aus Gl. (11). Die Inte- 
grationen miissen dann stiickweise von 0 bis a und von a bis / ausgefthrt werden. 
Da die Rechnung aber nichts prinzipiell Neues bringt. sei auf ihre Durchfiithrung 
an dieser Stelle verzichtet. 


§ 5. Zwet Verallgemeinerungen. 

1. Nichilineare Leiter. Alle bisher aufgestellten Beziehungen gelten 
nur fiir lineare Leiter, bei denen alle Variablen nur von einer Orts- 
koordinate abhangen. AuBer in einem Draht, dem Muster eines linearen 
Leiters, ist diese Bedingung meist mit hinreichender Naherung bei 
einem Kristall mit aufgesetzten plattenférmigen Elektroden oder bei 
einer Schicht mit breiten Stromzufiihrungen erfiillt. Einer dieser 
Falle ist im allgemeinen bei den Experimenten verwirklicht. Darum 
liegt auch bis jetzt kein Bediirfnis vor, die in § 3 aufgestellten Bezie- 
hungen zu verallgemeinern. Das soll aber trotzdem geschehen, weil 
man dadurch noch einen recht interessanten Einblick in den Mecha- 
nismus der lichtelektrischen Leitung gewinnt. 

Will man die lichtelektrischen Str6me in mehrdimensionalen Stré- 
mungsfeldern behandeln, etwa zwischen 2 Spitzen als Elektroden oder 
zwischen Spitze und Platte, so muB man in den Kontinuitatsgleichungen 
(2) und (3) die Stromdivergenzen selbst stehen lassen. Infolgedessen 
erhalt man statt Gl. (11) 


en+e-—"*=—yx,-div&. (24) 


Daraus folgt durch Integration tiber das Volumen V zwischen der 
Kathode und einer Aquipotentialflache, die durch x(q) gekennzeichnet 
werden m6ége, unter Benutzung des Gaussschen Integralsatzes 

x() 


ef (n+ 


0 


TE) aV =H: an Ex —ms-g(2) - E (a) 


(q = Querschnitt der Strombahn). 
Nach Division durch x, - g(x) =x;°q¢(x)/(1—y,g) und Integration tber 
die ganze Lange des Kristalls erhalt man 


wegen } 


it; Beige Riz = Dunkelwiderstand , 
%4q(*) 


I, = U/Rqg = Dunkelstrom , 


Il =x;9¢K° Ex/(1—y) = Strom bei der Belichtung, 


1 ax alee Ol Eqdx 
Ry 4a) Ry U U 
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als Verallgemeinerung von Gl. (13) fiir den nichtlinearen Leiter 


1 x(P) 
1 Cydx Ee) 7 
Up car eee <a f (n ae le (30) 
0 0 


Fiir homogene Dunkelfelder geht diese Gleichung offenbar in die Gl. (13) 
liber. Ein Sonderfall fiir die Bewegung von Punktladungen in elektro- 
statischen Feldern ist dg=e-G-dx{U. (31) 


Das. ist die entsprechende Verallgemeinerung der Gl. (14). Sie wurde 

bereits von SHOCKLEY [14] hergeleitet, fiir die Berechnung lichtelek- 

trischer Stréme ist sie anscheinend noch nicht gebraucht worden. 
Der Unterschied zwischen den Gl. (13), (14) und (30), (31) 


Gysdx/U statt .. axl 


ist recht plausibel. Eine Ladungsverschiebung um eine Strecke dx 
wird in Gebieten hoher Feldstaérke mehr zum Strom beitragen als eine 
Verschiebung um die gleiche Strecke in Gebieten niedriger Feldstarke. 


Uberraschend ist zunachst, daB in Gl. (30) GJ steht und nicht ©, obwohl die 
Feldanderungen bei der Belichtung unter Umstanden betrachtlich sind. Ebenso 
sollten in der speziellen Gl. (13) die Ladungsverschiebungen nicht mit dx/l be- 
wertet werden, da doch auch hier Feldverzerrungen bei der Belichtung auftreten 
dirfen, ohne daB deswegen die Gleichung ungiiltig wird. Der Grund dafiir ist die 
Definition des lichtelektrischen Stromes als J—Jz. Auch der durch die Feld- 
verzerrung infolge der Belichtung veranderte Dunkelstrom ist nach dieser Defi- 
nition ein Beitrag zum lichtelektrischen Strom. Dieser Anteil wiirde aber nicht 
erfaBt werden, wenn man die Teilchenstréme mit ©-dx/U statt mit €3°dx#/U 
bewerten wiirde. Man kann kurz sagen, weil auf der linken Seite von Gl. (30) 
Iz steht, mu8 auf der rechten Seite auch &, stehen. 

Diese Behauptung laBt sich fiir den Fall der Sattigungsstréme in Ionen- 
leitern leicht beweisen. Bildet man 7; (= Stromdichte des Ionenstromes) nach 


der Vorschrift 1 


1 
ig = fi;(x)- E(x) -dxfU =x, f © (x) dalU, 
0 0 


so erhalt man mit Gl. (18) eT? 


seis aay PPG ak 
also eine VergréBerung des Ionenstromes infolge der Belichtung. 

Man bestatigt nun leicht, daB gerade dieser Betrag am Sattigungsstrom e + n 1/2 
(Gl. (16)] fehlt, wenn man die lichtelektrischen Stréme berechnet mit Hilfe einer 
Gleichung, die der Gl. (13) ahnlich ist, die jedoch eine Ladungsverschiebung nicht 
mit €j dx/U=dx/l, sondern mit E(x) dx/U bewertet. Mit Hilfe der fiir Sattigungs- 
stréme hergeleiteten Beziehungen (§ 4.1) erhalt man namlich 


1 x 


e ——_— f (e+ Ne) aa 


0 0 
e U e l \ 2 yn? [2 

=7-f ( “3 —#\\da-neme% ae : 
U 4 1 AG 2 2 12%,;° Ujl 
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also in der Tat einen Wert, der gerade um so viel kleiner ist als der Sattigungs- 
strom, wie der Ionenstrom infolge der Belichtung gréBer geworden ist. 

2. Beriicksichtigung einer Anderung der spezifischen I onenlertfahigkeit 
infolge der Belichtung. Es war bis jetzt vorausgesetzt worden, daB sich 
die spezifische Ionen/eit/ahigkeit bei der Belichtung nicht andert. Tat- 
sachlich kann diese Voraussetzung nicht streng richtig sein, falls iiber- 
haupt eine endliche Ionenleitfahigkeit vorhanden ist, da nach der 
Elektronenabspaltung neutrale Teilchen zu positiven Ionen werden oder 
negative Ionen zu neutralen Teilchen. Es mu8 daher noch diskutiert 
werden, wie sich die allgemeinen Gleichungen andern, wenn x, durch 
die Belichtung geandert wird. Das gelingt am einfachsten, wenn man 
die spezifische Ionenleitfahigkeit als Funktion der Elektronenkonzen- 
tration auffaBt, also x;=x;,(N,). 

Statt der Kontinuitatsgleichung (2) erhalt man bei Beriicksichtigung 
dieser Abhangigkeit 

di 
dx 
Gl. (3) bleibt unverandert. Man erhalt jedoch statt der Gl. (8) und (11) 


+ d& aN, oe ‘ an. —_ 
= (i +Nev)- +a Elev t l= 


d’N, aN, ene. wa ; 
e: (n + = =| = at Pippy & (1 ay: => io, . iN,} (32) 
_ a 1 F 7 pi Nm jjad N, 
= — div (xz; €) = — ae es (33) 


1 
1-+—-dx,dN, 
ev 


Fiir dxz,;/d N,=0 gehen alle diese Gleichungen natiirlich wieder in die 
einfachen Formeln tber. 

Eine Diskussion dieser Gleichungen erfordert gewisse Annahmen 
iiber die Abhangigkeit x,;(N,). Ohne sich auf spezielle Modellvor- 
stellungen festzulegen, kann man annehmen, daf groBenordnungsmaBig 

dz; 
an YE (34) 


(v; = lonenbeweglichkeit) 


Ww E°VU 


ist. Denn das Differential der Elektronenkonzentration ist von der 
gleichen GréBenordnung wie das Differential der Ionenkonzentration. 
Diese und die spezifische Ionenleitfahigkeit sind gemaB x; = N,; +e ° v; 
miteinander verkniipft, und darum erhalt man 


dns, ar 


TS eg 
Einsetzen von Gl. (34) in (32) und (33) ergibt 
d’N, aN, Uj . ‘ 
e-(n 4 7) Tas -eo-€-(1—y— y) (35) 
d€ eae Vin ant 6 
= roe a v+u; ev). (36) 
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Die Ionenbeweglichkeit v; ist meist klein gegen die Beweglichkeit v 
freier Elektronen. Daher sind die Anderungen in den Gl. (35) und (36) 
nur geringfiigige Korrekturen gegeniiber den Gl. (8) und (11). Sie 
kénnen im allgemeinen vernachlassigt werden, solange nicht (1—y)<1, 
d.h. x,<N,ev wird. Abgesehen von diesem Grenzfall bleiben also 
die bisher gewonnenen Ergebnisse praktisch unverandert. Der Grenz- 
fall 1—y <1, aber merklich = 0, bei dem die Verhaltnisse untber- 
sichtlich werden, ist das Ubergangsgebiet (vgl. § 2), in dem sich auch 
keine einfachen Randbedingungen fiir das Gleichungssystem in § 2 
angeben lassen. Es wird in dieser Arbeit nicht diskutiert. 

Diese Uberlegungen sind lediglich eine Abschatzung des Einflusses 
von dx,/dx auf den lichtelektrischen Strom und darum nur naherungs- 
weise richtig. Die Voraussetzung, dab x; eine eindeutige Funktion der 
Elektronenkonzentration WN, ist, ist naémlich keineswegs selbstverstand- 
lich und auch nicht immer erfillt. Wenn z.B. mehrere Arten von 
Elektronenquellen gleichzeitig vorhanden sind, kann der Einflu8 der 
Elektronen auf die Ionenleitung verschieden sein, je nachdem, von 
welchen Quellen die Elektronen stammen. Trotz dieser Unsicherheit 
bleibt jedoch das Ergebnis richtig, daB der EinfluB der verdnderten 
Ionenleitfahigkeit auf den lichtelektrischen Strom gréBenordnungs- 
maBig meist nur der Bruchteil v;/v des Gesamtstroms ist. 


§ 6. Halbleiter. 


Als Halbleiter bezeichnet man heute allgemein nur rein elektronische 
Leiter, fiir die also x;=O ist. Fiir diesen Sonderfall vereinfacht sich 
das Gleichungssystem des § 2 ganz erheblich. So werden die Diffe- 
rentialgleichungen (2) und (3) identisch. Es muB also sein 

GONG 

n(x) = 5 (37) 
d.h. an jeder Stelle des Halbleiters miissen sich die Elektronenproduktion 
und ihr Verlust durch Rekombination das Gleichgewicht halten. Ein 
Abschwemmen von Elektronen durch das elektrische Feld ohne einen 
gleichgroBen Ersatz ist nicht médglich. Man erhalt so fiir diesen Grenz- 
fall die Aussage der Gl. (10) zuriick, daB die Abklingstrecke € in Halb- 
leitern (y=1) Null ist. 

Da die Gl. (37) an jeder Stelle des Halbleiters, also auch unmittelbar 
vor der Kathode gilt, liefert diese Gleichung ferner die Randbedingung 
Gl. (7) fiir die Elektronenkonzentration an der Kathode bei Halb- 
leitern. [Strenggenommen handelt es sich hier jedoch gar nicht um 
eine Randbedingung, da zur Berechnung der Elektronenkonzentration 
keine Differentialgleichung mehr erforderlich ist. Diese kann vielmehr 


unmittelbar aus der Gl. (37) fiir jede Stelle x des Halbleiters bestimmt 
werden. | 


Theorie der lichtelektrischen Leitung in Mischleitern. 201 


: Dadurch vereinfacht sich auch die Berechnung der Stromdichte 7. 
Nach Division der Gl. (1) durch N,-e-v und Integration tber die 
ganze Kristallange erhalt man wegen der Randbedingung (4) einfach 

l i 


i of Yip =f[Sdx=v. (38) 
0 0 
Bei homogener Belichtung (N, unabhangig von x) wird daraus 
r= Neo U/L, 
t—ty=(N—N 2) eu: Ol = (ot —x,)° Ul (39) 


und bei Belichtung im Bereich einer Lichtsonde der Breite J4a</ 


bia peel Se (40) 


l 26 


Zum Unterschied gegen Misch- und Ionenleiter [vg]. Gl. (25)] ist 
bei Halbleitern die Stellung der Lichtsonde ohne jeden EinfluB auf den 
lichtelektrischen Strom. Da die Gl. (40) eine ganz eindeutige Folgerung 
aus dem Gleichungssystem des § 2 ist, kann man umgekehrt sagen: 
Findet man im stationaéren Zustand eine Abhangigkeit des lichtelek- 
trischen Stroms von der Stellung der Lichtsonde, so ist das ein zwin- 
gender Beweis dafiir, daB mindestens 2 Arten von beweglichen Ladungs- 
tragern (und zwar mit verschiedener Beweglichkeit) am Strom be- 
teiligt sind?, 

Vom Standpunkt des §4 kann man die lichtelektrischen Str6me 
auch so beschreiben: Da in Halbleitern die Abklingstrecke =O ist, 
verschwindet auch der lichtelektrische Teilchenstrom. Der gesamte 
lichtelektrische Strom ist also ein reiner Feldstrom, der durch die 
erhohte Leitfahigkeit im Innern des Kristalls verursacht wird. Dabei 
bleibt das elektrische Feld vollkommen homogen, wenn es das auch 
vor der Belichtung war. Die erhdéhte Feldstarke vor der Kathode, 
die man bei Ionen- und Mischleitern bekommt, ist also nicht wesentlich 
fiir die Verstaérkung der lichtelektrischen Stréme. Allerdings wiirde 
man sie auch in Halbleitern bekommen, wenn man dhnlich, wie bei der 
‘Diskussion von Gl. (12) einen schmalen Bereich vor der Kathode un- 
belichtet 1aBt. 

Mit Hilfe des Feldstroms kann man die Verstarkung in Halbleitern 
besonders einfach beschreiben. Die erhéhte Leitfahigkeit, die ja die 
Ursache fiir den Feldstrom ist, kommt zustande durch eine zusatzliche 
Elektronenkonzentration AWN, infolge der Belichtung. Bezeichnet man 


1 Bei ,,Belichtung‘t mit Korpuskularstrahlen sind in Halbleitern verschiedene 
Stroéme gemessen worden, je nachdem, ob man den Kristall durch die Kathode 
oder durch die Anode hindurch bestrahlt. Wegen der Aufklarung dieses Sach 


verhalts vegl. § 9. 
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mit t die (meist von N, abhangige) mittlere Lebensdauer des Zustandes, 
in dem Elektronen und positive Restladungen getrennt sind, so ist 


AN == s. 


Man kann also mit einer festen Produktionsgeschwindigkeit (x) eine 
beliebig groBe zusatzliche Elektronenkonzentration und damit beliebig 
groBe lichtelektrische Stréme erzeugen, wenn man nur 7 hinreichend 
groB machen kann. Bezeichnet man mit T die Laufzeit der Elektronen 
durch den Kristall, so mi8t man nadmlich bei homogener Belichtung 
des Kristalls t/T Elementarladungen je frei gemachtes Elektron, und 
das bedeutet offenbar eine Verstarkung fiir t>T7T [15]. Man sieht 
gleichzeitig, da eine groBe Verstarkung notwendig eine groBe Trag- 
heit der lichtelektrischen Stréme zur Folge hat. 


Es ist nun noch erforderlich, den Giiltigkeitsbereich fiir die Aus- 
sagen dieses §6 abzugrenzen, da eine geringe, aber merkliche Ionen- 
leitfahigkeit in das komplizierte und hier nicht diskutierte Ubergangs- 
gebiet fiihrt. Die Bedingung x;< N,-e-v ist daher nicht ausreichend 
zur Abgrenzung. Eine hinreichende Bedingung erhalt aus Gl. (10). 
Wenn die Abklingstrecke & der zusatzlichen Elektronenkonzentration 
klein gegen die Kristallange ist, hat eine geringe Ionenleitfahigkeit 
keinen merklichen EinfluB8 auf den Strom, weil die Teilchenstr6me 
infolge der Abschwemmung nur den Beitrag &/l zum Strom liefern. 
Die in §2 und in §5.2 genannten 3 Gebiete lassen sich nun sauber 
gegeneinander abgrenzen: 


4. x, nicht klein gegen N,-e-v (§§ 3 —5) 
De ee IN en vine eb (Halbleiter, § 6) 
3. 4,< Nev, aber E< 


sep! (Ubergangsgebiet) . 


Bei inhomogener Belichtung sind statt dessen die Bedingungen é < Aa 
bzw. € <& Aa einzusetzen, worin Aa die Breite der praktisch homogen 
belichteten Bereiche bedeutet. 


Die Notwendigkeit, das Ubergangsgebiet gesondert zu behandeln, mag als 
Spitzfindigkeit erscheinen. Daher sei an einem Beispiel qualitativ gezeigt, daB 
die lichtelektrischen Stréme betrachtlich geandert werden k6nnen, wenn man in 
Halbleitern wegen einer geringen Tonenleitfahigkeit eine Abschwemmung der 
Elektronen durch das elektrische Feld zu beriicksichtigen hat. Aus Gl. (40), die 
fiir einen mit einer Sonde belichteten Halbleiter gilt, folgt fiir % > aq 


i—ig = ig: Aall. 


Werden dagegen die Elektronen um eine Strecke <=Aa abgeschwemmt, so wird 
das Gebiet erhéhter Leitfahigkeit doppelt so gro8, ohne da® sich sonst etwas 
geandert haben mu. Infolgedessen wird auch der lichtelektrische Strom ver- 


doppelt! Es handelt sich also keineswegs um kleine Effekte, die eine geringe 
Tonenleitfahigkeit hervorrufen kann. 
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$7. Allgemeine Diskussion der Funktionen n und d'N,/at. 


In den bisher benutzten Gleichungen sind die Funktionen n und 
d’N,/dt, die die Produktion freier Elektronen und ihren Verlust durch 
Wiedervereinigung mit dissoziierten Elektronenspendern bestimmen, 
als gegeben angesehen worden. In diesem Paragraphen sollen diese 
Funktionen selber naher diskutiert werden. Die Uberlegungen werden 
zunachst allgemein durchgefiihrt, danach aber auf leicht tibersehbare 
Grenzfalle spezialisiert. 


Die Entstehung freier Elektronen ist aufzufassen als Dissoziation von 
irgendwelchen Teilchen in Ionen und Elektronen, die sowohl thermisch 
wie optisch erfolgen kann. Die Dissoziationsgeschwindigkeit von Teil- 
chen der Art A sei 6,, definiert durch 


Wek Zahl der Dissoziationsprozesse von Teilchen der Art A 
i Zeit- Volumen ss 


6’ sei die entsprechend definierte Geschwindigkeit des riicklaufigen 
Prozesses, namlich der Rekombination der dissoziierten Teilchen. Die 
Konzentration jeder Teilchenart wird durch das Zusammenwirken von 
3 Prozessen bestimmt: Rekombination, Dissoziation und Abstrémen 
durch Diffusion, elektrische Felder u. dgl. Man kann daher fiir jede 
Teilchenart eine Kontinuitatsgleichung angeben, die diese Prozesse 
enthalt. Dissoziiert z.B. eine A-Stelle in eine positiv geladene At- 
Stelle und ein freies Elektron, so lauten sie fiir den stationéren Zustand 


div 3, =— div 3,+=— div3,- = 64—6, (41) 


($ = Tetlchenstromdichte) 


und entsprechend fiir andere Dissoziationen etwa von der Art 
BS Fae) CDC p=, Ez E-+ect+ usw. (42) 


Falls dieselbe Teilchenart, etwa Elektronen, bei verschiedenen Dissoziationen 
entsteht, sind natiirlich auf der rechten Seite von Gl. (41) die entsprechenden 
6- und 60’-Glieder hinzuzufiigen. 

Fir die Elektronen folgt so als Verallgemeinerung von Gl. (41) 


div 8 -= (6, — 644) + (6p-— 5p-) «+ (43) 


Man gewinnt so fiir jede Teilchenart (dabei gelten nichtdissoziierte 
und dissoziierte als verschieden) eine Gleichung. Das System ist aber 
noch nicht vollstandig, da auBer den verschiedenen Teilchenkonzen- 
trationen die Feldstarke & zu bestimmen ist. Die Kontinuitatsgleichung 
fiir den Strom liefert nichts Neues, da sie durch Kombination aus den 
Kontinuitatsgleichungen fiir die Teilchen folgt. (Dabei fallen sémtliche 
6- und 6’-Glieder aus der Summe heraus, so daB sich, wie es sein muB, 

divi=o ergibt). Als unabhangige Gleichung ist jedoch noch die 
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Porssonsche Differentialgleichung verfiigbar, die die Divergenz der 
Feldstirke mit der Raumladungsdichte 9 verkniipft 


Smenraiy C—O (44 
(e = Dielektrizitatskonstante, & = 8,86° 10-12 Ampsec/V : m). 


Man hat damit ein vollstandiges Gleichungssystem, aus dem man die 
unbekannten Konzentrationen und die Feldstarke bestimmen kann, 
dessen Integration aber auch erforderlich ist, wenn man die Leitungs- 
vorgange im einzelnen tbersehen will. 

Fiir die GréBen 6 und 6’ gelten im wesentlichen ahnliche Gesetze, 
wie sie aus der Kinetik chemischer Reaktionen bekannt sind. Die 
Dissoziation ist aufzufassen als monomolekulare Reaktion, ihre Ge- 
schwindigkeit 6 hangt bei hinreichend kleinen Konzentrationen nur 
von der Konzentration der dissoziierenden Teilchenart ab, und zwar ist 


04=k,° [A] (45) 
(Das Zeichen [A] steht hier als Symbol fiir die Konzentration). 


Entsprechend ist bei einer optischen Dissoziation B-+hy— B* +e- 
bei der Bestrahlungsstarke f 

Op = kg B-(B). (46) 
SchheBlich gilt fiir die Rekombinationen, die als bimolekulare Reak- 
tionen aufzufassen sind 

64 =k: [A‘]-N, (47) 
und entsprechend fiir alle anderen GrdBen 6 und 6’. Bei wachsenden 
Konzentrationen werden die Geschwindigkeitskonstanten k bekanntlich 
konzentrationsabhangig. Man fiihrt dann zweckmaBigerweise statt der 
Konzentrationen die Aktivitaten ein und rechnet mit konstanten 
Faktoren k. 

Die in den vorhergehenden Paragraphen benutzten einfachen Be- 
zichungen mit m und d’N/dt ergeben sich aus diesem allgemeinen 
Gleichungssystem, wenn man annimmt, da8 nur durch elektrische 
Felder verursachte Stréme geladener Teilchen vorhanden sind, wenn 
man also insbesondere Diffusionsprozesse vernachlassigt!, und dann 


? An jeder Stelle der Strombahn ist der Gesamtstrom die Summe von elek- 


trischem Feldstrom und thermischem Diffusionsstrom. Fiir den Grenzfall reiner 
Elektronenleiter gilt 


1= 1+ taipp = Ny ev: E+e-D-dNJdx 
(D = Diffusionskonstante). 


Integration tiber die ganze Kristallange ergibt 


12 a1 MN Nee eo 


Uv 


wenn man noch die ErnstEtnsche Beziehung D=v-k-T/e zwischen der Diffu- 
sionskonstante und der Beweglichkeit beriicksichtigt. Man entnimmt dieser 
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alle Teilchenstréme mit Ausnahme des Elektronenstroms Neo 8 & 
zum lonenstrom x;+ (© zusammenfaBt!. 


Dann folgt aus 
divi = div (Nev €+-x;€)=0 
und aus Gl. (43) 
div (N, ev ©) = e- (64 —64 ...) = —div (;- 6). 


Bezeichnet man schlieBlich noch die Summe aller 0-Glieder, die eine 
optische Dissoziation darstellen, mit , die Summe aller iibrigen 6- 
und 0’-Glieder mit d’ N,/dt, so erhalt man die Gl. (33) und aus dieser 
die Gl. (11), wenn man naherungsweise ©-dx,/dx neben x,-dG/dx 
vernachlassigt, was im allgemeinen zulassig ist, wie in § 5 gezeigt wurde. 
Da jetzt nur noch die beiden Funktionen N, und €& zu bestimmen 
sind, reichen die Gl. (2) und (3) zur vollstandigen Lésung des Problems 
aus, die Gl. (42) und (44) sind nicht mehr erforderlich. Dafiir miissen 
aber die Funktionen » und d’N,/dt bekannt sein. 

In dem recht allgemeinen Fall © - dxz;/d x <x;-d(/dx kann man beide 
Funktionen sehr einfach berechnen. Die Naherung dz,/d x —0 bedeutet 
ja eine Vernachlassigung aller iibrigen Teilchenstr6me neben dem 
Elektronenstrom und dem von der Anwesenheit von Elektronen un- 
abhangigen Anteil des Ionenstroms. Infolgedessen darf man mit der 
gleichen Naherung setzen? 


div oq diy #-—aliv 4p = 0. 


Da in den Kontinuitatsgleichungen die Teilchenstréme nun fortfallen, 
erhalt man fiir diese Teilchen normale Dissoziationsgleichgewichte, 


Gleichung, da8 der Diffusionsstrom neben dem elektrischen Feldstrom vernach- 
lassigt werden kann, falls 
1 > (N,4—Nyx)* ev: Upil, 

d.h. falls der Strom, den das Spannungsadquivalent Up=k- T/e hervorruft (die 
rechte Seite der Ungleichung ist von der GroBenordnung dieses Stroms), klein 
ist gegen den elektrischen Feldstrom. Diese Bedingung, also letzten Endes U >Up, 
diirfte aber fast immer erfiillt sein, so daB es berechtigt ist, die Diffusion zu ver- 
nachlassigen. Die Ungleichung 7.) > tair¢ braucht dagegen keineswegs fiir jede 
Stelle der Strombahn erfiillt zu sein. Der EinfluB der Diffusionsstrome auf den 
gemessenen Strom bleibt trotzdem gering, weil auch sie nur mit dx// bewertet 
werden. Ein Fall, bei dem in einem Teil der Strombahn die Diffusionsstrome 
entscheidend wichtig werden, ist die Raumladungsschicht zwischen zwei ver- 
schiedenen Leitern. Bei Gleichrichtern z.B. flieBen die Elektronen bei maBigen 
Flu8spannungen als Diffusionsstrom gegen das elektrische Feld der Sperrschicht 
durch diese hindurch. 

1 Es sei hier noch einmal an die notwendige Voraussetzung dafiir erinnert 
(vgl. § 2), daB diese Vereinfachung zuldssig ist: Der Elektronenstrom darf nur aus 
UberschuB- oder nur aus Defektelektronen bestehen. 

2 In Halbleitern, in denen alle Ionenarten unbeweglich sind, sind diese Glei- 
chungen streng erfillt. 
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bei hinreichend kleinen Konzentrationen werden so aus den Divergenz- 
gleichungen Massenwirkungsgesetze oder die analogen Beziehungen fiir 
photochemische Dissoziationen. Man kann daher in diesem Fall m und 
d'N,/dt ohne Integrationen unmittelbar mit den Methoden der che- 


Vv, 


mischen Gleichgewichtslehre berechnen, sofern der Reaktionsmecha- 
nismus bekannt ist. Allerdings ist zunachst das Gleichungssystem nicht 
mehr ausreichend, da durch div 3, —div 84: =0 je 2 Gleichungen des 
Systems identisch geworden sind. Dafiir ist aber jetzt die Konzentration 
aller (nichtdissoziierten +- dissoziierten) A-Stellen konstant, weil keine 
Anderung durch Abwanderung im elektrischen Feld erfolgt. AuBer 


64—64=0 (48) 
gilt daher auch [A] + [A*] = const (49) 


und entsprechende Gleichungen fiir die B-Stellen usw., von denen 
ebenfalls Elektronen abdissoziieren. Fir jede verlorengegangene 
Differentialgleichung erhalt man so eine neue gewohnliche Gleichung, 
so daB das System eindeutig lésbar bleibt. Eine weitere Vereinfachung 
bekommt man in homogenen elektrischen Feldern, wie man sie stets in 
Halbleitern bei homogener Belichtung hat. Nach Gl. (44) sind dann 
keine Raumladungen vorhanden, und aus der Porssonschen Gleichung 
wird die Neutralitatsbedingung? 


p=e-([A*] + [B*] +---—[C-]—++-—N) =0. (50) 
Der Mechanismus der photochemischen Reaktionen, die zu lichtelektrischer 
Leitung fiihren, kann auBerordentlich vielfaltig sein. Es ist z.B. ohne Schwierig- 
keiten médglich, auch Mechanismen zu ersinnen, bei denen infolge der Belichtung 
die Leitfahigkeit abnimmt. Wenn z.B. in einem UberschuBleiter durch die Be- 
lichtung Defektelektronen erzeugt werden, so nimmt dadurch die Konzentration 
der UberschuBelektronen ab, weil UberschuB- und Defektelektronen miteinander 
rekombinieren. Wenn die Beweglichkeit der Defektelektronen klein gegen die 
der UberschuBelektronen ist, bedeutet das eine Abnahme der Leitfahigkeit. Trotz 
der kurzen Lebensdauer der Defektelektronen — ihre Rekombination mit Uber- 
schu8elektronen erfolgt in etwa 10~® sec — ist ihr Einflu8 auf die lichtelektrischen 
Stréme betrachtlich. Wichtiger als die Lebensdauer des primar abgespaltenen 
Defektelektrons ist namlich die Lebensdauer der zuriickgelassenen negativ ge- 
ladenen Storstelle. Diese wirkt in einem elektronischen Halbleiter als Giftstelle, 
hat also die entgegengesetzte Wirkung wie ein Elektronenspender, von dem optisch 
ein Uberschufelektron abgespalten werden kann. Die Schwachungswirkung hangt 
ebenso von der Lebensdauer der ionisierten Giftstelle ab, wie die Verstarkung 
von der Lebensdauer eines ionisierten Elektronenspenders (vgl. § 6). Ob die 
gelegentlich beschriebenen ,,photonegativen‘' Effekte [16] so zu erklaren sind, 
kann nicht entschieden werden, da die vorliegenden Versuchsergebnisse zu sparlich 
sind. Immerhin sei auf diese Méglichkeit hingewiesen. 


1 AuBer in Randschichten kann man auch in inhomogenen Feldern fiir die 
Berechnung von » und d’N,/dt praktisch immer die Neutralitatsbedingung be- 
nutzen. Ein ElektroneniiberschufB von 10!/cm$ zum Beispiel, der noch klein gegen 
die normalen Elektronenkonzentrationen ist, ergibt bereits die sehr groBe Feld- 
divergenz von 10% V/cm?! 
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Wegen der zahllosen Reaktionsmechanismen erscheint es unméoglich, 
allgemeine Aussagen iiber die Stréme selbst zu machen, soweit sie 
sich auf den Reaktionsmechanismus beziehen. Die lichtelektrischen 
Strome (7 —1,) hangen oft in komplizierter Weise von der Bestrahlungs- 
starke 6 ab, sie wachsen meist langsamer als proportional zu , weil 
die photochemischen Reaktionen von héherer als der ersten Ordnung 
sind. Als praktisch brauchbare Naherungsformel findet man oft ein 
Potenzgesetz der Form 


+—1,—const-f* mit O<n<1. (51) 


Der haufig diskutierte Fall  =1/2 tritt auf bei einfachen bimolekularen 
Reaktionen, er ist aber nur eine von vielen Méglichkeiten. 

Aus diesem Grund kann auch keine einfache Definition fiir die 
, Empfindlichkeit* eines lichtelektrischen Leiters gegeben werden. Als 
Grenzgesetz ist zu erwarten, daB der lichtelektrische Strom der Be- 
strahlungsstarke proportional ist, solange die zusitzliche bei der Be- 
lichtung entstehende Elektronenkonzentration klein ist gegen die bereits 
im Dunkeln vorhandene und solange der Bestand an optisch disso- 
ziierbaren Zentren nicht merklich angegriffen wird. 

Fir diesen Grenzfallt kann man nun auch eine Empfindlichkeit 4 
definieren. ZweckmaBig ist die GréBe [17] 

A= (i—ig)fia:B. (52) 

Die Einfiihrung der relativen Stromanderung (¢—7,)/7, an Stelle von 
(i — 7) selbst ist aus meBtechnischen Griinden zweckmaBig. Bei gleichen 
lichtelektrischen Str6men mu8 man von 2 Leitern den mit dem kleineren 
Dunkelstrom als empfindlicher bezeichnen und wird ihn fiir praktische 
Anwendungen dem anderen vorziehen. 


§ 8. Nichtstationdre Strome. 

Die mathematische Behandlung der nichtstationaren Strome 1abt 
sich im Prinzip leicht durchfiihren, wenn man an die Gleichungssysteme 
des vorigen Paragraphen ankniipft. Der einzige Unterschied gegeniiber 
den Kontinuitatsgleichungen sind bei Beriicksichtigung der zeitlichen 
Anderungen Zusatzglieder —6.../6t. Fiir Elektronen z.B. erhalt man 
so statt der Gl. (43) 


div 3.- = (64 — 64) + -:-—ON/at (53) 
und entsprechende Gleichungen fiir die anderen Teilchenarten, also 
div 84 = — (64 — 64) + °:-— 0 [A]/2t. (54) 


1 Auch in diesem Grenzfall muB der EinfluB der zusatzlichen Elektronen auf 
die thermischen Dissoziationsgleichgewichte beriicksichtigt werden, weil diese im 
Sinn einer Assoziation verschoben werden. 
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Durch richtige Kombination dieser Kontinuitatsgleichungen fiir die 
Teilchenstrome erhalt man wieder die fiir den Strom, die aber jetzt 


lautet 
divi =— 00/0t. (55) 


Die Porssonsche Gl. (44) schlieBlich bleibt unveraéndert. Man hat 
damit wieder ein vollstandiges Gleichungssystem zur Berechnung der 
Konzentrationen und der Feldstarke, allerdings von partiellen Diffe- 
rentialgleichungen, wodurch die Rechnung natiirlich wesentlich er- 
schwert wird. 

Fir die stationdren Str6me erhalt man mit allen —dé.../et=0 
wieder die Gleichungen des vorigen Paragraphen. Man sieht ferner, 
daB die dort angegebenen Vereinfachungen unter den gleichen Vor- 
aussetzungen auch fiir die nichtstationdaren Stréme zuldssig sind. Ver- 
nachlassigt man ndmlich wieder alle Teilchenstr6me neben dem Elek- 
tronenstrom und dem von der Anwesenheit von Elektronen unabhangigen 
Anteil des Ionenstroms, was, wie bereits oben gesagt, fiir Halbleiter 
streng richtig ist, so erhalt man fiir die unbeweglichen Teilchen jetzt 
zwar nicht Dissoziationsgleichgewichte, sondern zeitabhangige Funk- 
tionen, die aber nur durch Dissoziationen und Rekombinationen be- 
stimmt werden. Die quantitative Behandlung solcher Vorgange mit 
den Methoden der chemischen Reaktionskinetik ist allgemein bekannt. 
In dem bis jetzt einzigen Fall, in dem der Reaktionsmechanismus so 
gut bekannt ist, daB diese Methoden auf Fragen der lichtelektrischen 
Leitung angewandt werden konnten, namlich beim ZnO mit Zn-Uber- 
schuB, haben sie in jeder Hinsicht vollig befriedigende Ubereinstimmung 
mit der Erfahrung ergeben [11]. 


Allgemeine Aussagen tiber den zeitlichen Verlauf der lichtelektrischen 
Stréme lassen sich noch weniger machen als iiber die stationaren Stréme. 
Als Grenzgesetz kann man wieder annehmen, daB bei hinreichend kurzen 
Zeiten die Stromanderungen der Zeit und der Bestrahlungsstarke 
proportional sind. Diese Beziehung diirfte richtig sein, solange die 
zusatzliche Elektronenkonzentration klein bleibt gegen die bereits im 
Dunkeln vorhandene, solange die Konzentration der optisch disso- 
ziierbaren Zentren nicht merklich erschdpft wird und solange die 
Gegenreaktionen zu den optischen Dissoziationen noch keinen nennens- 
werten Einflu8 auf den Strom haben. Da diese Bedingungen fiir die 
Tangente an die Strom-Zeitkurve beim Einschalten der Belichtung 
erfiillt sind, sollte allgemein gelten 


(d1/dt);-o = const - B. (56) 


In der Tat sind Abweichungen von dieser Beziehung bis jetzt nicht 
bekannt. 
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Auch hier hangt der gemessene Proportionalitatsfaktor unter Umstanden 
nicht nur von den oftischen Dissoziationsprozessen ab. Die Einstellung der 
thermischen Gleichgewichte kann so schnell erfolgen, daB sie bei den iiblichen 
Registriergeschwindigkeiten nicht mehr erfaBt werden. Trotzdem kénnen die 
Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit von Gl. (56) erfiillt bleiben, so daB eine ein- 
deutige Tangentenrichtung gemessen wird. Die Steigung ist dann aber anders, 
als wenn nur die optischen Prozesse beteiligt sind. 

Da der Stromanstieg der Bestrahlungsstarke proportional ist 
(Gl. (56)|, der stationdre Wert aber weniger als proportional der Be- 
strahlungsstarke wachst [Gl. (51)], nimmt die Tragheit t+ der licht- 
elektrischen Stréme bei wachsender Bestrahlungsstarke ab, wenn man tT 
etwa durch die ,,Halbwertszeit’‘ definiert, in der der Strom die Hilfte 
des stationaren Wertes erreicht. AuBer bei lichtelektrischen Strémen 
ist dieser Zusammenhang bereits friihzeitig bei den im Mechanismus 
ahnlichen Kristallphosphoren gefunden worden. Er ist wieder eine 
direkte Folge der Tatsache, da der Reaktionsmechanismus dieser 
Vorgange von hoherer als der ersten Ordnung ist. 


§ 9. Schlufbemerkungen. 


Die vorhergehenden Paragraphen handelten nur von der lichtelek- 
trischen Leitung, die man erhalt, wenn man einen geeigneten Stoff 
mit Licht passender Wellenlangen belichtet. Diese Wellenlangen liegen 
meist in dem Gebiet vom ultravioletten bis zum kurzwelligen ultra- 
roten Spektralbereich. Bei der Herleitung aller Formeln ist diese Vor- 
aussetzung indessen niemals benutzt worden. In der Tat gelten vollig 
entsprechende Beziehungen auch dann, wenn eine Produktion freier 
Elektronen, beschrieben durch die Funktion u(x), auf andere Weise 
moglich ist. Das einfachste Beispiel dafiir sind thermische Dissoziations- 
prozesse. Wenn in einem Ionenleiter bei hinreichend hohen Temperaturen 
Dissoziationen, die Elektronen liefern, in geniigender Haufigkeit er- 
folgen, erhalt man fiir die elektronische Leitfahigkeit dieselben Be- 
ziehungen wie fiir die lichtelektrischen Stréme. So ist z.B. an dem 
bereits erwahnten KBr-KH-Mischkristall die gleiche Stromspannungs- 
charakteristik fiir den thermischen Elektronenstrom gefunden worden 
[18], die in § 4 fiir die lichtelektrischen Stréme hergeleitet wurde. 

Eine gréBere Bedeutung haben neuerdings die Stroéme gewonnen, 
die man in Kristallen unter dem Einflu8 von Strahlungen radioaktiver 
Prozesse oder ahnlicher energiereicher Strahlungen bekommt. Da es 
die moderne Verstirkertechnik moéglich gemacht hat, die Strome zu 
-messen, die eine einzelne Korpuskel erzeugt, kann man Kristallzdhler 
statt der iiblichen GriGERschen Zahlrohre zur Untersuchung radio- 
aktiver Prozesse benutzen [19]. An ihnen hat man die hier im Zu- 
sammenhang hergeleiteten GesetzmaBigkeiten der lichtelektrischen 
Leitung noch einmal aufgefunden. Es hat sich wieder als notwendig 
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erwiesen, die Schubwege und Abklingstrecken zu diskutieren, da es 
von ihnen abhangt, ob ein Kristall als Zahler geeignet ist und unter 
welchen Bedingungen er dartiber hinaus als Proportionalzahler arbeiten 
kann. Auch die Tatsache der Verstarkung ist wieder aufgefunden worden 
und hat das gleiche Erstaunen hervorgerufen wie seinerzeit die Ver- 
stirkung der lichtelektrischen Stréme. Da die Grundgleichungen des 
§ 2 aber auch fiir diese Stréme gelten — lediglich die Funktionen » 
und d’N,/dt haben eine andere Gestalt —, muBten unter analogen 
Versuchsbedingungen ahnliche Ergebnisse gewonnen werden. 

Indessen haben diese Untersuchungen auch ein Ergebnis gebracht, 
das fiir die Leitungsvorgange selbst von groBem Interesse ist. Bestrahlt 
man z.B. Diamant mit langsamen Kathodenstrahlen, so erhalt man 
bei Bestrahlung durch die Kathode-hindurch gréBere Stréme als bei 
Bestrahlung durch die Anode [20]. Da im ersten Fall die ,,Lichtsonde“ 
vor der Kathode, im zweiten vor der Anode liegt, die Stellung der 
Lichtsonde also einen Einflu8 auf den Strom hat, miissen (vgl. § 6) 
mindestens 2 Arten von beweglichen Ladungstragern in dem zuvor 
isolierenden Diamanten infolge der Belichtung entstanden sein. Quanti- 
tative Auswertungen dieser Beobachtungen haben ergeben, daB es sich 
dabei um Uberschu8- und Defektelektronen handelt. Ahnliche Beob- 
achtungen am CdS bei Bestrahlung mit «-Teilchen [21] scheinen die 
gleiche Deutung zu verlangen. Es ist damit experimentell bewiesen, 
da in einem belichteten Kristall gleichzeitig UberschuB- und Defekt- 
elektronen in vergleichbarer Konzentration vorhanden sein kénnen. 


In der vorliegenden Arbeit sind ausschlieBlich die Zusammenhange 
untersucht und diskutiert worden, die zwischen den Grundgleichungen 
der elektrischen Leitungsvorgange und den Gesetzen der lichtelektrischen 
Stréme bestehen. Diese Zusammenhange sind indessen nur ein Teil 
des gesamten Fragekomplexes der lichtelektrischen Leitung. Alle 
Fragen, die sich aus dem Mechanismus der Elektronenabspaltung und 
ihrer Wiederanlagerung ergeben, konnten nur in den summarischen 
Ansatzen der §§ 7 und 8 besprochen werden. Im einzelnen liegen heute 
gerade an dieser Stelle die eigentlichen physikalischen Probleme. Wie 
hangen diese Prozesse von auSeren Parametern, der Wellenlange, der 
Temperatur, den Stoérstellenkonzentrationen usw. ab? Das sind die 
Fragen, die bis jetzt nur in Einzelfallen mit Erfolg beantwortet werden 
konnten. Aber gerade ihre allgemeinere Beantwortung ist erforderlich, 
wenn man einen tieferen Einblick in den Mechanismus der Elektronen- 
prozesse in festen K6rpern gewinnen will. 


Hern Protx, R. W. Pout sage ich meinen besten Dank fiir die 
Anregung zu diesen Uberlegungen, sowie fiir zahlreiche Diskussionen, 
ferner Herrn Prof. Dr. W. Scuotrxy, Pretzfeld, fiir wertvolle Hinweise. 
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Zum Mechanismus der Kanalstrahlentladung”®. 


Von 
DETLEF KAMKE. 
(Physikalisches Institut der Universitat Marburg a. d. Lahn.) 
Mit 14 Figuren im. Text. 


(Eingegangen am 25. Marz 1950.) 


Uber den Mechanismus der Kanalstrahlentladung, insbesondere das Zustande- 
kommen des schmalen Entladungspinsels, liegen bisher keine quantitativen Uber- 
legungen vor. — In Teil A dieser Arbeit wird iiber Messungen der Querschnitte 
der Entladungsbiindel bei verschiedenen Betriebsbedingungen (Strom, Spannung, 
Gasart) berichtet. In Teil B wird auf Grund der in Teil A gewonnenen Anhalts- 
punkte eine Theorie der Kanalstrahlentladung entwickelt, die die Bildung der 
Entladungspinsel zuriickfiihrt auf Streuung der Ionen bei Zusammenst68en mit 
Gasmolekiilen und Biindelung der Ionen durch die Radialkomponente des sta- 
tischen elektrischen Feldes. 


Zur Erzeugung intensiver Ionenstrahlen findet immer wieder die 
Kanalstrahlentladung (KSE) Verwendung. Sie hat vor anderen Ionen- 
quellen den Vorteil, daB die ganze Entladung sich auf einen engen, 
schlauchférmigen Bereich in der Umgebung der Achse des Entladungs- 
rohres beschrankt und daher schon im Entladungsraum ein schmales 
Ionenbiindel vorhanden ist. Uber das Zustandekommen des fiir diese 
Entladungsform so charakteristischen Pinsels ist bisher wenig bekannt 
geworden. HAILeR! hat zwar eine Fille von experimentellen Voraus- 
setzungen und Erscheinungsbildern studiert, jedoch keine quantitativen 
Ansatze gemacht. Uber die GréBenordnung des Durchmessers des 
Entladungsgebietes finden sich in der Literatur verschiedentlich ab- 
schatzende Angaben”. Eine Messung der radialen Stromverteilung auf 
der Kathode wurde von CHIPLONKAR® durchgefiihrt, jedoch liegt bei 
ihm die Entladungsspannung zwischen 1 und 6kV, also nicht in dem 
sonst tblichen Bereich von 20 bis 40 kV. Wir werden auf seine Er- 
gebnisse spater zurtickkommen. Auf die Wichtigkeit der Kenntnis des 
Durchmessers des Ionenbiindels fiir massenspektrographische Prazisions- 
bestimmungen aus Dublettmessungen hat Ewarp4 aufmerksam gemacht. 


D 4. 
Haier, C.: Wiss. Veréff. Siemens-Werke 17, 115 (1938). 
Zum Beispiel Craces, J. D.: Proc. Phys. Soc., Lond. 54, 245 (1942). 
CHIPLONKAR, V. T.: Proc. Indian Acad. A 12, 440 (1940). Fiir die Beschaffung 
dieser Arbeit danke ich Herrn Dr. Coor (American Ambassy London, Office of 
the Assistant Naval Attaché for Research). 

4 Ewan, H.: Z. Naturforschg. 2a, 384 (1947); 3a, 114 (1948). 
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Eine Theorie der KSE muB vor allem die Stabilitat der schlauch- 
formigen Entladung und die Stromverteilung in derselben liefern. Da 
sich die vorliegende Arbeit die Gewinnung einer Theorie der KSE 
zum Ziel gesetzt hat, so waren zunichst die experimentellen Unter- 
lagen bereitzustellen; daher ist die Stromverteilung im KSE-Biindel 
fiir verschiedene Gase (H,, O,, Ny, He, Ne, A) an einem Entladungs- 
rohr vom LukaNnow-Scutitzeschen Typ! 
gemessen worden. Im Anschlu8 daran wird 
der Versuch unternommen, die Form der 
Stromverteilungskurve auf der Kathode 
za berechnen und eine Stabilitatsbedin- 
gung fiir die KSE aufzustellen. 


A. Messung der radialen Ionenstrom- 
verteilung auf der Kathode. 
1. Aufbau des Kanalstrahlrohres. 
Anordnung zur Messung 
der Stromverteilung. 


Als Kanalstrahlrohr wurde die in Fig. 1 
dargestellte Anordnung gewahlt (Beschrei- 


bung in der Figurenunterschrift), bei wel- spe Piripe 
. . : ° Se aaa: 1CHTUN, 
cher mit Hilfe von drei gleichmaBig auf 4 
net: (rane i é Wasserktihlung 
dem Umfang von /, verteilten Justier- Page 
schraubenpaaren Sy; So eine Horizontal- Fig 1. Aufbau des Kanalstrahlrohres. 
A Anode _ (vernickeltes Messingrohr, 


und Vertikalverschiebung der Anode rela- 
tiv zur Kathode vorgenommen werden 
konnte, so daB es méglich war, im Be- 
trieb den Entladungspinsel auf den Kanal- 
eingang einzujustieren. 


70mm Durchmesser, 175mm Lange), 
G Hartglasrohr, K Kathode (durchbohr- 
ter Aluminiumzapfen), Fe Federungs- 
kérper, D Anodendeckel mit Kiuhlrippen 
S,, S, Justierschraubenpaare (gleich- 
maBig auf dem Umfang von F, ver- 
teilt), #& Flansche, R Schutzring 


(Aluminium), 


Die Kathode K (Fig. 1) wurde nicht 
wie sonst iiblich mit einer kreisf6rmigen 
Bohrung versehen, sondern auf der der Entladung zugewandten Flache 
konnte ein Spaltbackenpaar Sf, (Fig. 2a, b) aufgeschraubt werden, 
das die ganze Kathodenzapfenflache bedeckte und die Ionen langs 
eines Durchmessers aus dem Entladungsraum austreten lie’. Durch- 
fahrt man mit einem Auffanger, dessen Eintrittsspalt Sf. senkrecht 
zu Sp, justiert ist (Fig. 2a), das in den MeBraum eintretende Ionen- 
biindel, so erhalt man unmittelbar die Ionenstromverteilung lings 
eines Durchmessers der Entladung. Die zu dieser Bewegung not- 
wendige Inneneinrichtung des Kathodenzapfens ist in Fig. 2b darge- 
stellt. Das in den Isolator J (Speckstein) eingesetzte Auffangersystem 


1 LuKANow, H., u. W..ScHtUTzE: Z. Physik 82, 610 (1933). 
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(bestehend aus FarapAy-Becher F&, Eintrittsspalt Sp. und Zwischen- 
blende B) ist in einer Schwalbenschwanzfiihrung beweglich. Der Schlit- 


ten wird durch eine Spiralfeder gegen den Kreiskegel AK gedriickt, 


— 
SSENNTM 


Fig. 2a—c. a Aufsicht auf die 
Kathode: Ansicht der gekreuz- 
ten Spalte (Sp, und Sp,). 
b Kathode mit Auffanger und 
Verschiebungsvorrichtung. 

c Elektrische Schaltung zur 
fehlerfreien Messung des 
Tonenstromes. 


dessen Antriebsstange A in einem Feingewinde 
lauft, wodurch bei Drehungen des Kegels dieser 
vertikal, also der Auffanger horizontal verscho- 
ben wird. Die Verschiebung je Umdrehung des 
Kegels wurde unter dem Mikroskop zu 0,37; mm 
bestimmt. Die Ausfiihrung der Antriebsstange 
(Lange etwa 30cm) aus dem Vakuum geschieht 
mit Hilfe einer SIMMER-Ringdichtung. 


2. Herstellung und EinlaB der verwendeten Gase. 


Wasserstoff: Zersetzung von Zn durch Schwe- 
felsaure in einem kleinen Kippapparat; EinlaB 
in die Apparatur durch ein elektrisch geheiztes 
Pd-Rohrchen. Sawerstoff: Erhitzung von Ka- 
liumpermanganat; Stickstoff: Erhitzung von 
Natriumazid. Die Edelgase Helium und Neon 
standen in Glasballons spektralrein zur Ver- 
fiigung, wahrend Argon einer Stahlflasche ent- 
nommen wurde (Gliithlampenargon). Einla8 der 
verwendeten Gase (auBer H,) durch ein Ka- 
pularventil, das MARTIN! angegeben hat. Der 
Druck im Entladungsraum wurde mit einem 
Warmeleitmanometer (LEYBOLD) gemessen, das 
zavor durch Vergleich mit einem MacLEop- 
schen Manometer geeicht worden war, und 
durch eine dritte Bohrung im wassergektihiten 
Flansch (Fig. 1) mit dem Entladungsraum in 
Verbindung stand. 


3. Messungen. 

Die Messung vollzog sich folgendermaBen: 
Nachdem die Entladung eingeschaltet und der 
Auffanger in die Mitte des Spaltes Sf, gedreht 
war, wurde die Anode so lange verschoben, bis 
das Ionenstromgalvanometer maximalen Aus- 
schlag zeigte, der Strahl also in der Mitte des 


Spaltes Sf, auftraf. Nach einer halbstiindigen Einbrennzeit wurde 
der Auffanger zunachst ganz aus dem Strahl herausgeschoben und 
dann langsam wieder durch das Ionenbiindel hindurchbewegt, wobei 


* Martin, J. H.: Rev. Sci. Instr. 19, 404 (1948). 
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der Galvanometerausschlag in Abhangigkeit von der Zahl der Um- 
drehungen der Antriebstange beobachtet werden konnte. 

Bevor die MeBergebnisse im einzelnen diskutiert werden, seien 
einige Bemerkungen vorausgeschickt. Die Reproduzierbarkeit der ge- 
messenen Kurven wurde durch wiederholte Ausmessung der Verteilung 
desselben Gases an verschiedenen Tagen gepriift. AuBerdem wurden 
als Test (zwischen den anderen Gasen) immer wieder die Verteilungs- 
kurven fiir Wasserstoff gemessen. Die dann fiir H, bei langer Anode 
und Stahlkathode erreichte Genauigkeit der Halbwertsbreiten (HWB)- 
Bestimmung war etwa 5% bei einem Maximalfehler von etwa 10%. 
Der Maximalfehler betrug jedoch bei anderen Gasen teilweise bis zu 
25%. Dabei waren jedoch die Verhdltnisse der HW-Breiten der ver- 
schiedenen Gase bei einer MeBserie (d.h. bei einer ohne zwischenzeitige 
Offnung der Apparatur ausgefiihrten MeBreihe) erheblich genauer. 

Die verschiedenen Entladungsbedingungen wurden so gewahlt, daB 
die Ergebnisse Einblick in den Mechanismus der KSE geben sollten. 
Teilweise dienten dabei die experimentellen Untersuchungen von 
HAILER? als Vorbild, dessen wesentliche Ergebnisse fiir den Mechanismus 
der KSE, kurz zusammengefaBt, die folgenden waren: 1. Keine Beein- 
flussung der KSE durch zusatzliche Elektronenemission der Kathode 
(also Unabhangigkeit vom Material der Kathode), und 2. Absinken 
der Ausbeute bei einer Verkiirzung der Anode erst dann, wenn die 
Anodenlange kleiner als der Anodendurchmesser geworden ist. 


a) Lange Anode (175mm). Um einen Uberblick iiber die Ver- 
teilungskurven zu gewinnen, wollen wir zundchst die Kurven fiir eine 
Stahlkathode (Sf, aus Stahl) betrachten, die in Fig. 3 aufgezeichnet 
sind [die Gr6Be der Halbwertsbreite (HWB) ist mit eingezeichnet]. 
Man erkennt sofort die starke Abhangigkeit der HWB von der Gasart 
und von den Entladungsbedingungen. Diese beiden Abhangigkeiten 
treten auch bei verdndertem Kathodenmaterial und verkiirzter Anode 
immer wieder als typische Merkmale auf. Beim Vergleich der Ver- 
teilungskurven findet man den experimentellen Befund bestatigt, daB 
sich in H, besonders gut KSEen ausbilden, denn Hy, gibt einen schmalen 
Biindeldurchmesser und die héchste Maximalionenstromdichte. Auf- 
fallend ist, daB auch O, einen schmalen Biindelquerschnitt ergibt. 
Jedoch ist dort die Maximalionenstromdichte kleiner als bei H,, was 
man vielleicht so deuten kann, daB in O, ein groBerer Teil des Ent- 
ladungsstromes von negativen Ladungstragern gebildet wird, als dies 
bei H, der Fall ist. 

Wir wollen hier noch keine ins einzelne gehende Begriindung fiir 
die verschiedenen HWBen der Biindel geben, sondern dies auf spater 
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verschieben, wenn wir eine in Teil B entwickelte Theorie zur Verfiigung 
haben. Es sei nur noch darauf hingewiesen, dab die Verteilungskurven 
offenbar nicht die Gestalt von Glockenkurven [exp (—r?/r°\| haben. 
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Fig. 3. Verteilungskurven bei langer Wee Stahlkathode. Abszissenmafistab: 1 Umdrehung entspricht 
0,375mm, Auffangerflache 0,125 - 0,163 mm*. Kathodenspaltdicke 2 mm. 


Fir spatere Berechnungen sind in Tabelle 1 die zu den Kurven der 
Fig. 3 gehorigen Entladungsdrucke dargestellt. 


AuBer fiir Stahl wurden die Verteilungskurven noch fiir je eine 
Kupfer-, Kohle- und Aluminium-Kathode gemessen. Sowohl Kupfer als 
auch Kohle geben fast identisch dieselben HWBen wie Stahl (lediglich 
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bei Oz ist die HWB bei der Kohlekathode um etwa 75% groBer als 
bei Stahl, wofiir eine Erklarung fehlt). Es soll daher auf die Wieder- 
gabe der Verteilungskurven verzichtet werden. Nur die Aluminium- 
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Fig. 4. Verteilungskurven bei langer Anode, Aluminiumkathode. AbszissenmaBstab: 1 Umdrehung 
entspricht 0,375 mm. Auffangerflache 0,125 - 0,174 mm?*. Kathodenspaltdicke 2 mm. 


kathode bringt bei fast allen Gasen eine teilweise erhebliche Ver- 
kleinerung der HWB, wie aus Fig. 4 ersichtlich ist. Trotzdem sind die 


Tabelle 1. Entladungsdrucke (in 10~* Torr) bei langer Anode, Stahlkathode, unter 
verschiedenen Betriebsbedingungen von Spannung U und Entladungsstrom I. 


Ur 30'KV; 


2mA | 4mA 


H, 5,6 | 6,0 | 4,85 | 4,8 5,8 ne 5,6 
O, 165.) 1,7 — 1,68 | Ne 3,4 3,5 a2 3,4 
N, 26 -) 24 1,85 | 2,0 | A 2,05 oid, Mee 2,4 
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Maximalstromdichten im Durchschnitt um 10 bis 20% niedriger als 
bei der Stahlkathode, d.h. es muB, da die Gesamtstrome in beiden 
Fallen jeweils gleich gewahlt wurden, eine andere Aufteilung des Ent- 
ladungsstromes in positive und negative Trager stattfinden. Die Ent- 
ladungsdrucke sind bei der Aluminiumkathode um etwa 25% niedriger 
als bei der Stahlkathode. 


A 
My2[-4ym 
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Fig. 5. Verteilungskurven bei kurzer Anode, Stahlkathode. AbszissenmafSstab: 1 Umdrehung entspricht 
0,375mm. Auffangerflache 0,125 -0,170mm*. Kathodenspaltdicke 2 mm, 


b) Kurze Anode (70mm). Zum Vergleich mit den fiir die lange 
Anode erhaltenen Verteilungskurven sind in Fig. 5 die Messungen mit 
der Stahl-Kathode und verkiirzter Anode dargestellt (die anderen 
Kathodenmaterialien ergeben dieselben Anderungen der Kurvengestalt 
wie bei der langen Anode, insbesondere ergibt wieder die Al-Kathode 
die schmalsten Ionenbiindel). Wir sehen den Befund von HAILeErR nicht 
ganz bestatigt, denn die verkiirzte Anode hat teilweise eine Verklei- 
nerung des Biindeldurchmessers zur Folge, jedoch wollen wir von 
dieser absehen, da sie innerhalb der Fehlergrenze liegt. Wichtig ist 
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die Verkleinerung des Ionenanteiles am Gesamtstrom, die hier deutlich 
zum Ausdruck kommt. Vergleichen wir die Entladungsdrucke (Tabelle 2) 
mit denen der langen Anode (Tabelle 1), so bemerken wir, daB die Ver- 
kleinerung des Entladungsraumes, d.h. des zur Ionisation zur Ver- 
figung stehenden Gasraumes eine VergréSerung des zur Aufrecht- 
erhaltung der Entladung notwendigen Gasdruckes zur Folge hat. 


Tabelle 2. Entladungsdrucke (in 10-7 Tory) bei kurzer Anode, Stahlkathode, unter 
verschiedenen Betriebsbedingungen von Spannung U und Entladungsstrom I. 


U =20 kV 


I=2mA |] 4mA 


c) Zusammenfassung. Die Untersuchungen von CHIPLONKAR}. 


1. Die Entladungsquerschnitte hangen von der Gasart ab; die 
Abhangigkeit vom Kathodenmaterial ist nur gering (Ausnahmen: Al; 
iy, sper. C), 

2. Starke Beeinflussung der Ionenbiindel durch die Entladungs- 
spannung, d.h. das statische elektrische Feld beeinfluBt merklich die 
Pinselbildung, was auch schon aus den Ausbeutesteigerungen durch 
Anodenblende? und Kathodenhiitchen® gefolgert werden kann. 

3. Bei Verkiirzung der Anode, bis Durchmesser gleich Linge ge- 
worden ist, werden die Entladungsquerschnitte nur unwesentlich be- 
einfluBt, dagegen andert sich der Ionenanteil am Gesamtstrom. 


4. Die Verteilungskurven haben nicht die Gestalt von Glockenkurven. 
Im Vergleich dazu sind die Fliigel der gemessenen Kurven zu hoch. 


In der Untersuchung von CHIPLONKAR wurden die Verteilungskurven 
nicht mit einem verschiebbaren Auffanger gemessen, sondern die Ka- 
thode wurde in drei ringférmige Bereiche unterteilt und dann der auf 
diese fallende Entladungsstrom gemessen (der erste Bereich enthalt 
das Kathodenzentrum). Unter der Annahme, daB die Verteilungs- 
funktion die Gestalt der Glockenkurve hat, berechnete CHIPLONKAR 
aus den Messungen des ersten Bereiches die HWB seiner Verteilung 
und kontrollierte damit seine in den beiden iibrigen Bereichen gemes- 
senen Werte. Bei genauer Betrachtung seiner Zahlenangaben stellt 
man fest, daB auch bei ihm der im duBersten Bereich gemessene Strom 


1 CurPronkKAR, V. D.¢ lic. 
PREVA ER e Carma, 
3 KaMKE, D.: Z. Naturforschg. 4a, 391 (1949). 
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im Vergleich zur Glockenkurve zu groB ist. In Fig. 6 sind die von 
ihm und vom Verfasser erhaltenen Werte zusammengestellt und durch 
eine Kurve verbunden. — Da bei héheren Entladungsspannungen die 
notwendigen Drucke kleiner werden und damit die mittlere freie Weg- 
lange der Ionen ansteigt, sehen wir, daB die Verteilungsfunktion um 

ee so schmaler wird, je kleiner der Gasdruck ist, was man 
ae vielleicht als Hinweis dafiir annehmen kann, daB die 
Breite der Verteilungsfunktion zum Teil bestimmt wird 
durch die bei Zusammenst6Ben mit den Gasatomen ein- 
tretende Streuung der Ionen. 


Im folgenden Teil B dieser Arbeit wird versucht, 
auf Grund des zerstreuenden Einflusses der Zusammen- 
st6Be mit Gasatomen und des konzentrierenden Ein- 

flusses des elektrischen Feldes eine Aus- 
sage tiber die GrdBe des Biindeldurch- 
messers zu erhalten. Wir werden dabei 


| 

| : : ; 

* immer wieder auf die experimentell ge- 
= 


Luff (No) 


wonnenen Ergebnisse zurtickgreifen. Die 
Berechnung des Ionenstromanteiles am 
l= Gesamtstrom und des Einflusses des 


Fig. 6. Halbwertsradien der Entladungs- Kathodenmaterials wird nur bei der 
biindel fiir Wasserstoff und Luft (N.) in S : i cyt 
Abhangigkeit von der Entladungsspannung Betrachtung tuber die Stationaritat der 
(Entladungsstrom 2mA, Kathodenmate- ; 

rial Al). oO CHIPLONKAR, X KAMKE. Entladung gestreift werden. 


B. Entwicklung einer Theorie der Kanalstrahlentladung. 


Jede Theorie der KSE muB 2 Dinge zeigen: 1. Unter den tiblichen 
Betriebsbedingungen (Druck einige 10 2 Torr, Brennspannung einige kV 
bis zu 100 kV) kann eine selbstandige Entladung aufrechterhalten wer- 
den, d.h. fiir jeden an die Elektroden abgewanderten Ladungstrager 
entsteht wieder ein solcher im Gasraum (Stationaritdtsbedingung). 
2. MuB gezeigt werden, daB die ganze Entladung sich auf einen schmalen 
Bereich in der Umgebung der Achse beschrankt, daB dieser schmale 
Pinsel also die stabile Entladungsform ist. — Wesentlich fiir eine 
Theorie der KSE ist die Kenntnis der auf die Ladungstrager wirkenden 
Krafte. Daher soll eine Untersuchung des in der KSE herrschenden 
Feldes vorangestellt werden. Das bedingt, daB wir uns ausschlieBlich 
mit den sog. ganzmetallischen Entladungsrohren beschaftigen, denn 
bei ihnen ist das Feld nicht durch Wandaufladungen verzerrtt. 


' Gelegentlich wird zur Diskussion gestellt, ob auf Fetthauten und ahnlichen 
Niederschlagen auf der Anode Oberflachenladungen auftreten kénnen, Sind diese 


negativ, so wiirde das Feld homogenisiert und damit die interessierende Radial- 
feldstarke verkleinert werden. 
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4. Das statische elektrische Feld 


einer Anordnung von kreisformiger Kathode und langer zylindrischer 
Anode ist von GUNDERT! berechnet und von Himpan? im elektrolyti- 
schen Trog ausgemessen worden. Eine Reproduktion der von HimpAan 
gewonnenen Aquipotentialflachen gibt Fig. 7, in welche auBerdem einige 
Feldlinien eingezeichnet sind. GuNnperr findet fiir das Potential die 
Darstellung 


gy (z, 7) mp nces maids 
x Jo(ia 7] S 


in Zylinderkoordinaten z und 7, wo- 
bei & der Radius des Rohres, U die 
angelegte Spannung, j, die BESSEL- 
Funktion zum Index 0 und 7 die ima- 
gindre Einheit ist?. Der Verlauf des 
Potentials in der Rohrachse laBt sich 
darstellen durch eine Interpolations- 


funktion @ (z) =U Tg = wo a aus 
der Ableitung bei z =0 zu bestimmen 
ist. Man findet nach Vergleich mit (1) 
a=1,32+0,5%. Die Abweichungen 
der Interpolationsfunktion von (1) sind 
<0,7%. Fir ry = 0 wird das Potential 


Fig. 7. Aquipotentialflachen und Feldlinien 
4? | 
P (2, r) = PD (z) ea 1@D (z) ee | des statischen elektrischen Feldes. 


+ A OW (z) pe era | (2) Kathodenpotential Null, Anodenpotential U. 
die uns interessierenden Feldstarkenkomponenten sind daraus durch 
Differentiationen zu gewinnen. Ein Blick auf Fig. 7 lehrt, daB die 
Formeln auch noch fiir endlich lange Anoden brauchbar sind; erst 
fiir eine Anode, deren Lange kleiner als 2 ist, sind wesentliche Ab- 
weichungen zu erwarten. 


1 GunvDERT, E.: Telefunkenréhre H. 19/20, 61 (1941). 

2 Himpan, J.: Telefunkenréhre H. 16, 198 (1939). 

3 In unseren Experimenten war R=3,5 cm. — Die Ausfiihrung der Integration 
in der komplexen /-Ebene ergab 


wobei u, die reellen Nullstellen von Jy sind. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 128. AUS 
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5. Das Raumladungsfeld 


riihrt von den sich bewegenden Ladungstragern her, wobei die von 
Elektronen erzeugte Raumladung wegen der im Vergleich zur Ge- 
schwindigkeit der Ionen groBen Geschwindigkeit vernachlassigt werden 
darf. Zur Abschatzung der positiven Raumladung wollen wir Hy, als 
Entladungsgas bei den Betriebsbedingungen 2mA, 20 kV betrachten. 
Aus den in Fig. 3 dargestellten Kurven entnehmen wir fiir die Stahl- 
kathode einen HW-Radius von etwa 7, =0,1 cm. Wenn man zunachst 
die Verteilungskurve einfach durch eine Glockenkurve ersetzt, ergibt 
sich fiir die Stromdichte 
Ae A tin’ mA 

j =joe ra = 31¢ cm Se? 
wobei y in cm einzusetzen ist. Zur Berechnung der Raumladungsdichte 
legen wir das von ScHUTzE! gemessene Energiespektrum der Ionen 
zugrunde. Ist dl ={(W)-dW der Teilchenstrom im Energieintervall 
zwischen W und W-+dW, so ist die gesamte Raumladungsdichte 

i 7 iW) dw 
V2Wim ~ 
0 
Fithrt man eine ,,mittlere Energie“ W,, durch die Beziehung 
eu 


i(W) aw 
0 


il 
os V2 Win 


ein, so lassen sich die von SCHUTZE gemessenen Kurven durch graphische 
Integration zur Bestimmung von W,, beniitzen (bei U =20kV erhalt 
man W,,=10kV) und damit ist @ aus 7=@ v berechenbar. Man findet 
i: _— Poise -10?In2 Amp sec 

o= 3 “10 11 ¢ cm: a ; (3) 
Unter der Annahme eines zylindrischen Entladungsgebietes ergibt sich 
daraus fiir die Raumladungsfeldstarke (die eine reine Radialfeldstarke ist) 


2,5 ( sae 
E (7) = ra 41—e aa Wollr. (4) 

1 ScHUTzE, W.: Wiss. Veréff. Siemens-Werke 17, 135 (1938). 

* Die gefundenen Werte der Raumladungsfeldstarke gelten zunachst nur fiir 
die unmittelbare Umgebung der Kathode (kleines z/R). Fiir wachsendes 2/R 
sind Korrekturen anzubringen: 1. Fiir groBe z/R wird das Entladungsgebiet breiter, 
also lefert die Annahme eines zylindrischen Entladungsgebietes zu hohe Werte der 
Raumladungsfeldstarke. 2. Fiir wachsendes z/R ist W,, kleiner als in unmittel- 
barer Nahe der Kathode. 3. In gréBerem Abstand von der Kathode ist die Ionen- 
stromdichte kleiner als in Kathodennahe. Die Beriicksichtigung dieser drei Einfliisse 


durfte zeigen, daB (4) auch noch fiir gréBere z/R giiltig ist und jedenfalls nicht zu 
niedrige Werte liefert. 
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In Fig. 8 stellt die strichpunktierte Kurve diese Feldstarke dar. Zum 
Vergleich sind fiir U=20kV die statischen Radialfeldstarken mit ein- 
gezeichnet. Wir sehen, daB in unmittelbarer Umgebung der Kathode 
(kleines z/R) das Raumladungsfeld durchaus eine Korrektur des sta- 
tischen Feldes ergibt. In unmittelbarer Umgebung der Kathode sind 
jedoch die statischen Langsfeldstaérken sehr hoch und die Ionen haben 
in der Umgebung der Kathode schon eine so groBe Geschwindigkeit, 
daB weder das statische noch das Raumladungsfeld merklichen Ein- 
fluB auf die Ionenbahnen haben wird. Dies wird selbst noch zutreffen 
fiir den Fall des Sauerstoffs, wo 

/ 300 
wegen der 16mal grdéBeren Masse vy 
und der allerdings nur halb so gro- ae 
8en Maximalstromdichte die Raum- 
ladung doppelt so groB wie die 
bey H, ist. 


6. Das magnetische Feld 


konnen wir als Feld eines Strom- 

fadens, der die Ausdehnung desEnt- a2 Q¥ om 

ladungspinsels hat, berechnen, wo- i 

bei die Form der Verteilungskurve _ Fig.8. Betrag der statischen Radialfeldstarke 
ee . : : : und der Raumladungsfeldstarke (strichpunktierte 

dieselbe wie in Ziffer 5 sel. Die Kurve) bei20 kV Entladungsspannung, 2mA Ent- 

Stromdichte ist jetzt durch den Ge- ladungsstrom. Kurvenparameter sind z/R-Werte. 

samtstrom bestimmt. Man findet 

dann fiir die vom magnetischen Feld des Gesamtstromes (2 mA) _her- 


ruhrende elektrische Radialfeldstarke fiir Elektronen von 10 keV Energie 


2 


‘ in ra IHF In 2 
ge Et Sve, 


a Y 


fiir H,-Ionen von 10 keV Energie 


yee 0,4 ? AOme u e aa Tom? - 107 In *) yar: (6) 


1 


Aus den Beziehungen (5) und (6) sehen wir, daB die Beeinflussung der 
Teilchenbahnen durch das magnetische Feld nicht beriicksichtigt zu 
werden braucht {z.B. ware fiir die Elektronen nach (5) mit einem 
zur Achse gerichteten elektrischen Feld von maximal etwa 70 mV/cm 
zu rechnen]. In den folgenden Betrachtungen sollen sowohl die durch 
das Magnetfeld wie die durch das Raumladungsfeld bewirkten Korrek- 
turen des statischen Feldes vernachlassigt werden; wir wollen also 
mit dem statischen Feld rechnen. 
she 
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7. Lonisierungsprozesse in der KSE. 

In Tabelle 3 sind fiir die bei Betrieb mit Stahlkathode gemessenen 
Entladungsdrucke die zugehdrigen mittleren freien Weglangen fiir 
schnelle Molekiilionen (bei den Edelgasen fiir schnelle Atomionen) 
angegeben!. Die mittleren freien Weglangen fiir Elektronen sind um 
den Faktor 4 gréBer als die in der Tabelle angegebenen Zahlen, haben 
also die GroBenordnung 1,6 cm, wahrend die der Ionen 0,4 cm betragt. 
Das bedeutet, daB sowohl die Ionen wie die Elektronen im Raum 
2/R< 1,5 (vgl. Fig. 7) auf einer mittleren freien Weglange Energien 

von einigen hundert eV bis zu eini- 

Tabelle 3. gen keV aufnehmen. Daraus folgt, 

Mittlere  freie Weglange (in cm) dap wit) be der SE launch 
schnelley Ionen. Betriebsbedingungen : 3 

der Entladung: Spannung U, Strom I, Tonisation durch schwere Ionen zu 

lange Anode, Stahlkathode. rechnen haben, welche bei gewohn- 

lichen Glimmentladungen zu _ver- 


Gas oie aa we nachlassigen ist. Diesen Schlu8 hat 
seas aks schon HaAILER? gezogen, der Kanal- 
| | . h 
H, | 0,276 | 0,254 | 0,341 | 0,314 strahlen erzeugen konnte, die dure 
©; 9120, 535..0)52 — |0,525  keinen ersichtlichen Mechanismus 
N, | 0.476 | 0,378] 0,427 0,476 auf der Kathodenoberflache zu be- 
He | 0,426 | 0,412] 0,46 | 0,426 nfl E Hebe a 
Ne | 0,50 | 0,485] 0,53 | 0,50 einflussen waren. Er nahm daher 
A 0,43 | 0,44 | 0,40 | 0,366 an, daB in der KSE nicht der tb- 


liche «, y-Mechanismus die Aufrecht- 
erhaltung der Entladung gewahrleistet, sondern daB ein «, 6-Mechanis- 
mus vorliegt®. Aus den Untersuchungen uber [onisation in stark 
inhomogenen Feldern (Feldstarkenanderung je mittlere freie Weglange 
groBer als 3%), die Morton* und anschlieBend JOHNSON® angestellt 
haben, ist jedoch zu entnehmen, da fiir quantitative Uberlegungen 
nicht mit den Ionisierungszahlen « und f gerechnet werden darf, sondern 
die differentialen Ionisierungen direkt zu verwenden sind. Es laBt sich 
dann eine abschatzende Berechnung zur Nachpriifung der Erfiillung 
der Stationaritatsbedingung durchfiihren. Es werde angenommen, ein 
Elektron starte in der Achse des Rohres an der Kathode. Sehr rasch 
erhalt es in dem starken Feld vor der Kathode eine groBe Geschwin- 
digkeit, durchlauft also praktisch den ganzen Gasraum mit einer hohen 
kinetischen Energie. Daher ist die Zahl der auf seinem Weg gebildeten 


1 Berechnung aus den Drucken von Tabelle 1 nach KNOLL, OLLENDORF und 
Rompe, Gasentladungstabellen, Berlin 1935, S. 23. 

SO ISUNmbIoR, (Oye Ae, 

* Bedeutung der Ionisierungszahlen «, B und y vel. A. v. ENGEL und M. STEEN- 
BECK, Elektrische Gasentladungen, Bd. I, Berlin 1932, sowie L. Lors, Funda- 
mental Processes of Electrical Discharge in Gases, New York 1939. 

Wier, 12 1b.2 ings, Raw, 70, 388 (1946). 

* Jounson, G. W.: Phys. Rev. 73, 284 (1948). 
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Ionenpaare sehr gering, namlich fiir H, nach den Angaben in ENGEL- 
STEENBECK! bei 17,5cm Weg im Mittel 0,073 Ionenpaare (angelegte 
Spannung 30kV, Gasdruck 0,05 Torr). Aus dieser geringen Ionen- 
erzeugung sehen wir, daB die Stationaritatsbedingung nur erfiillt werden 
kann, wenn entweder die Ionisation durch die auf die Kathode zu- 
laufenden Ionen 7m Gasraum kraftig ist, oder eine groBe Zahl von Elek- 
tronen aus der Kathode ausgelést werden. Dabei ist zu bedenken, daB 
auch die im Jonenstrahl durch Umladung entstehenden Neutralteilchen 
an Ionisation und vor allem Elektronenauslésung beteiligt sein werden. 
Rechnen wir fiir die Ionisation durch Ionen mit einem durchschnitt- 
lichen médglichen Weg von 3,5 cm (hohe Ionenenergie erst im Raum 
2/R< 1), und nach ENGEL-STEENBECK (l.c. S. 51) bei 0,05 Torr mit 
einer differentialen Ionisierung von 40-10 2 Ionenpaaren je cm, so 
wird die von dem einen urspriinglich an der Kathode gestarteten 
Elektron herriithrende und an der Kathode ankommende Ionenzahl etwa 


0,073 e19-10-*-3,5 ~w 0,3 


sein, d.h. in der Umgebung der Kathode sind im Gasraum durch das 
Ionisierungsspiel wieder 0,3 —0,073 ~0,23 Elektronen entstanden. Be- 
rucksichtigt man, daB die auf die Kathode aufprallenden 0,3 Ionen 
dort weitere Elektronen befreien (etwa 0,6; man kann mit y mindestens 
gleich 2 fiir schnelle Ionen rechnen), so sehen wir, daB in unserer rohen 
Abschatzung fiir jedes an der Kathode gestartete Elektron etwa 0,83 
Elektronen entstehen, also die Stationaritatsbedingung ungefahr er- 
fiillt ist. 

Da Ionisation durch Ionen erst bei hoher Energie merklich wird, 
bleibt Ionenionisierung auf die unmuittelbare Umgebung der Kathode 
beschrankt. Wir wollen daher diese Ionisation (ebenso wie bei der 
Betrachtung gewohnlicher Glimmentladungen) als eine VergroBerung 
des Elektronenauslésungskoeffizienten y in Rechnung stellen und 
werden damit unsere oben durchgefiihrte Abschatzung — ebenso wie 
die folgende Theorie — auch dann noch anwenden konnen, wenn keine 
Elektronenauslésung aus der Kathode mehr stattfinden sollte, d.h. 
wenn die Ionen nicht mehr auf die Kathodenflache auftreffen (z.B. 
beim Vorliegen eines sehr weiten Kanals in der Kathode). 

Neben dem y-Effekt bleibt noch die Méglichkeit der Elektronen- 
auslésung durch Photoeffekt an den Wanden des Entladungsraumes 
und im Gasraum selbst. Wegen des geringen Gasdruckes-kann man 
wohl vom Photoeffekt im Gasraum absehen. Photoeffekt an der Anode 
ist uninteressant, so daB nur derjenige an der Kathode zu betrachten 
bleibt. Wir wollen hier jedoch diese zusatzliche Moglichkeit der Elek- 
tronengewinnung noch nicht genauer diskutieren, sondern dies auf 


1 y, ENGEL, A., u. M. STEENBECK: l.c. 
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spiter (S. 238) verschieben, wo wir leicht tbersehen, welche Abande- 
rungen der Uberlegungen wegen des an der Kathode erfolgenden 
Photoeffektes vorzunehmen sind. 


8. Modell der Kanalstrahlentladung. 


Fiir die weiteren Betrachtungen soll ein einfaches Modell zugrunde 
gelegt werden: An der Kathode oder in ihrer unmittelbaren Nahe Aus- 
lésung von Elektronen bzw. StoBionisation durch Ionen und Neutral- 
teilchen (Ionisierungsgebiet) ; im ganzen tibrigen Entladungsgebiet nur 
StoBionisation durch die Elektronen und Umladungsprozesse zwischen 
Ionen und Gasmolekilen. 

Damit kommen wir auf einfache Weise zu der Ionenstromverteilungs- 
kurve auf der Kathode: Wir gehen aus von einem im Jonisierungsgebiet 
startenden Elektron. Es bildet auf seinem Weg zur Anode eine gewisse 
Zahl von Ionenpaaren, eine ,,lonenkette“, deren Dichte durch die 
Energieabhangigkeit der differentialen Ionisierung bestimmt ist (diese 
Abhangigkeit wird spater vernachlassigt). Die Ionen dieser Kette 
laufen auf die Kathode zu, wobei sie durch Zusammenst6Be mit den 
Gasatomen einerseits aus ihrer Bahn abgelenkt werden und anderer- 
seits umladen (Einflu8 der Umladung auf die Ionendichte in der Kette 
s. unten). Wiuirde ein in z-Richtung homogenes elektrisches Feld vor- 
liegen, so hatten Ablenkung und Umladung zur Folge, daB aus einem 
, lonenpaket“* — mit diesem Ausdruck wollen wir die im Langenstiick dz 
in irgendeiner Hohe z startenden Jonen unserer Ionenkette bezeichnen — 
eine glockenkurvenformige Stromverteilung auf der Kathode entstehen 
wiirde; dabei muB allerdings angenommen werden, da8 ,,viele“ Zu- 
sammenst6Be erfolgt sind, was in Ziffer 9 noch besonders besprochen 
werden soll. Die Breite der Glockenkurve hangt von der Starthdhe z 
des Ionenpaketes ab. Durch das in unserem Fall vorliegende Radialfeld 
werden diese Stromverteilungskurven zur Achse hin zusammengedrangt. 
ErfaBt man diese Zusammendrangung quantitativ, so laBt sich durch 
Summation der Verteilungskurven der einzelnen Ionenpakete die 
,,.Elementarverteilungskurve der gesamten Ionenkette berechnen. 

Die auf die Kathode (das Ionisierungsgebiet) auftreffenden Ionen 
erzeugen dort gema8 unserer Annahme Elektronen, die wieder gerad- 
linig in den Gasraum hinauslaufen und dabei Ionenpaare bilden. Wir 
erhalten also als zweiten Schritt keine einzelne Ionenkette, sondern 
einen ganzen Ionenschlauch in der Umgebung der Achse. Diesen 
Schlauch kénnen wir auffassen als ein Biindel von Tonenketten, deren 
Verhalten wir eben studiert haben; neu hinzu kommt fiir die auBerhalb 
der Achse gebildeten Ionenketten eine Verschiebung des Mittelpunktes 
der Verteilungsfunktion zur Achse hin. Durch immer wiederholte 
Anwendung dieses Ionisierungsspieles muB8 sich schlieBlich die stabile 
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Gesamtverteilungsfunktion als diejenige ergeben, die bei einem weiteren 
Schritt reproduziert wird, bei der also keine weitere Verbreiterung mehr 
auftritt. 

Fir die Rechnung miissen wir wissen, wie die GréBe der Ionenpakete 
von der Starthéhe z (vgl. Fig. 9) abhangt. Da die Beschleunigung des 
Primarelektrons in unmittelbarer Nachbarschaft der Kathode erfolgt 
(vgl. das Feldlinienbild in Fig. 7), kann mit konstanter differentialer 
Tonisierung gerechnet werden, so daB zunichst eine von z unabhingige 
Zahl von Ionenpaaren je cm entsteht. Jedes Ion fallt von seinem 
Startpunkt beschleunigt tiber das ,,Galtonbrett’ der z4 
Gasatome zur Kathode. Dabei treten Umladungen auf 


Tonschnetl ote Molektilangsam ae Molekiilschnen =e TOnipeeeas 
und 


Molekiil.chnen ae Molektihangsam iG, Tonschnent =e 


+ Molektihangsam + Elektron. 


Zahlenwerte fiir die ,,Umladekoeffizienten‘’ « und ¢ 
dieser beiden Prozesse (BERRY! und ENGEL-STEEN- 
BECK?) zeigen, daB in unserem Fall der zweite ProzeB Kothode 


von vornherein vernachlassigt werden kann (e¢ > €). Ale Ae ane 
nung derlonenadichte 


Lassen wir also in der Hohe z (Fig. 9) N, Ionen _ in ciner Ionenkette 
(Ziffer 8) und Gewin- 


starten, so werden wegen der Umladung nur noch SS aE 
verteilungskurve 
Hr, ee (Ziffer 9). 


Ionen auf der Kathode ankommen. Der Rest wird durch langsame 
Tonen ersetzt, und zwar entstehen an der Stelle z 


Age =ING gates az 


langsame Ionen; sie sollen zu den bei z primar gebildeten Ionen hinzu- 
geschlagen werden. — Damit rechnen wir also als ,,im Gebiet zwischen z 
und z-+dz startende Ionen“‘ alle dort langsamen Ionen. Diese Art der 
Rechnung soll in gewisser einfacher Weise beriicksichtigen, daB unsere 
Prozesse alle energieabhangig sind, daB aber diese Abhangigkeit rechne- 
risch wegen zu groBer mathematischer Schwierigkeiten nicht erfaBbar ist. 
Zur Umgehung dieser Schwierigkeit lassen wir weiter der Teilchen- 
stromdichte N, (zo) eine Raumdichte 9 (29) dz) entsprechen, so daB wir 
schlieBlich fiir die in der Héhe z startende Teilchenzahl erhalten: 


H 
Oo (2) dz = f Oo (Zo) 27°) edzdz, H = Anodenlange. 
z 
1 Berry, H. W.: Phys. Rev. 74, 848 (1948); ferner H. W. Berry: Phys. Rev. 


62, 378 (1942) und H. Meyer: Ann. Phys. (5) 30, 635 (1937). 
2 vy, ENGEL, A., u. M. STEENBECK: 1. c. 
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Dies ist eine Integralgleichung fiir go(z), aus der man mittels Diffe- 
rentiation nach z die Losung 


Qo (2) = Gone *” 


gewinnt. Damit ist die GréBe des an der Kathode ankommenden 
Ionenpaketes 
Oo (0) = @o (2%) & °* = Oo0e **, (7) 


wenn wieder z, die Starthdhe ist. Wir haben damit die Gewichtsfaktoren 
gefunden, welche bei der Summation der Ionenpaketverteilungskurven 
zur Elementarverteilungskurve die GroBe der Ionenpakete bestimmen. 


9. Die Elementarverteilungskurve. 


a) Verteilungsfunktion fiir ein Ionenpaket. Nach unserem in Ziffer 8 
entwickelten einfachen Modell der KSE gehen wir von einer in der 
Rohrachse vorhandenen JIonenkette aus und berechnen zunachst die 
Form der Verteilungskurve der auf der Kathode ankommenden Ionen 
fiir ein einzelnes Ionenpaket. Die Verteilungskurve fiir die ganze in 
der Achse vorhandene Ionenkette (im folgenden Elementarverteilungs- 
kurve genannt) gewinnen wir durch Summation der Verteilungskurve 
der einzelnen Ionenpakete. — Wirden die Ionen eines Paketes im Va- 
kuum laufen, so blieben sie auf ihrem Weg zur Kathode in der Achse 
lokalisiert (Anfangsgeschwindigkeit Null). Infolge der anwesenden 
Gasmolekiile kommt es jedoch zu Zusammenst6fen mit diesen, bei 
denen die Ionen aus ihrer Bahn abgelenkt werden und daher nach 
Durchlaufen einer mittleren freien Weglange im Mittel um einen ge- 
wissen Betrag 6 (gemessen in einer Ebene senkrecht zur z-Achse) gegen 
ihre urspriingliche Bahn verschoben sind. Infolge der Verschiebungen 
zwischen zwei Zusammenst6Ben treffen die lonen in einem ganzen Bereich 
um die Achse herum auf der Kathode auf. Die Frage nach der GréBe 
des Auftreffbereiches, d.h. die Frage nach der Wahrscheinlichkeit fiir 
eine auf der Kathode auftretende Gesamtablenkung (oder Gesamt- 
verschiebung) ist von BoTtuE! fiir Elektronen als allgemeines Streupro- 
blem schon behandelt worden. In der von ihm verwendeten Bezeichnung 
handelt es sich hier um eine typische Mehrfachstreuung. Der mathe- 
matischen Behandlung der Mehrfachstreuung stehen bisher groBe 
Schwierigkeiten entgegen. Daher wollen wir hier unsere Verteilungs- 
funktion als durch Vielfachstrewung erzeugt denken. Wir sind uns 
jedoch dessen bewuBt, daB wir damit im Endresultat eine zu breite 
Verteilungsfunktion erhalten werden (BOTHE, l.c. S. 21). Nach BoTHE 
(l.c.) ergibt sich fiir die Zahl der im Bereich zwischen 7 und 7 +dr 


1 Botue, W.: Handbuch der Physik, 2. Aufl., Bd. XXII/2. Berlin 1933. 
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auf der Kathode auftreffenden Teilchen (GréBe der Ionenpakete Oo 22, 
vel. Fig. 9) 


Ge A 


aN = eae 0942 e 2 yd, (8) 
“0 


wobei z, die Starthdhe des Ionenpaketes ist, 4 = mittlere freie Weg- 
lange, 6 die eben erwahnte mittlere Verschiebung auf einer freien 
Weglange. Es ist dabei zunachst ein homogenes Vertikalfeld zugrunde 
gelegt worden. Dann haben wir aber auch zu beriicksichtigen, daB 6 
eine Funktion von z ist, denn, wie man leicht berechnet, ist die Ver- 
schiebung € nach Durchlaufen eines Vertikalweges der GréBe A, wenn 
nach einem ZusammenstoB die Geschwindigkeit die Richtung # gegen 
die z-Achse hat 


= = sino | cost +4 — cos? 

y W, Wy 

Das heiBt, es ist auch die mittlere Verschiebung 6 (Mittelung iiber alle #) 
eine Funktion vom Verhaltnis der auf einer mittleren freien Weglainge 
aufgenommenen Energie W, zur Anfangsenergie beim StoB W, und 
damit abhangig von z. In Gl. (8) ware dann 6?z, zu ersetzen durch 


fer dy. Im Rahmen unserer Rechengenauigkeit wollen wir jedoch 
( 


) 

die Veranderung von 6 mit wachsender durchfallener Hohe unberiick- 
sichtigt lassen und mit einem mittleren 6/2 = 0,4 rechnen, was sich aus 
einer graphischen Darstellung von 6/A als Funktion von W,/W, als 
verniinftig erweist. 

Aus (8) folgt, daB die Breite der Verteilungsfunktion eine Funktion 
der durchfallenen Hohe ist. Als Mab fiir das Breiterwerden der Kurve 
ko6nnen wir den durch 

=e afta A [% oa 
Losi 7h emma irl (9) 
definierten ,,mittleren Radius“ betrachten, der mit der 1/e-Wertsbreite 


é 


Ee ee 
in dem Zusammenhang 7 =]/z = steht. Aus der analytischen Form 


von (9) sehen wir, da8 der Ort von 7 eine Parabel ist. Das ware aber 
genau die Bahn eines Massenpunktes m, der horizontal von der Achse 
weg bei y=O (Fig. 9) mit der Geschwindigkeit 

6 1/a eAy ’ 

(iss oral | ey aie [A, siehe Gl. (11)] (10) 
starten und dann den Gasraum wngestért durchqueren wiirde! Dies 
legt nahe, die Behandlung des Verbreiterungsproblems bei wirksamem 
Radialfeld zu studieren am Verhalten der Bahn einer ,,Ersatzmasse‘' ™, 
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und diese Bahn dann zu identifizieren mit dem 7, das sich bei Durch- 
rechnung des Radialfeldproblems ergeben wiirde. Zwar fehlt ein Beweis 
fiir die Aquivalenz dieser Betrachtungsweise, jedoch sehen wir sofort, 
daB zwischen zwei StéBen ein einzelnes Ion wirklich immer Stiicke dieser 
Bahn der Ersatzmasse durchlaufen wird; denn auch die wirklichen 
Ionen akkumulieren Energie und verhalten sich daher wie die Ersatz- 
masse. — Die Bahn der Ersatzmasse spielt bei der Untersuchung der 
Verbreiterung der Elementarverteilung eine wesentliche Rolle; wir 
wollen hier zunichst die Ersatzmasse im inhomogenen Feld betrachten, 
um einen Uberblick iiber das Verhalten der Ionenpakete zu bekommen. 

b) Die Bahn der Ersatzmasse. Aus Gl. (2) ergibt sich fiir die Feld- 
starkenkomponenten (da 7 die GréBenordnung 0,1 cm hat, kénnen wir 
uns auf die erste Naherung beschranken) 


ot 1,322 ) 
132 We Pree Be 
i, =—A,(2)7 = a U <erae v4 | 
Us abe Pana 
1/32 1 
Ee dilecsnny Seema | 
CoP? — = J 


Die Bewegungsgleichungen fiir die Ersatzmasse lauten dann, wenn 
wir uns auf Bewegungen in einer vertikalen Schnittebene, die die 
Achse enthalt, beschranken, 


my =—eA,(z)r, mzZ=—my=—eA,(z), [e =Ionenladung]. (12) 


Diese Gleichungen lassen sich nur dann geschlossen integrieren, wenn 
A, und A, konstant sind. In diesem Fall ist die Lésung fiir y 
2 
2m 


2 


Demnach bleibt fiir den geometrischen Bahnverlauf die Differential- 
gleichung 


Pets dae (ee 
ag Bay ta at (13) 


die als Loésung 


ij? = te COS Aa 4 + ay Sl Ar, 
7 Ez 2y 2Sin |/]> 2y 
$ AL 


hat?, wobei a, und a, aus den Anfangsbedingungen zu bestimmen sind. 
Da hier A, und A, nicht konstant sind, miissen wir die Bahn durch 
stiickweise Integration mit stiickweise konstantem A, und A, gewinnen. 


Am Startpunkt mu8 dabei a, =0 und a, = ; \2 a sein. Demnach 
—- Sb 2 


e KaMkE, E.: Differentialgleichungen, Lésungsmethoden und Lésungen, Bd. I. 
Leipzig 1942. 
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54 


genugt es, mit der Funktion s =2r | ao im ersten Intervall zu _ be- 


‘ . 17/78 na = 
ginnen und am SchluB mit > |/ “53 2u multiplizieren, um 7 zu erhalten. 


In Fig. 10a ist fiir unser Feld der KSE eine Anzahl so gewonnener 
Bahnkurven mit verschiedener Starthéhe aufgezeichnet. Aus den 
Kurven geht hervor, daB samtliche Ionenverteilungen in einem schmalen 
Bereich um die Achse herum verbleiben, von welcher Hohe die Pakete 
auch starten mégen. In Fig. 10b sind 
die Auftreff,,radien‘‘ s, auf der Kathode 
in Abhangigkeit von der Starthéhe z, 
aufgezeichnet [zum Vergleich sind auch 
die Auftreffradien fiir das homogene Feld 
(gestrichelte Kurve) angegeben]. Um 
nun endlich die Elementarverteilungs- 7 
kurve zu erhalten, miissen wir alle Ionen- 
paketverteilungskurven summieren unter 
Beriicksichtigung ihrer Auftreffradien, 
d.h. ihrer durch Fig.10b bestimmten 4% 
HW-Radien. Dabei sind gemaB dem 
in Ziffer 8 Gesagten die Ionenpakete Fig. 10au.b. a Bahnen der Ersatzmasse 
= ‘. : in unserem inhomogenen Feld, und b Auf- 
mit Gewichten zu versehen, die von Zz  trerfapszissen Spratt daeriathode”n Ab: 
abhangen und durch Umladungen be-  héngigkeit vom Startort 2, (ausgezogene 


j if Kurve). 
stimmt sind. 


c) Verteilungskurve fiir eine Ionenkette. Die Summation der Ver- 
teilungskurven zur Elementarverteilung miissen wir in zwei Schritten 
ausfiihren, naémlich einmal fiir den Bereich groBer v auf der Kathode 
und dann fiir kleine y. Fir die erste Summation ko6nnen wir von einer 
wirklich kettenférmigen Ionenverteilung ausgehen, wahrend im zweiten 
Fall von einer Verteilung in einem kleinen Bereich mit Radius €& um 
die Achse herum ausgegangen werden (dann muB eine Raumdichte @, 
so eingefiihrt werden, daB a & o, gerade die Langendichte o, der Ionen- 
kette ist), und dann dieser Bereich unter gleichzeitiger Vergr6Berung 
der Raumdichte zum Radius Null verengt werden muB. 


GemaB (7) ist die GréBe der Ionenpakete bestimmt durch 


15 
cm 


10 


Co = ore *°*- 
1 
Die Werte von 2e sind in der GroBenordnung ee Betrachten 
wir unter diesem Gesichtspunkt nochmals Fig. 10b, so sehen wir, dal 
wir zundchst das Kleinerwerden der Auftreffradien mit wachsender 
Starthéhe im Vergleich zu der dort gezeichneten Parabel nicht zu 
beriicksichtigen brauchen. Dann ist die Elementarverteilungskurve fiir 
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egrofe Abstinde von der Achse gegeben durch [die Anodenlange H kann 
wegen (7) durch oo ersetzt werden] 
° = ats a az, 
aN = 090 | ae OF ay e— 28% 9 y dy 


[ ®e 
oder, wenn man ¢ = 2 | 27a setzt, 


2A Pee (v4 4) dt 
dN = coo |e : Wik 
0 


Das hier auftretende Integral ist eine Integraldarstellung fiir die HANKEL- 


ae ‘ 
sche Funktion erster Art H!)!. Setzt man noch 7* = 2|/ 7 SO ist 


die Verteilungsfunktion fiir y--0 bestimmt durch 


200% 


007 HY) (ir) r* dr. (14) 


dN* = 


Der wesentliche Unterschied zum Verlauf der 


Glockenkurve ist der, daB diese HANKEL-Funktion 
fiir groBe r* wie e~” verlauft, d.h. die Fliigel der 
Verteilungskurve sind im Vergleich zur Glocken- 
kurve zu hoch, was qualitativ auch fir die ge- 
Fig. 11. Zur Berechnung Mmessenen Verteilungskurven zutrifft. 
des Wertes der Elementar- Die Berechnung der Verteilungskurven im der 
verteilungsfunktion bei 5 
r=0 (Kathodenzentrum). Umgebung der Achse wollen wir uns dadurch ver- 
einfachen, daB wir lediglich den Wert fiir r=0 
berechnen. Dazu betrachten wir zunachst die Teilchenzahl, die von 
einem Ringgebiet €...€+dé& in der Hohe z, ausgehend in ein Flachen- 
element df der Kathode bei y=0 gelangen (Fig. 11). Das sind, wenn 
0) die Raumdichte der Teilchen im Ringgebiet ist, 


F tee te 2h = _ 
dN'= 2b dE Qygdze~?** ~~ ; 


Ds OAL 


Teilchen. Hier ist nun noch iiber z) und & zu integrieren, und damit 
ergibt sich 


A fp MOM * 5 Sah 2h 
adN’= df Ooo v2) [= Ele 2 |E= s\edg, 
0 
nachdem die Integration tiber z) ausgefiihrt ist. Da & <1, kénnen 
wir fiir die HANKEL-Funktion die asymptotische Entwicklung fiir 


1 Macnus, W., u. F. OBERHETTINGER: Spezielle Funktionen der mathe- 
matischen Physik, 2. Aufl., S. 38. Berlin 1948. 
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kleine € einsetzen und erhalten 
=n fe 2 cwta ies DAours 
dN'= df Ow =r = 6 1 Sali (? aS é3]| 


Lassen wir hierin &) gegen Null gehen und 0)0 SO gegen unendlich, daB 
aN’ endlich bleibt, so bedeutet dies, da das logarithmische Glied un- 
wesentlich ist, daB wir schlieBlich zu einer endlichen Langendichte Coo 
in der Achse gelangen und damit den AnschluB an (14) gewinnen. 
Die Teilchendichte in der as Ee a 
Achse beim Auftreffen auf Vee 
die Kathode ist also (wie- § Ne ee 
derum 7 ersetzt durch 7*) 


ft — oe (15) 


Zur Zeichnung der end- 
giltigen Elementarvertei- 
lungskurve reicht der eine 
Punkt be vy =O nicht aus, 
um auch den Verlauf in 
der Umgebung der Achse 
festzulegen. Jedoch 1laBt 
sich der ungefahre Ver- 
lauf aufzeichnen, was in 
Fig.12 geschehen ist. Diese Kurve diirfen wir noch nicht direkt zum 
Vergleich mit den gemessenen beniitzen, da wir noch nicht wissen, wie 
weit die Kurve durch das weitere Jonisierungsspiel verbreitert wird. 


?W7_m 


Fig. 12. Elementarverteilungskurve fiir eine Ionenkette. 


10. Berechnung der stabilen Verteilungskurve. 


In dem durch die Elementarverteilungskurve gegebenen Bereich 
um die Achse befreien die auftreffenden Ionen Elektronen, die gemaB 
unserer Annahme geradlinig in den Gasraum hinauslaufen sollen und 
dort wiederum [Ionenketten bilden. Wir wollen untersuchen, was aus 
einer solchen Ionenkette wird, d.h. zundchst lediglich wie die Ver- 
teilungsfunktion fiir ein einzelnes, auferhalb der Achse gestartetes 
Ionenpaket aussieht. 

a) Startpunkt auferhalb der Achse. Wir greifen zuriick auf die Be- 
schreibung der Ausbreitung des Ionenpaketes durch die Ersatzmasse, 
und zwar betrachten wir am besten die Bahn eines Massenpunktes, 
der am Startpunkt einmal mit der Geschwindigkeit Null und dann 


2A 
Achse weg in radialer Richtung startet. Bei der Berechnung der Bahn- 


kurven ergibt sich, daB der Massenpunkt mit der Startgeschwindigkeit 


—~, . 
mit der Geschwindigkeit 3 \/z Oo = zur Achse hin bzw. von der 
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Null gerade den Ort des Mittelpunktes der Verteilungskurve wiedergibt. 
Auf diese Weise erkennt man auch, daB die Glockenkurven nunmehr 
eiférmigen Querschnitt bekommen (was jedoch vernachlassigt werden 
soll). Wichtig ist dabei das Verhaltnis von Auftreffradius 7’ zu Start- 
radius 7 des Mittelpunktes, denn dies gibt die fiir uns wichtige Ver- 
schiebung der Verteilungskurven zur Achse hin wieder. Die in der 
eben beschriebenen Weise gefundenen Verhialtnisse 7’/y als Funktion 
der Starthéhe z, sind in Fig. 13 wiedergegeben. Nahern wir die ge- 
fundene Kurve durch die Parabel 4—% 25 an, und _ beriicksichtigen, 


Fig. 13. Verhaltnis von Auftreffradius 7’ auf der Kathode zu Startradius 7 fiir ein auBerhalb der Achse 
gestartetes Jonenpaket in Abhangigkeit von der Starthdhe 2). 


daB die Ionenpakete gemaB unserer Gl. (7) verschieden groB sind, so 
ist das mittlere Verschiebungsverhaltnis einer ganzen auBerhalb der 
Achse gestarteten Jonenkette 


y’ \ x ¥ 
e= (4 = 2 =1>o rh = O09 cm" (16) 


Mittel Comoe 2 


b) Verbreiterung der Elementarverteilung zur stabilen Verteilungs- 
funktion. Zur Berechnung der Verbreiterung wollen wir zunachst unsere 
Elementarverteilungsfunktion, die fiir groBe 7 eine HANKEL-Funktion 
war, annahern durch eine Glockenkurve (was in der Umgebung der 
Achse die Verteilung richtig wiedergeben diirfte) bzw. durch die asym- 
ptotische Darstellung der HANKEL-Funktion fiir groBe 7 (was die Ver- 
teilung dort richtig wiedergeben diirfte). Um zur stabilen Verteilungs- 
funktion zu gelangen, wollen wir annehmen, die wiederholten Ioni- 
sierungsspiele seien so weit fortgesetzt, daB die Verteilungskurven 
zum Radius R verbreitert seien, daB wir also angelangt seien bei 

2 


Nw sary Ni 2) ee 
ON =e A var ge 5 biwea ed Nae ek our do 7am 
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Bei einem weiteren Schritt greifen wir gemaB unserem Modell die 
Tonen heraus, die im Bereich zwischen y und + +dr, p und my +dq auf 
die Kathode auftreffen (Fig. 14). Diese befreien auf der Kathode 
Elektronen, die in den Gasraum hinauslaufen und erneut Ionenketten 
bilden. Beim Zuriicklaufen der gebildeten Ionen auf die Kathode ent- 
steht aus jeder Kette ein Ionenschlauch mit der Breite der Elementar- 
verteilung 7, (Fig. 14), dessen Mittelpunkt zur Achse hin verschoben 
ist, und zwar zum Radius 7’ —cy, wobei wir c eben berechnet haben. 
Summieren wir nun iiber alle diese Elementarverteilungskurven, so 
erhalten wir eine neue Verteilungsfunktion. Man kann nun, um das 
Breitlaufen zu iibersehen, entweder die Verdnderung der HWB be- 
trachten oder die Anderung der Maximalordinate (Wert bei r=0). 
Letzteres soll hier durchgefiihrt werden, da 
sich hierfiir im radialsymmetrischen Feld 


die Rechnung einfacher gestaltet. In den 
Bereich df um r=0O kommen von den p 
. a 0 
Elementarverteilungen (Berechnung wie | 
schon S. 232 durchgefiihrt) a SSS 
‘ar 
yt) ae Lise { == si 
adN’=|—,¢ ® —,e *rdraigd 
N aR? TF? 4 pat Ve 
bzw f 
(2) r ¢ LE: 
N,” ae 1 = ; Fig. 14. Zur Gewinnung der 
N’= | = ~e K—_ge erydrdgdf. j 
dl J 2x R 227, P ] stabilen Verteilungsfunktion, 


Teilchen, wobei iiber alle y und @ zu integrieren ist. Nach Ausfithrung 
der Integration ergibt sich 


; 1 1 i ar ee eer ae 
a aR? 1 "A gal el al as 2aRr, 1 c id 
Re! Rere7 
Die stabile Verteilung ist nun diejenige, bei der diese Teilchenzahl 
gleich ist der urspriinglich bei y=0 vorhandenen [Gl. (17a, b)]. Also 
muB fiir R gelten, wenn dieses R die Breite der stabilen Verteilung 
angeben soll, 
RSs tiwh Rise, (18a, b) 
)1 ae Cc 1—c 


Damit ist gezeigt, daB die Entladungsbiindel von diesem Querschnitt 
bei Fortsetzung des Ionisierungsspieles sich immer wieder reprodu- 
zieren, daB also durch den oben angenommenen Mechanismus eine 
Entladung mit der fiir die KSE so charakteristischen Pinselform er- 
zeugt wird. 

Wie aus den Gl. (18a und b) ersichtlich ist, ist der stabile Biindel- 
querschnitt nur bestimmt durch die Breite 7, der Elementarverteilungs- 
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kurve und das — durch das radiale elektrische Feld verursachte — 
ZJusammenriicken der auBerhalb der Achse verlaufenden Ionenketten, 
also durch den Faktor c. — Im homogenen Feld ist c=1; also ist 
dort der stabile Entladungsquerschnitt unendlich groB. Daraus folgt, 
daB es im homogenen Feld keine KSE geben kann. Eine experimentelle 
Bestatigung liegt hierfiir noch nicht vor. 


11. Diskussion der entwickelten Theorie. Zahlenmdfige Berechnung 
einiger Entladungsquerschniite. 
Der HW-Radius der Elementarverteilung ergab sich (mit 6/2 =0,4) 
zu (vgl. Fig. 12) 


re Z 
14 : \ ae = 0,184 \2 , (19) 
Fiir den stabilen Biindelquerschnitt erhielten wir die Gl. (18a, b) 
(wobei zur Berechnung des stabilen HW-Radius 7, durch 7; zu ersetzen 
ist) und (16) 


wobei ¢ der Umladekoeffizient fiir die Umladung Ion — Neutral ist. 

Bevor wir mit Hilfe dieser Formeln die GroBe der Entladungsradien 
berechnen, wollen wir kurz diejenigen Abweichungen vom experimen- 
tellen Befund diskutieren, die wir auf Grund der von uns in die Rech- 
nung eingefiihrten Naherungen zu erwarten haben. 

Zunachst hatten wir unsere Elementarverteilung angenahert durch 
zwei in verschiedenen Bereichen giiltige Funktionen (17a) und (17b). 
Die Form der stabilen Ionenstromverteilungskurve enthalt daher noch 
die Unsicherheit, daB die Verbreiterung eine Mischung der in den 
Gl. (18) gewonnenen Beziehungen darstellen wird. Erhalten bleiben 
wird aber auf jeden Fall, daB die Fliigel der endgiiltigen Verteilung 
im Vergleich zur Glockenkurve zu hoch sein werden, was in Uber- 
einstimmung mit dem experimentellen Befund ist. 

Sehr stark ins Gewicht fallen bei der zahlenmaBigen Berechnung 
des Entladungsquerschnittes vor allem zwei Vernachlassigungen: Erstens 
hatten wir an Stelle der fiir die Mehrfachstreuung zu verwendenden 
Verteilungsfunktion mit der fiir Vielfachstreuung sich ergebenden 
gerechnet, und zweitens hatten wir bei der Ausfiihrung der Integration 
der Ionenpaketverteilungskurven das radiale elektrische Feld unbe- 


riicksichtigt gelassen (aus Fig. 10b hatten wir die |/2zo-Kurve beniitzt). 
Auf Grund beider Vernachlassigungen wird unsere berechnete Pinsel- 
breite auf jeden Fall zu gro8 ausfallen; ferner wird das auf den ersten 
Blick merkwiirdige Verhalten von 7, fiir wachsende mittlere freie 


Weglange (d.h. fallenden Druck) verstandlich. Nach (19) wird bei 
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Verkleinerung des Gasdruckes (und damit VergréBerung der Betriebs- 
spannung) 7, gréBer, das Gegenteil ist zu erwarten und wird auch 
vom Experiment geliefert. Die Diskrepanz kann dadurch gedeutet 
werden, daB bei vermindertem Druck die StoBzahl so gering wird, 
daB wir sicher nicht mehr mit Vielfachstreuung rechnen diirfen. 

Da die Beriicksichtigung der Mehrfachstreuung und des wirksamen 
Radialfeldes bei der Berechnung der Elementarverteilung fiir den 
grundsatzlichen Mechanismus der Pinselentstehung keine neuen Ge- 
sichtspunkte ergeben wiirde, wollen wir auf eine in dieser Richtung 
vorzunehmende Verfeinerung der Theorie verzichten. 

Die Ionenenergien in der KSE sind nicht homogen; wir miissen daher 
bei der Berechnung der Pinselradien fiir den Umladungskoeffizienten 
geeignete Mittelwerte nehmen. In Tabelle 4 sind fiir die Betriebs- 
bedingungen 4mA, 30kV, Stahlkathode, lange Anode die aus den 
Formeln (18a), (19), (16), berechneten HW-Radien der Entladungsbiindel 
aufgeschrieben. 


Tabelle 4. Daten zur Berechnung des Ionenbiindelradius. Betriebsbedingungen der 
Entladung: Strom 4mA, Spannung 30kV, Stahlkathode, lange Anode. 


| Druck p A | £ r | R | R 
Gas | [40-? Torr] [em] | [em-4J ag | : [em] | reat 
Edy 4,7 0,32 | 0,94 0,107 0,95 0,34 0,09 
O, | 1,4 0,63 | 0,42 0,226 OAM | MS 1 ioe 
N, | 2,0 0,398 0,50 0,164 0,82 0,286 Omisiae 
He | 5,6 0,415 0,56 0,159 0,856 0,308 0,114 
A 2,4 0,366 2,4 WO O52 0,992 0,59 eG ;2 7.5 


Wie zu erwarten war, fallen die errechneten HW-Radien zu groB 
aus, und zwar um einen Faktor 2 bis 4. Die groé8ten bzw. geringsten 
Abweichungen ergeben sich fiir O, und A; sie kénnen im Sinne der 
obigen Uberlegungen gedeutet werden. Bei O, ist die mittlere freie Weg- 
lange sehr groB, also liefert die Anwendung der Vielfachstreuung be- 
sonders falsche Werte. Bei A ist zwar r, sehr klein, wegen des hohen 
Umladekoeffizienten spielen sich aber die ganzen Entladungsvorgange 
nahe bei der Kathode ab, wo das statische Feld kleine Radialkompo- 
nenten hat, und daher die Ionenketten nur noch wenig zur Achse hin 
zusammengedrangt werden (c ist hier nahezu gleich eins geworden). 
Hier ist die Verwendung der |22-Kurve am ehesten gerechtfertigt. 
Ein weitergehender Vergleich der gemessenen mit den berechneten 
Daten diirfte nicht nur wegen der Unvollstandigkeit unserer Theorie 
abwegig sein, sondern auch deswegen, weil die tabellierten Zahlenangaben 
(Umladeweglinge, mittlere freie Weglange) starke Unsicherheiten ent- 
halten. Wir wollen uns damit begniigen, daB die entwickelte Arbeits- 
hypothese uns Einblick in den Mechanismus der Entstehung des schmalen 
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Entladungsbiindels gegeben hat und wenigstens eine Abschatzung 
iiber die GréBe des Entladungsgebietes zulaBt. 

Bei der Betrachtung der Ionisierungsvorgange in der KSE hatten 
wir die Diskussion der Elektronennachlieferung durch Photoeffekt an 
der Kathode zunichst aufgeschoben. Da diese Elektronenauslésung 
gleichmaBig auf der ganzen Kathodenoberflaéche erfolgt, tibersehen 
wir jetzt sofort, daB dies bei Beriicksichtigung in der Rechnung héch- 
stens einen noch breiteren Entladungspinsel ergeben hatte. Selbst in 
dem Fall, daB wir im Gasraum wegen des Photoeffektes an der Kathode 
zunachst eine véllig homogene Raumionisierung vorliegen hatten, wirde 
durch das Radialfeld eine VergréBerung der Stromdichte in der Rohr- 
achse eintreten. Ohne Mitwirkung des ,,y-Effektes‘‘ kénnte aber — wie 
man abschatzen kann — ein so schmaler Pinsel, wie er beobachtet und 
von unserer den Photoeffekt vernachlassigenden Theorie geliefert wird, 
niemals erklart werden, was den SchluB zulaBt, daB der Photoeffekt 
an der Kathode bei unserem Problem keine wesentliche Rolle spielt. 

Wir kénnen zusammenfassend tiber den Mechanismus der KSE also 
folgendes sagen: Der kleine Entladungsdurchmesser kommt im wesent- 
lichen zustande durch das konzentrierende elektrische Radialfeld, das 
der bei Gasst6Ben auftretenden Ionenstreuung entgegenwirkt. — Mit 
dieser Annahme lassen sich — dies sei noch abschlieBend bemerkt — 
samtliche von HAILER (l.c.) in ganzmetallischen Entladungsrohren 
erhaltenen Entladungsbilder erklaren, wahrend bei Glasentladungsrohren 
wegen der auftretenden Wandaufladungen der statische Feldverlauf 
nur bedingt zur Erklarung herangezogen werden kann. 


Herrn Prof. Dr. W. WALCHER danke ich fiir die Anregung zu dieser 
Arbeit und sein stetes férderndes Interesse sowie fiir wertvolle Dis- 
kussionen. 
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Eine Deutung der Expansion des Kosmos. 
Von 
ErtcH Bacce, Hamburg. 
Mit 2 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 13: April 1950.) 
Es wird gezeigt, daB sich das HupBiEsche Expansionsgesetz aus einem einfachen 
physikalischen Postulat quantitativ ableiten laBt. Weiter wird darauf hingewiesen, 
daB die konsequente Weiterfiihrung von FErmis Theorie iiber den Ursprung der 
Ultrastrahlung fiir friihere Entwicklungsstadien des expandierenden Kosmos zu 
exponentiell anschwellenden Lésungen des entsprechenden Diffusionsproblems 
fihren kann. Es wird deshalb die Vermutung ausgesprochen, daB die damit 


méglichen explosionsartigen Vorgange mit der Auslésung des Expansionsphanomens 
der Welt zusammenhangen. 


1. Evnleitung. 

Es ist die Absicht des vorliegenden Artikels, auf einige Gesichts- 
punkte hinzuweisen, die das Expansionsphanomen der Welt in rein 
physikalischer Weise zu erklaren versuchen. Damit ist gemeint, daB 
im Rahmen dieser Betrachtungen darauf verzichtet werden soll, die 
Ausdehnung des Kosmos als Problem einer zeitabhangigen Metrik des 
gekrimmten Raumes anzusehen, wie das bei fast allen modernen 
Theorien der Kosmologie geschieht?. Wir werden vielmehr im Gegen- 
satz dazu unsere Uberlegungen nur fiir einen einfachen euklidischen 
Raum anstellen und wesentlich vor allem auf physikalische Zusammen- 
hange achten. Auferdem aber soll dabei ein ausgesprochen homo- 
zentrisches Weltbild zugrunde gelegt werden, bei dem sich den ,,zu- 
lassigen‘‘ Beobachtern an verschiedenen Stellen des Kosmos nicht 
immer die gleiche Weltansicht bietet. 

Man konnte fiirchten, daB ein solches, aller hervorragender Er- 
rungenschaften neuerer kosmologischer Theorien entkleidetes Weltbild 
zu primitiv ist und sich damit zur Erklarung der erwahnten Erschei- 
nungen nicht eignet. Tatsachlich aber zeigt sich, daB diese Betrachtungs- 
weise jedenfalls leistungsfahig genug ist, um in vollig zwingender Weise 
die allgemeine Form des Expansionsgesetzes und sogar den Zahlwert 
der Hussreschen Konstanten aus anderen Naturkonstanten quantitatv 
ableiten zu lassen. Der Einbau dieser Gedankengange in eine geeignete 
kosmologische Theorie neuerer Pragung soll hier zunachst nicht ver- 
j} sucht werden. Wir begniigen uns damit, den oben angedeuteten Stand- 
punkt erst einmal konsequent zu diskutieren. 

1 Vergleiche dazu etwa die Biicher von O. Heckmann, Theorien der Kosmologie, 
1942, R.C. Torman, Relativity Thermodynamics and Cosmology, Oxford at the 


Clarendon Press, 1934. 
16% 
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2. Ableitung des HuBBLEschen Expansionsgesetzes. 

Fiir das Folgende vertreten wir also die Meinung eines Mannes, 
der sich der von NEUMANN und SEELIGER erkannten Schwierigkeiten 
eines mit gravitierenden Massen erfiillten euklidischen Raumes zwar 
bewuBt ist, fiir den es aber andererseits keinen echten Trost bedeutet, 
daB sich diese Schwierigkeiten durch eine abstrakt definierte zeitlich 
und raumlich veranderliche Geometrie beseitigen lassen sollen. 

Dieser Skeptiker erfahrt von den Astronomen, daB 

4. das Weltall, im GroBen gesehen, nahezu isotrop mit einer Massen- 
dichte der GréBenordnung 9 =10-27— 10~*8 g/cm? belegt ist; 

2. daB sich diese Massen, vom Beobachter aus gesehen, nach allen 
Raumrichtungen hin gleichformig fortbewegen und 

3. die Abwanderungsgeschwindigkeiten der kosmischen Objekte zu 
ihrer Entfernung vom Beobachter proportional sind: 


v(kmJsec) = 5,8 410742 K (R in parsec). (1) 


Er wird daraus folgendes schlieBen: Wenn ich auch nicht annehmen 
kann, da8 ich mich genau im Mittelpunkt eines sich expandierenden 
Kosmos befinde, so ist doch eine solche homozentrische Beschreibungs- 
weise der Welt jedenfalls geeignet, dem optischen Befund der Rot- 
verschiebung der Spektrallinien bei entfernten kosmischen Objekten 
gerecht zu werden. Oder anders ausgedriickt, man kommt beim heutigen 
Stande unseres Wissens vom Kosmos nicht in Widerspruch zur Er- 
fahrung, wenn man fiir die Deutung des Rotverschiebungseffektes den 
Beobachter als ruhend betrachtet, wahrend sich die hier interessierenden 
Himmelsk6érper von ihm fortbewegen. 


Wir wollen nun zeigen, daB dieser extreme Standpunkt sogar auch 
dann zu richtigen Aussagen fiihrt, wenn man die von den kosmischen 
Massen ausgelosten Gravitationswirkungen mit in die Betrachtungen ein- 
bezteht. 


{fm Rahmen dieses Bildes laBt sich namlich sofort die folgende 
Frage stellen und beantworten. 

Welche vom Zentrum fortgerichtete Mindestgeschwindigkeit muB 
ein in der Entfernung R sich befindender Himmelskérper besitzen, 
damit eine ,,Gravitationskatastrophe‘ verhindert wird, die darin be- 
steht, daB dieser nach endlicher Zeit schlieBlich auf den Beobachter 
einsttirzt ? Wir setzen also voraus, da8 wir uns im Zentrum einer 
kugelsymmetrischen und isotropen Massenverteilung aufhalten. Mit 
Rucksicht auf die spateren Betrachtungen werde auBerdem angenommen, 
daB die Gesamtmasse des Kosmos endlich sei und von einem bestimmten 


Radius Ry unserer sonst homogen erfiillten Kugel ab einfach ver- 
schwinde. 
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Unter diesen Bedingungen wird folgende Einteilung des Raumes 
nahegelegt. Wir fassen alle Massen innerhalb einer Kugel vom Radius R 
zusammen und denken sie uns auf das Massenzentrum, also zum Beob- 
achter hin, zusammengezogen. Beziiglich ihrer Wirkungen auf die 
herausgegriffene Partikel der Masse m im Abstand R wirkt diese kon- 
zentrierte Masse M ebenso wie die in der Kugel verteilte. Die zu- 
sammengefaBte Wirkung aller Massenelemente auBerhalb dieser Kugel 
bis zur Grenze des Weltalls bei R, hin hingegen, laBt sich fiir das 
Innere aus potentialtheoretischen Griinden durch ein ortsunabhangiges 
konstantes Potential beschreiben. Diese Massen iiben auf den aus- 
gezeichneten Kérper bei Bewegungen innerhalb der Kugel vom Radius R 
keine Kraftwirkung aus. 

Damit aber kann man die kinetische Mindestenergie angeben, die 
m besitzen muB, um sich von M gerade lésen zu kénnen. Sie ist be- 
stimmt durch die Gleichung: 


= v2=G a (G = Gravitationskonstante) . (2) 
Andererseits gilt fiir ps 
Ma ok’. (3) 
J 
Daraus folgt: 1 ae 
v= |/-> oGR=aR. (4) 


Dies ist genau die Form des HuBBLEschen Expansionsgesetzes. Die 
Mindestgeschwindigkeit v ist demnach proportional zu Rk und der 
zugehorige Proportionalitatsfaktor hat fiir 9, —10-*? g/cm*® bzw. @,= 
iO" cicm die. Werte: 


8x % ery gee 
Oy: oy = “37 o 10 27 . 6,68 , 10 Pa Vie) 10 parsec (5) 
82 re ; ate es i ¢ -4 km/sec 
Oo: bo = te #008 10S s='2,5 «10 parsec ~ 


Der beobachtete Wert von «: 
km/s 
a = 1,88 - 10717 <p = 518+ 10-4 mre (5a) 


Ss parsec 


liegt gerade zwischen den Extremwerten von (5). . . 
In Anbetracht der Unsicherheiten, die den heutigen Dichtebestim- 
mungen noch anhaften, ist die hier gefundene Ubereinstimmung der 
theoretischen Zahlwerte mit dem Beobachtungsbefund sehr befriedigend. 
Wenn man sich umgekehrt aus der bekannten GroBe der HUBBLE- 
‘schen Konstanten das zugehérige 9 ausrechnet, ergibt sich: 


2 2 
Otheor = ee = 6,28 : N02 g/cm?. (6) 
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Dieser Wert ist um einen Faktor 4,5 gr6Ber als der z.B. von W. BECKER? 
angegebene: on = 1,4- 10728 g/cm’. 

Zur Bedeutung der Formel (4) ist noch folgendes zu bemerken. 
Die dort berechnete Geschwindigkeit stellt den Mindestwert dar, den 
der Kérper m besitzen muB, um sich von der Masse M gerade lésen 
zu kénnen. Daf dieser Himmelskérper aber auch keine wesentlich 
hdhere Geschwindigkeit besitzen kann, ist im Rahmen dieses Bildes 
nur kosmogonisch zu verstehen. Hatte er namlich eine grdBere, so 
ware er schon weiter vom Massenzentrum entfernt, als er es tatsachlich 
ist. Dies geht insbesondere aus der weiter unten angegebenen Formel (11) 
hervor. 

3. Einige Folgerungen aus Formel (4). 


Zeitabhdngigkett der Materiedichte und der Expansionsgeschwindigkett. 

Aus der Formel (4) lassen sich einige Folgerungen tiber die Zeit- 
abhangigkeit der Materiedichte und der Expansionsgeschwindigkeit als 
Funktion des Weltalters T ziehen, die wir kurz besprechen wollen. 

Es werde angenommen, dab keine Neuschépfung von Materie im 
Laufe der Weltentwicklung eingetreten sei. Dann gilt fiir unsere 
Masse M die Beziehung: aM 
Diese Bedingung liefert unter Beriicksichtigung von (3) die Diffe- 


rentialgleichung fiir 0: Fe, 


“dds ae 3 Q R? (8) 
die wiederum wegen (4) die Gestalt annimmt: 

do ae 

ar = Once. (9) 


Wenn man die bei der Integration dieser Differentialgleichung auf- 


tretende Integrationskonstante gleich — ox G I, setzt, so nimmt ihre 
Lésung die einfache Form an: 


1 
Oe 6nG(T— 7) (10) 


Bedeutet dabei 7) eine positive Konstante, dann besagt diese Lésung, 
dai die Materiedichte bei einem endlichen Weltalter J) singulares 
Verhalten zeigt. Man méchte zunachst vermuten, da8 7, =0 zu setzen 
sel. Tatsachlich aber zeigt sich, daB sich die Beobachtungstatsachen 
im Rahmen des hier diskutierten Bildes nur fiir ein J, >0 wider- 
spruchsfrei in die Theorie einbauen lassen. 


1 BECKER, W.: Sterne und Sternsysteme, S. 368. Dresden u. Leipzig: Theodor 
Steinkopff, 1942. 
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Man erkennt dies sogleich, wenn man die Beziehung (10) wieder 
in Gl. (4) einsetzt: 
2 R 
eee vty (44) 
Diese Gleichung stellt eine Verbindung zwischen der Expansions- 
geschwindigkeit an allen Raumstellen und dem Weltalter her. Sie 
ist nur sinnvoll anzuwenden fiir T > T, und besagt, daB die Expansion 
der Welt erst zur Zeit Ty, begonnen hat. 
Wenn man fiir das Weltalter etwa T =4-109 a=1,2- 1017 sec an- 
setzt, eine Zeit, die als Mindestalter anzusehen ist, dann ergabe sich 


namlich mit 7,;=0 fiir « der Wert 


ee SN 
== 55 10) meee (12) 


Dieser ist, verglichen mit dem experimentellen Wert « = 1,88 - 10717. 1 
um einen Faktor 1/3 zu klein. re 

Man kann die Zahlen aber voll zur Ubereinstimmung bringen, 
welll man Setzt: 


2 I= 0,36- 104i see = 12740 2, (13) 


2 
y ae Faerie 


dann wird 


SS) 


a =A oe © 14) > Sec 1. (14) 


Natiirlich mu8 man fiirchten, daB die hier durchgefiihrte, sehr primitive 
Theorie tatsadchlich auf diese Weise wesentlich tiberansprucht wird. 

Es erscheint uns aber der Hinweis wichtig, da8 man mit dem aus 
(13) folgenden T— J, nach (10) gerade wieder die richtige Materie- 
dichte erhalt: 


1 1 


— __ = = —s e Se ° -28 3 
Q ee 62G (7 = Tea 62 6,68 P 10-8 - 0,36” ° 1034 6,28 10 g/cm : (4 5) 


Das ist zwar selbstverstandlich, da man ja dieselben Zahlenbeziehungen 
nur in etwas anderer Form verwendet, einmal um (6) und dann um 
(15) zu berechnen. Man wiirde aber auf Schwierigkeiten stoBen, wollte 
man 7,=0 setzen. Denn dann ergabe sich fiir das Weltalter nach (13) 
der viel zu kleine Wert von TJ’ =1,2-10%a. Das Bemerkenswerte an 
dieser Betrachtungsweise ist eben, daB sich bei der Integration der 
Differentialgleichung fiir @ ganz von selbst eine Integrationskonstante 
einstellt, die die verschiedenen Daten widerspruchsfrei miteinander zu 
vereinigen gestattet. 

+ Wir méchten an dieser Stelle bemerken, daB die Beziehungen (10) und (14) 
in gewissem Sinne formelmaBige Verscharfungen von viel diskutierten Zusammen- 
hangen darstellen, die aus dimensionsanalytischen Griinden bis auf unbekannte 
Zahlenfaktoren und die allerdings wichtige Integrationskonstante T, schon langer 
bekannt sind. Vgl. dazu: JorDaN, P., Die Herkunft der Sterne S.15. Stuttgart: 
Wissenschaftliche Verlagsgesellschaft 1947. 
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Wir wollen jetzt noch fragen, welche Geschwindigkeiten ein materi- 
eller Kérper im Laufe der Weltentwicklung annimmt. Die Formel (11) 
fiir v bezieht sich ja nicht auf ein materielles Objekt, sondern auf die 
Teilchengeschwindigkeit an einer bestimmten Raumstelle. 

Um die Geschwindigkeit v,, eines Himmelskérpers zu untersuchen, 
bilden wir die totale Zeitableitung von v nach (11). Das ergibt 


CO ee L 20m (16) 


ar. © .03hl =i (7 et ae 


Unter abermaliger Beriicksichtigung von Gl. (11) wird daraus die 
Differentialgleichung fiir v,,: 


dim a Um 
cL Sea: (17) 
Ihre Integration liefert: 
Um = Vo baa a 1, Um K Cc. (18) 


Die Gl. (18) gibt also die Geschwindigkeit v,, eines materiellen Korpers 
als Funktion der Zeit an. Die Integrationskonstante vp ist charakte- 
ristisch fiir den jeweils betrachteten speziellen Himmelsk6rper. Sie 
besitzt keine universelle Bedeutung. DaB8 aber v,, fiir T = 7) unend- 
lich wird, ist eine Folge der Vernachlassigung relativistischer Effekte. 
Der Giiltigkeitsbereich der Formel (18) beschrankt sich deshalb auf 
Zeitraume, fiir die v,,<c gilt. 

Aus Gl. (48) folgt schlieBlich durch abermalige Integration der 
Ausdruck fiir den Abstand der Partikel als Funktion der Zeit. 

R=Ryy ++ Ty ae (19) 

Auch diese Gleichung gilt nur fiir T >7) und v,<c. Sie besagt, 
da8 die Entfernung der kosmischen Objekte nur mit (T— 7)? zu- 
nimmt. 


4. Die Expansion im Bereiche relativistischer Geschwindigkeiten. 


In diesem Abschnitt sollen die vorhergehenden Betrachtungen durch 
die Beriicksichtigung der relativistischen Massenzunahme schnell be- 
wegter Objekte erganzt werden. Die hier angestrebte Erweiterung 
erscheint uns deshalb wichtig, weil sie Aussagen dariiber erlaubt, welche 
Abweichungen vom HuBBLEschen Expansionsgesetz za erwarten sind, 
wenn man bei den kiinftigen Rotverschiebungsmessungen tiefer in den 
Weltraum vorst6Bt als das zur Zeit der Fall ist. Wir fragen zunachst 
nach dem relativistischen Analogon zum Expansionsgesetz (4). 
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An die Stelle der Gl. (2) tritt dann auf der linken Seite der rela- 
tivistische Ausdruck fiir die kinetische Energie. Auf der rechten hin- 
gegen ist M durch eine Summe von zwei Gliedern zu ersetzen, von denen 
das eine die gesamte Masse aller Himmelskérper innerhalb der Kugel 
vom Radius R, das andere die Gravitationsenergie dieser Massen im 
gleichen Raumbereich darstellt. 

Die Mindestgeschwindigkeit, die der Himmelskérper der Ruhmasse m 
besitzen muB, um sich von der in der Kugel befindlichen Masse lésen 
zu konnen, folgt also aus der Gleichung 


1 ] 

m Cc? ee G ———__ 
/ vu v2 
Baars RI/1—-— 

c Cm 


Hierbei ist v=v(R) wieder die zu bestimmende Geschwindigkeits- 
funktion. 
Und fiir M gilt die Beziehung (Annahme: 9 =const!) 


t. (20) 


a 2 
M=4zx0 | eh age Gp (21) 


Die Gravitationsenergie E, hat dabei die Gestalt: 


R r 2 R 2 
Bee (Ane)tG: [edr|| [7 [2S |. 422) 
2 |): vz |): ve 
yd ars, mas 
3 : Cc Cc 


0 1 


Durch geeignete Kombination der 3 Gl. (20), (24) und (22) laBt sich 
daraus eine Differentialgleichung fiir die gesuchte Funktion v(k) 
ableiten. Es ist dabei noch zweckmaBig, eine neue Funktion y(R) 
einzufiihren: 


/ (lie 

y= |/1—F. (23) 
+ Auf der rechten Seite von Formel (20) und in entsprechender Weise bei 
den Gl. (21) und (22) haben wir die nach Gl. (4) einzusetzenden Ruhmassen der 
Teilchen jeweils durch den Ausdruck |/1 — (v2/c?) dividiert. Diese MaSnahme ist 
physikalisch sehr anfechtbar. Sie hat aber fiir die hier durchgefiihrten Diskussionen 
die angenehme Konsequenz, daB das Auftreten von Massen nur innerhalb eines 
endlichen Raumgebietes von etwa den Lineardimensionen des spharisch ge- 
kriimmten Raumes der allgemeinen Relativitaétstheorie sinnvoll ist. Wir werden 
in anderem Zusammenhange auf eine relativistische Verallgemeinerung der Gl. (4) 
zuriickkommen, deren Gestalt sich aus feldtheoretischen Betrachtungen ergibt. 
Diese fiihrt zu anderen Aussagen als den im Abschnitt 4 abgeleiteten. Trotzdem 
scheint es uns nicht iiberfliissig die Konsequenzen des Ansatzes (20) kurz zu 
diskutieren, da sich dieser den von der allgemeinen Relativitatstheorie her ge- 

laufigen Zusammenhangen besonders gut und einfach anpaBt. 
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Mit dieser Abkiirzung folgt aus Gl. (20) der Ausdruck: 


Tiree 
M== U4) (24) 
G 
Zweimalige Differentiation von M ergibt: 
dM 1—y¥ IRCA 015% 
Og es ee 25a 
dR Gl oe Teer: (25a) 
aM NES (3) Re ey (25b) 
dR? = G @R G dn * 
Andererseits erhalt man auf die gleiche Weise aus Gl. (21): 
2 lv 2 2 (F 3 2 , 
d* M i dM , 4mQR 8 eG R 400 R* dy (26) 


a? Ran" Ty a y go ane 
Hier empfiehlt es sich, zu einer neuen unabhangigen Variablen x tiber- 
zugehen: 
x= —5— R?. (27) 
Indem man jetzt die Ausdriicke (25b) und (26) unter Beriicksichtigung 
von (25a) einander gleichsetzt, folgt fiir y die Differentialgleichung 
dy 1 WN day 1 /1—y 2—%* 
aa (> af) dx real % 2y j= (28) 


Diese ist fiir die Grenzbedingung zu integrieren: 


Uyp= 0 
0: dv Bm (29) 
Wir verlangen natiirlich, daB sich die Lésung von (28) bei R =0 asym- 
ptotisch an die Lésung (4) anschlieBt. 

In den neuen Variablen lauten die Bedingungen (29): 


ax ae 


My 
= 
Damit wird fiir y der Reihenansatz nahegelegt: 
fey eaves 2 ped tines 
i Pan Cer ie gts re ea EL eae ge (31) 


Einsetzen von (31) in (28) und Koeffizientenvergleich liefert 
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Aus dieser Gleichung folgt schlieBlich unter Berticksichtigung von (23) 
und (27) das auch im relativistischen Bereich giiltige Expansionsgesetz : 


Une aR 1 ak \3 83 ak : 
iG c 3 (5) tea CY’ us aa (34) 
Die Konstante « hat hier die gleiche Bedeutung wie nach Gl. (4) 
ny eae = 4 km/sec 
c= | : pG=5.5 yeeros : (35) 


Die Beziehung (34) besagt, daB mit ‘wachsender Entfernung vom 
Beobachter die Geschwindigkeit schwacher als proportional zu R zu- 
nimmt, um bei einem ganz bestimmten Wert von R=R, schlieBlich 
genau den Wert der Lichtgeschwindigkeit anzunehmen. 

Strenggenommen darf man zwar die Formel nicht bis zu diesem 
Punkt anwenden, da dann noch hdhere Potenzen von R ins Spiel 
kommen, als in (34) beriicksichtigt sind. Wir haben uns aber durch 
eine direkte numerische Integration der Differentialgleichung (28) in 
der Umgebung von y=0 davon iiberzeugt, daB diese Glieder fiir alle 
praktischen Erfordernisse zur Darstellung des Verlaufes von y vollig 
ausreichen. Nur bei Untersuchungen, in denen der Grenzbereich um 
FR, eine wesentliche Rolle spielt, z.B. bei der Frage nach der Gesamt- 
energie des hier diskutierten Weltmodells, miiBte man das Verhalten 
von y in der Nahe von Fk, naher untersuchen. 

Es hat keinen Sinn, anzunehmen, daf ,,jenseits‘’ von R, noch 
Materie sei, denn diese miiBte sich in diesem Bereiche mit Licht- 
geschwindigkeit von uns fortbewegen und damit zu einer unendlichen 
Energie des Weltalls fiihren. AuBerdem aber wiirde sie sich aus rela- 
tivistischen Griinden allen Beobachtungsméglichkeiten entziehen. Wenn 
wir aber annehmen, daB8 die von uns als konstant angenommene Materie- 
dichte im Bereiche um R, hinreichend rasch verschwindet, dann sind 
wir aller Schwierigkeiten enthoben. Unsere Annahme einer konstanten 
Materiedichte ist ohnehin physikalisch nicht zu verstehen. Wenn dem 
Expansionsphinomen eine physikalisch erklarbare Ursache zugrunde 
liegt, wie wir eine mégliche im folgenden Abschnitt besprechen wollen, 
dann erscheint die Annahme einer homogen verteilten Matexie ohnehin 
als eine sehr kiinstliche. Soweit Erfahrungsmaterial vorliegt, stammt 
dieses aus einem Bereich der Welt, dessen Lineardimensionen etwa 1/5 
des Weltradius R, ausmachen. Zwar spricht auch der verbliiffende 
Erfolg unserer Rechnung, der unter der Voraussetzung konstanter 
Materiedichte zum richtigen Expansionsgesetz fiihrt, fiir diese Annahme. 
Doch werden beide Argumente nicht beriihrt, wenn sich etwa im Be- 
reiche von 1 bis 6-108 parsec andere Dichteverteilungen aus den Beob- 
achtungen ergeben sollten. Im Rahmen unserer Modellbetrachtungen 
miissen wir diese Moéglichkeit jedenfalls fiir ernsthaft erwagenswert 
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halten. Der kosmogonische Modellvorgang des folgenden Abschnitts 
wird sogar ganz bestimmte Aussagen dariiber erlauben. 
In Fig. 1 haben wir nun den Verlauf der Funktion y(x) und in 
Fig. 2 schlieBlich den Verlauf von v(k) dargestellt. Man erkennt, dab 
sich fiir x 21,8 der Wert y=O ergibt. Das bedeutet, daB an dieser 
Stelle, die einem R,~6- 108 parsec entspricht, die Partikelgeschwin- 
digkeit den Wert c erreicht. In Fig. 2 ist zum Vergleich noch ge- 
strichelt das Expansionsgesetz (4) eingetragen. Danach sollen erst bei 
Entfernungen der GréBenordnung 2 - 10° parsec Abweichungen vom 


MAA 


40 


0 7 Zz 0 100 200 300 400 500 600 
Xo 6 

Oe —+ -70° parsec 
Fig. 1. Der Verlauf der Funktion (x). Fig. 2. Die Expansionsgeschwindigkeit 


in Abhangigkeit von der Entfernung. 


Hupsieschen linearen Gesetz merkbar werden. Aber selbst an der 
Grenze unseres Weltmodells betragen diese insgesamt kaum mehr als 
15%. Wir schlieBen daraus, daB es schwer sein diirfte, solche Ab- 
weichungen zu beobachten. 


5. Eine mogliche physikalische Ursache fiir die Auslésung 
des Expansionsphanomens. 

Im Rahmen unseres Modells hat es einen Sinn, nach der auslo6senden 
Ursache des die Expansion erzeugenden ,,Urknalls‘‘ zu fragen. Wir 
méchten nun im folgenden auf eine Moglichkeit hinweisen, die wir 
zwar nur mit allen Vorbehalten wiedergeben, die aber jedenfalls das 
Auftreten sehr hoher Objektgeschwindigkeiten verstehen lieBe, ohne 
erst neuartige physikalische Prozesse ad hoc zu postulieren. Bei den 
Diskussionen um die Entstehung der kosmischen Ultrastrahlung ist 
namlich neuerdings von FERMI! auf einen Beschleunigungsmechanismus 
fiir Héhenstrahlungsteilchen hingewiesen worden, der in seiner kon- 
sequenten Weiterverfolgung zumindest den Keim fiir die physikalische 
Deutung des Expansionsphanomens darstellen kann. Zwar ist es noch 


1 Fermi, E.: Phys. Rev. 75, 1169 (1949). 
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nicht als erwiesen zu betrachten, da8 der FERmische Mechanismus 
uberhaupt in der von ihm diskutierten Weise existiert. Er beruht ja 
letzten Endes auf der noch problematischen Existenz interstellarer 
Magnetfelder der GréBenordnung 10~-* GB, wie sie schon seit langerer 
Zeit von ALFVEN! vermutet werden. Diese sollen sich mit Geschwindig- 
keiten um 30 km/sec durch den interstellaren Raum bewegen. 


Diese Magnetfelder, die an der interstellaren Materie haftend, 
wolkenartig mit Abstanden der GréBenordnung Lichtjahre die Galaxis 
regellos erfiillen, fithren zu Beschleunigungen geladener Partikel, be- 
sonders der Protonen, wenn die letzteren durch einen geeigneten 
, Injektionsmechanismus‘‘ Energien um 108 eV erhalten haben. 


Nach den Angaben von FERMI geht diese Beschleunigung so vor 
sich, da8 bei jedem StoB eines Protons auf eine solche Magnetwolke 
dieses anfangs im Mittel etwa 10 eV gewinnt. 


Man hat sich die Beschleunigung auf Héhenstrahlungsenergien nun 
so vorzustellen, daB ein Proton im interstellaren Raum im Mittel alle 
Jahre etwa einen ,,StoB‘ auf eine Magnetwolke durchfiihrt, dabei 
abgelenkt wird und Energie gewinnt. Normalerweise geht dieses so 
lange vor sich, bis nach etwa 5-107 Jahren das so_beschleunigte 
Teilchen ein anderes Proton trifft und dann durch Mesonenerzeugung 
einen wesentlichen Teil seiner Energie verliert. Es kann aber — und 
in diesem Punkte gehen wir iiber FERMr hinaus — der allerdings 
seltenere Fall eintreten, daB dabei beide Protonen noch Energien 
behalten, die oberhalb der Injektionsenergie liegen, so daB nun beide 
von neuem beschleunigt werden kénnen. Das eine Teilchen hat dann 
die Erzeugung eines zweiten ,,induziert“. 


Das Ziel der FERMiIschen Theorie ist, einerseits den Beschleunigungs- 
mechanismus verstehen zu lassen und andererseits einen Intensitats- 
steigerungseffekt aufzuzeigen, der durch die ,,Diffusion‘’ der Protonen 
im interstellaren Medium bewirkt wird. Damit wird eine Schwierigkeit 
in ihrer Bedeutung herabgemildert, auf die besonders TELLER und 
RICHTMYER2 hingewiesen haben und die darin besteht, daB die Energie- 
dichte der kosmischen Strahlung etwa den 10~4ten Teil der Energie- 
dichte des Weltalls ausmacht. Diese relativ hohe Energiedichte braucht 
dann nur im interstellaren Raum zu existieren, wahrend sie im inter- 
galaktischen Bereich um Faktoren der GréBenordnung 10-4 dagegen 
zurtickweichen kann. 

Um den Vermehrungsfaktor abzuschatzen, betrachten wir das 
folgende Diffusionsproblem. Sei die Zahl der Protonen oberhalb der 
Injektionsenergie, c ihre Geschwindigkeit und / die freie Weglange 


1 AtFveN, H.: Phys. Rev. 75, 1732 (1949); 77, 375 (1950). 
2 TELLER u. RICHTMYER: Phys. Rev. 75, 892 (1949). 
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zwischen zwei ProtonenstéBen auf Magnetwolken, die zur Energiever- 
mehrung und Streuung fiihren. Sei weiterhin 7 eine Zeit (tT ~5 - 10a), 
die fiir Proton-Proton-StéBe charakteristisch ist, und 7 der Prozentsatz 
dieser StéBe, bei denen aus einem einzelnen zwei Teilchen oberhalb der 
Injektionsenergie werden. Dann gilt fiir m die zeitabhangige Diffusions- 
gleichung: 

On 

ot 


A 
Zs ; An aT £0. (36) 


Das letzte Glied der rechten Seite bedeutet dabei die Produktionsrate 
an schnellen Teilchen, die von Sternen stammen. Wir wollen nun die 
verschiedenen Lésungstypen von (36) kurz diskutieren. 

4. Annahme: Es werde zunachst angenommen, dais die Erzeugung 
von zusatzlichen energiereichen Protonen oberhalb der FERmIschen 
Injektionsenergie durch Proton-Proton-St6Be zu vernachlassigen sei: 


y=-0; == 0): 


Die MilchstraBe werde durch eine homogen mit Materie erfillte 
Kugel vom Radius Ry, dargestellt. Wir suchen zunachst nach einer 
stationaren Lésung von (36): 


dann gilt fir 
3€ 
R= Ray An=—+~9. (37) 


Weiter wollen wir annehmen, daB die Magnetwolken noch die zusatz- 
liche Wirkung besitzen, die Protonen innerhalb der MilchstraBe weit- 
gehend festzuhalten. Die ,,Albedo“ 6 an der Oberflache der Milch- 
straBe sei deshalb als von Null verschieden angenommen. 


Die allgemeine Loésung von (37) lautet dann: 


pi we ifs 
— ye y ant (38) 
Die Existenz der ,,Albedo“ 6 fiihrt auf die Randbedingung bei R,,: 
Ac On NC 
2 py. (39) 


Da bei y=0 keine singuléren Quellen liegen, setzen wir A —0. Das 
ergibt fiir 1 die Lésung 


€e 2 
We 54, iu) ere Ry. (40) 


Aus dieser Lésung entnimmt man nun folgendes: Betrachtet man 
etwa die Stelle maximaler Strahlendichte bei y=0, so ist dort der 
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Beitrag des zweiten Gliedes der rechten Seite stets klein gegen den des 
ersten, da ja sicher die Ungleichung erfiillt ist: 


Ry 1 
eg ae (41) 


Selbst wenn $=0,99 ware, bestiinde (41) noch zu Recht, da unter 
den von Fermi diskutierten Bedingungen Ry,/A~10! ist. 

Um das AusmaB des Vermehrungseffektes durch das Diffusions- 
phanomen voll zu iibersehen, berechnen wir einmal den auf eine Ein- 
heitsflache bei y=0 auftreffenden Teilchenstrom. Er betragt: 
Myo eo Ry 


aye (42) 


t= 


Sodann berechnen wir den Teilchenstrom, der von den Quellen alleine 


schon kommen wiirde: 
eoRy 


0. 5 (43) 
Man sieht also, daB durch die von FERMI angenommenen Magnetfelder 
eine IntensitatserhGhung um einen Faktor 


Ry 
Vu= Soe = 5000 (44) 
bewirkt wird. 

Denken wir uns jetzt das Expansionsphanomen der Welt zuriick- 
verfolgt, bis alle zur Zeit getrennt legenden Spiralnebel in Kontakt 
kommen, wobei wir annehmen wollen, daB die nach der Vereinigung 
sich einstellende mittlere Dichte der Weltmaterie etwa mit der der 
MilchstraBe (9 =7 -10~*4 g/cm?) tibereinstimmt, dann konnen wir auf 
das sich bildende neue Gesamtsystem die fiir die MilchstraBe durch- 
gefiihrten Betrachtungen tibertragen. 

An Stelle des Vermehrungsfaktors V;, von Gl. (44) tritt damit ein 
anderer, bei dem Ry durch den Radius R,, der entsprechend kontra- 
hierten Welt zu ersetzen ist. Es ergibt sich, wie man leicht sieht: 

aoa Ry 1B @ \8 
Vou = Dae 12h eal 3 (45) 
Mit Ry, —10! parsec und R, =6- 108 parsec 
by=7°100*gicm® tund eo =410°*% g/cm® 
erhalt man fiir das zusdtzliche Vermehrungsverhdltms 
Ve Fe (2 Vw 6-109 46 
Yu Ru \em j ge) 
Das heiBt aber, daB die Gesamtenergiedichte der kosmischen Strahlung 
vergleichbar wird mit der heute herrschenden Energiedichte der Welt- 
materie. 
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Damit ist zwar noch nichts iiber den Zusammenhang zwischen der 
kosmischen Strahlung und dem Expansionsphanomen der Welt aus- 
gesagt. Diese Betrachtungen lehren zunachst nur, daB es durch den 
Diffusionsmechanismus zu sehr groBen Intensitatssteigerungen der 
kosmischen Strahlung kommen kann, die, wie aus (46) und (44) folgt, 
schon im stationdren Fall bis zu Faktoren der Gr6Benordnung 5 - 103 - 
6-103 =3.-10? hinaufreichen k6nnen. ' 

Zu wesentlich weitergehenden Aussagen gelangen wir, wenn wir 
nun noch in Betracht ziehen, daB die Ultrastrahlung durch ihre Sekundar- 
prozesse sich sozusagen von selbst verstarken kann. 


2. Annahme: Die Erzeugung von energiereichen Protonen oberhalb 
der Fermischen Injektionsenergie durch Proton-Proton-St6Be werde 
nun beriicksichtigt : 

4 == 0; 8==>(0), 

In diesem Fall spielt das mit « behaftete Glied von Gl. (36) keine 
wesentliche Rolle. Wir lassen es deshalb fort. 

Fiir ” setzen wir an: 

N= Ngo... (47) 


Damit erhalt man aus (36) 
Y ty = Atty +E ty. (48) 


Diese Gleichung laBt sich durch den Ansatz ldsen: 


sinar 


(49) 


ay 
In Gl. (48) eingesetzt, ergibt dies eine Beziehung zwischen a und y. 


A 
yaa ate (50) 


T 


Andererseits werden wir verlangen, daB fiir R, =r die GrdBe m, ver- 
schwindet. Das ist der Fall, wenn 


PEA 
a Nes = 2 (54) 
ist. Damit erhalt man fiir ve 
ey ACT at" y 18 
y T (1 37 ‘ ome) = T (1 a): (52) 
Es gibt also einen ,,kritischen Weltradius‘‘ R,, der dariiber entscheidet, 


ob die Ultrastrahlungsintensitaét exponentiell mit der Zeit anwiichst 
(y >0) oder abfallt (y< 0). 


| 
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Es ist nun zu untersuchen, ob ein y > 0 existieren kann. Wir berech- 


nen dazu: 
Re Det Nien SE 


iit snes: "42 (53) 


und setzen fiir die auftretenden Konstanten die schon friiher ange- 
gebenen Werte ein: 4=0,3 parsec; T=5 - 107a. 

Fur 7 wahlen wir 7 =107%, d.h. jeder tausendste Proton-ProtonstoB 
soll nur zu Erzeugung von zwei Teilchen oberhalb der Fermischen 
Injektionsenergie fiihren. 

Setzt man jetzt R, z.B. gleich dem Durchmesser der MilchstraBe, 
dann ist fiir R,—=—R,, der Quotient 


2 ep 
Ry, 1038 - 3,1019- 4,5 - 1015-2 


ae 10-3 - 108-9 - 1036 - 42 


w 50. 


Dies bedeutet also, daB ohne zusatzliche Quellen jede einmal vorhandene 
Ultrastrahlungsintensitat ,,rasch‘‘ abklingt. 

Ganz anders liegen jedoch die Verhaltnisse, wenn wir wieder den 
schon unter 1. diskutierten Fall heranziehen, bei dem die verschiedenen 
Nebel noch Kontakt miteinander hatten. Dann ist wieder das R,, 
von Gl. (45) einzusetzen: 


R,=R, (2). (54) 


d.h. aber, der Exponentialkoeffizient y wird groBer als Null: 
ie Sl Oe 


Der nun mégliche explosionsartige Vorgang, dessen charakteristische 
Zeitskala sich freilich immer noch nach Tausenden von Jahren bemiBt, 
ist aber so verschieden von den sonstigen Vorgangen, die sich im Zu- 
sammenhang mit der kosmischen Strahlung abspielen, daB er még- 
licherweise jedenfalls als jenes Phanomen angesehen werden kann, 
welches die Expansion des Weltalls ausléste. Dies wird vor allem 
deshalb nahegelegt, weil bei einem solchen ProzeB relativ groBe Anteile 
der gesamten Weltmaterie vom Beschleunigungsmechanismus erfaBbt 
und dann in den Raum hinausgestoBen werden. 

Wenn dies zutrifft, dann laBt sich sogar eine Aussage iiber die 
Energieverteilung der weitentfernten kosmischen Objekte machen. Sie 
sollte namlich fiir Energien oberhalb von etwa 10®eV/Nukleon des 
davonfliegenden Gebildes mit dem bekannten Potenzgesetz der kos- 
mischen Primarstrahlung ibereinstimmen. 

(NE, 
f28 * 


N(E) dE =const (55) 
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Wir méchten jedoch ausdriicklich betonen, daB gegen die FERMIsche 
Theorie des Ursprungs der Ultrastrahlung Bedenken geduBert wurdent. 
Es ist weiterhin zu bemerken, daB wir bei unseren Rechnungen so ver- 
fuhren, als sei die GréBe 7 immer gréBer als Null. Das braucht nicht 
der Fall zu sein. Das heutige Erfahrungsmaterial reicht noch nicht 
aus, um diese Frage zuverlassig zu entscheiden. Man kann sich nur 
folgendes wberlegen: 

Da ein Proton unter den im MilchstraBensystem herrschenden Be- 
dingungen im Mittel etwa 5-107 Jahre zwischen zwei Proton-Proton- 
st6Ben beschleunigt werden kann, und es je Jahr etwa 10 E/mc? eV 
gewinnt, so besitzt es im Augenblick des Proton-ProtonstoBes durch- 
schnittlich eine Energie von ~ 10®eV. Bei einem solchen StoB wird 
es nach unseren heutigen Erfahrungen vielleicht 2 bis 4 Mesonen 
erzeugen kénnen. Es werden aber haufig fiir die beiden StoBpartner 
noch etwa 200 MeV iibrig bleiben, némlich dann, wenn die nach der 
Aussendung der ersten Mesonen iibrigbleibende Energie nicht mehr 
ausreicht, um ein weiteres Mesonenpaar zu erzeugen. Man wird nicht 
sehr fehlgreifen in der Annahme, daf dann gelegentlich beide Protonen 
Energien oberhalb der Injektionsschwelle besitzten. Freilich laBt sich 
dieser wichtigste Punkt in unseren Uberlegungen gerade am wenigsten 
durch zuverlassige experimentelle Angaben belegen. Trotzdem aber 
kann man behaupten, da8 beim heutigen Stand unserer Kenntnisse 
die Annahme eines positiven 7 nicht als absurd abgetan werden kann. 

SchlieBlich wird man auch noch die Frage aufwerfen, welche Energie- 
quelle die Beschleunigungsprozesse médglich macht und auf welche 
Weise diese thermodynamisch freigesetzt wird. Hieriiber erlauben die 
vorliegenden Betrachtungen keine Aussagen. Man wird auch _ hier 
letzten Endes die kernphysikalischen Energiequellen heranziehen miissen, 
die aber nun durch die Einschaltung des FERMIschen Mechanismus 
nicht mehr jener Grenzgeschwindigkeitsbeschrankung? bei 42000 km/sec 
unterliegen, die sich bei direkter Ausnutzung dieser Vorgange einstellen. 

Es schien uns trotz aller Bedenken, die einem solchen Erklarungs- 
versuch fiir die Auslésung des Expansionsphanomens entgegenstehen, 
dennoch interessant, einmal darauf hinzuweisen, daB die konsequente 
Weiterfiihrung der von Frrmi entwickelten Theorie wenigstens die 
Moglichkeit eines Verstaindnisses der Vorginge beim ,,Urknall‘ er- 
kennen 1aBt. 


Hamburg, den 11. April 1950. 


} BrerMANN, L., u. A. UNséxLD: (Im Erscheinen). 
2 Vgl. O. HECKMANN a. a. O. 
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Das Reflexionsspektrum des Quarzglases bei 9 py. 
Von 
W. BRUGEL, Mainz. 
Mit 1 Figur im Text. 
(Eingegangen am 29. April 1950.) 


Das Reflexionsspektrum des Quarzglases wird im Bereich der selektiven Reflexion 

untersucht. Es werden 2 Gebiete mit Abweichungen im monotonen Verlauf des 

Reflexionsvermégens von 8,2 bis 8,5 uw und von 8,8 bis 9,3. gefunden. Jedes 

dieser Gebiete birgt mehrere Einzelmaxima. Fiir das Gebiet um 9 y wird Lage- 

ubereinstimmung der Maxima mit den entsprechenden Maxima des Reflexions- 

spektrum von kristallinem Quarz festgestellt. Fir das Gebiet um 8,3 u besteht 
eine solche Ubereinstimmung nur hinsichtlich zweier Maxima. 


Das Reflexionsspektrum des Quarzglases im Gebiet der selektiven 
Reflexion wird im allgemeinen mit einem schwachen, oft nicht ganz 
aufgelésten Maximum bei 8,3 1 (Nebenmaximum) und einem starkeren 
Maximum bei 8,9u, berde ohne Struktur, dargestellt. Demgegeniiber 
wird fiir das Reflexionsspektrum des kristallinen Quarzes deutliche 
Struktur verzeichnet: Fiir den ordentlichen wie den auBerordentlichen 
Strahl wird ein Maximum bei 8,5 und eine Folge von Maxima bei 
8,90 — 9,05 — 9,20 angegeben. In der dlteren zusammenfassenden 
Literatur! wird die Lage des Reflexionsgebietes als im wesentlichen 
durch die SiO,-Molekel gegeben angesehen und die Tatsache mehrerer 
Maxima als Struktureinflu8 erklart. Die einfachen Maxima des Quarz- 
glases waren dann eine Folge seines amorphen Charakters, obwohl 
gleichzeitig die Existenz von Komplexen von SiO,-Molektilen nicht 
ganz von der Hand gewiesen wird. 

Nach unseren heutigen Kenntnissen? ist die 9u-Reflexion einer 
der beiden aktiven dreifachen Eigenschwingungen eines SiO,-Tetraeders, 
das als Grundbaustein der Silikate gesichert ist, zuzuschreiben. Infolge 
der Abweichung der Tetraeder von der regulaéren Gestalt spaltet die 
Schwingung in ihre Komponenten auf, wobei gelegentlich mehr als 
3 Komponenten beobachtet werden, was als Koppelungsaufspaltung 
gedeutet wird. Im Sinne der itblichen Terminologie ist die 9 u-Schwin- 
gung also eine innere Schwingung des SiO,-Komplexes, die durch 
diuBere Ionen und die Verkniipfung der Tetraeder zu Strukturen zwar 
etwas, aber nicht entscheidend beeinfluBt wird. 


1 ScHAEFER-MaTossi: Das Ultrarote Spektrum, S. 314ff. Berlin 1930. 
2 Marossi, F.: Ergebn. exakt. Naturw. 17, 136 (1938). Dort auch Literatur- 
zitate und eingehende Diskussion. 
ae 
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Bei dieser Sachlage ist es verwunderlich, daf das Reflexionsspektrum 
des geschmolzenen Quarzes so auBerordentlich verschieden von dem 
des kristallinen Quarzes sein soll. Denn die SiO,-Tetraeder sind auch 
im Quarzglas die Grundbausteine. Dariiberhinaus wissen wir aus 
anderen Untersuchungen — z.B. durch das Auftreten der sog. Ringbande 
im Reflexionsspektrum des Quarzglases bei 12,5, die eindeutig einer 
ringférmigen Anordnung der Grundbausteine zuzuordnen ist —, daB 
auch im geschmolzenen Quarz ein dem kristallinen Quarz durchaus 
ahnlicher, wenn auch schwacher ausgepragter Verkniipfungszustand 
der SiO,-Tetraeder vorliegt. Es schien mir der Mithe wert, zur Auf- 
klarung dieser Diskrepanz das Reflexionsspektrum des Quarzglases im 
fraglichen Wellenlangengebiet mit der gebotenen Sorgfalt erneut zu 
untersuchen. 


Dazu stand ein Festarmprismenspektrometer mit Hilfsspiegel nach 
WapswortH-Fucus, Offnungsverhaltnis 1:8, und ein NaCl-Prisma von 
60° brechendem Winkel, 60 mm Basis und 55 mm Hohe zur Verfiigung. 
Strahlungsquelle war ein NERNST- oder ein GLOBAR-Brenner. Zur Energie- 
messung wurde ein Mikroradiometer RuBENsscher Bauart mit NaCl- 
Fenster, 3m entfernter Millimeterskala und 20fach vergréBerndem 
Ablesefernrohr benutzt; die Ausschlage des Instruments wurden auf 
0,2 Skalenteile genau gemessen. Zur Ausschaltung von Streustrahlung 
aus dem energiereicheren kurzwelligen Gebiet wurde die Strahlung mit 
einer Klappe aus kristallinem Quarz (Dicke 0,8 mm) unterbrochen; 
so wurde Strahlung aus dem Wellenlangengebiet unter 5 bis 6u, weil 
dauernd auf den Empfanger einwirkend, unwirksam gemacht. Die 
Wellenlangeneichung des Spektrometers war in der iblichen Weise 
aus den Prismen- und Spektrometerdaten gerechnet und die Justierung 
visuell unter Benutzung der D-Linie des Natriums durchgefiihrt worden. 
Zur Ausschaltung von Justierfehlern sowie Fehlern, die in mechanischen 
Unzulanglichkeiten des Spektrometers ihren Sitz hatten, wurde die 
Wellenlangeneichung im fraglichen Gebiet des 6fteren durch Ein- 
messung von als Eichmarken empfohlenen NH;-Absorptionslinien! iiber- 
priift und berichtigt. Die Spektrometerspalte wurden soweit zugezogen, 
wie es mit Riicksicht auf die MeBbarkeit der Ausschlage des Mikro- 
radiometers méglich war. Die spektrale Spaltbreite war etwa 0,06u, 
was anlaBlich der Uberpriifung der Wellenlangeneichung an der erzielten 
Auflosung des NH,-Absorptionsspektrums verifiziert werden konnte. 
Vergleichsspiegel war eine durch Aufdampfen im Hochvakuum mit 
Aluminium belegte gut ebene Glasplatte. Die Strahlungsquelle wurde 
tiber den Vergleichsspiegel bzw. die Quarzglasplatte etwa im Ver- 
haltnis 1:1 auf den Spektrometereintrittsspalt abgebildet. Eine passend 


1 McKinney, D.S., u. R. A. FRIEDEL: Ij, Oo, Sew. en 38, 222 (1948). 
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gewahlte ortsfeste Blende dicht itber der reflektierenden Flache garan- 
tierte immer gleichen Querschnitt des Strahlenbiindels. Probe und 
Vergleichsspiegel konnten durch eine stoBfreie Schlittenfiihrung nach- 
einander in den Strahlengang gebracht werden. Der mittlere Einfalls- 
winkel der Strahlung betrug etwa 12°. Zur Beseitigung der unver- 
meidlichen Schwankungen in der Starke der Strahlungsquelle infolge 
von Netzspannungsschwankungen sowie zur generellen Erhdhung der 
MeBgenauigkeit wurden bei jeder Einstellung des Spektrometers min- 
destens 10 Einzelbestimmungen des Reflexionsvermégens gemacht. Die 
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Fig. 1. Das Reflexionsvermégen von Quarzglas im Gebiet der selektiven Reflexion als Funktion der 
Wellenlange. 
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erreichte Genauigkeit der Mittelwerte kann mit etwa 0,01 angegeben 
werden. Die MeBpunkte wurden mit einem Wellenlangenabstand von 
0,025 w gewahlt. 

Die gewonnenen Ergebnisse zeigt die beigegebene Figur. Es ist 
dargestellt das Reflexionsvermogen des Quarzglases in Abhangigkeit 
von der Wellenlange. Es beginnt bei etwa 7,7 u von sehr kleinem Wert 
anzusteigen. Dort, wo altere Messungen das schwache Nebenmaximum 
zeigen, finden wir auf einem Wellenlangenintervall von etwa 0,3 u 
Breite insgesamt vier mehr oder weniger ausgepragte Maxima. Danach 
steigt das Reflexionsvermédgen weiter monoton an und durchlauft im 
Gebiet von etwa 8,8 bis 9,25 u erneut fiinf deutlich ausgebildete Maxima. 
Nach langeren Wellen fallt das Reflexionsvermogen dann monoton 
mit der Andeutung eines Buckels bei 9,6 ab. Die vier Erhebungen 
des Nebenmaximums k6énnen zu etwa 8,21 — 8,31 — 8,37 — 8,47u, 
die fiinf des Hauptmaximums zu etwa 8,83 — 8,93 — 9,04 — 9,12 — 
9,22u lokalisiert werden mit einem mittleren Fehler von ungefahr 
0,02u. Die an zundchst einer Quarzglasplatte gewonnenen Ergebnisse 
wurden an vier weiteren Platten gepriift und bestatigt. Drei dieser 
insgesamt 5 Platten ergaben innerhalb der MeBgenauigkeit hervorragend 
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iibereinstimmende Werte des Reflexionsvermégens nach GréBe und 
Lage; diese Platten wiesen in der Oberflachenbeschaffenheit keinerlei 
Unterschiede auf. Zwei weitere Platten, die mit den drei ersten weder 
in der GroBe, noch in der Ebenheit und im Politurzustand verglichen 
werden konnten, ergaben etwas andere Werte fiir die GroBe des Re- 
flexionsvermégens, nicht aber fiir die Lage der Minima und Maxima. 
Aus den 3 Platten gleicher Oberflachenbeschaffenheit wurde schlieBlich 
noch eine Reststrahlenanordnung hergestellt und wenigstens im Haupt- 
maximum bei 9u das Reflexionsvermégen damit bestimmt. Auf eine 
Platte umgerechnet ergaben sich wieder mit ausgezeichneter Uber- 
einstimmung die Werte der Figur. Eine erhoffte Verscharfung der 
Lage der Maxima scheiterte dabei an dem aus Energiegriinden durch 
SpaltweitenvergréBerung etwas verminderten Auflosungsvermogen. 


Beim Vergleich der gewonnenen Ergebnisse mit dem Reflexions- 
spektrum des kristallinen Quarzes ersieht man sofort, daB drei der 
Teilmaxima in der Hauptgruppe mit solchen des kristallinen Quarzes 
identifiziert werden kénnen. Es bleiben dann noch 2 Teilmaxima iibrig, 
die im Spektrum des kristallinen Quarzes keine Analoga haben. Sieht 
man sich aber die Originalarbeit von REINKOBER! iiber das Reflexions- 
vermégen des Quarzes, auf der die Angaben in der zusammenfassenden 
Literatur beruhen, naher an, so erkennt man ein zwar schwaches, aber 
doch deutlich vorhandenes Teilmaximum bei 8,80u. Mit ihm, das 
merkwiirdigerweise in der Zusammenfassung mit keinem Wort erwahnt 
wird, ist fiir ein weiteres Teilmaximum die volle Entsprechung beider 
Spektren gezeigt. Weiterhin erkennt man bei Betrachtung der REIN- 
KOBERschen Originalzeichnung, daB das in der Literatur mit der Wellen- 
lange 9,20 2 angegebene Teilmaximum des kristallinen Quarzes in Wirk- 
lichkeit eine recht breite ,,Schulter“’ in der Kurve des Reflexions- 
vermogens im AnschluB an das Maximum bei 9,05 und nur durch 
eimen MeBpunkt belegt ist. Danach erscheint es durchaus méglich, 
da8 sich hinter dieser Schulter insgesamt 2 Teilmaxima verbergen, die 
etwa zu 9,12 und 9,20u anzugeben waren. 


Wahrend so fiir die Hauptgruppe der Reflexionsmaxima von 
kristallinem und geschmolzenem Quarz weitgehende Ubereinstimmung 
sich nachweisen laBt, ist das fiir die Gruppe bei kiirzeren Wellen nicht 
der Fall. Wenn man, wie es naheliegt, das Maximum des kristallinen 
Quarzes bei 8,50u und das des Quarzglases bei 8,3 u in Verbindung 
miteinander bringt, dann bleibt neben der fiir Quarzglas gefundenen 
Zahl der Maxima auch noch die Wellenlangenverschiebung ungeklart, 
ebenso die nicht zu tibersehende Tatsache, daB im kristallinen Quarz 
die beiden Gruppen einigermafen gleich stark, im Quarzglas dagegen 


1 REINKOBER, O.: Ann. Phys. 34, 343 (1911) 
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sehr verschieden stark zutage treten. Es gibt allerdings gewisse Hin- 
weise, daB wenigstens ein Teil dieser Diskrepanzen leicht zu klaren 
sein wird. REINKOBER deutet in seiner Arbeit das Vorhandensein 
eines sehr schwachen Maximums des kristallinen Quarzes bei 8,35 u 
an. Damit ware wenigstens fiir 2 Teilmaxima die vermutete Uberein- 
stimmung auch an dieser Stelle des Spektrums erreicht. Es ist nicht 
ausgeschlossen, daB sie ebenso wie oben bei der Hauptgruppe voll- 
standig ist. Das zu entscheiden, bedarf es aber allem Anschein nach 
noch einiger weiterer feiner Messungen an kristallinem und geschmol- 
zenem Quarz. 


Zum Schlu8 danke ich der Fa. Heraeus Quarzschmelze, Hanau, 
fiir die Uberlassung der benétigten Quarzglasproben und Herrn Prof. 
Dr. Kiump fiir die Uberlassung von Institutsmitteln. 


Mainz, Physikalisches Institut der Universitat. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 128, S. 260—268 (1950). 


Die Isotopieverschiebung 
in der Cd I-Resonanzlinie 13261 A. 
Von 
PETER Brix und ANDREAS STEUDEL, G6ttingen. 
Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 25, April 1950.) 


An der 4 3261 A Cd I (5515, — 5s 5p %P,) wird in Absorption durch sechs hinter- 
einanderliegende Atomstrahlen, die von einem gemeinsamen Ofen erzeugt werden, 
eine Isotopieverschiebung mit FaBry-PrRot-Interferometer nachgewiesen: 
O (Cd 114); +43,5 (Cd 112); + 29,5 (Cd 110) [-10%cm™]. Diese Isotopiever- 
schiebung laBt sich, gemeinsam mit der von SCHULER und WESTMEYER am Cd IT 
gemessenen, als Kernvolumeneffekt deuten. Die experimentelle Isotopiever- 
schiebungskonstante (Cd 112 — Cd 114) berechnet sich zu (34+4)- 10° %cm tt. 
Die ungeraden Isotope zeigen eine vom 3P,-Zustand herriihrende Gesamtauf- 
spaltung von 214+ 10-8cm~ (kontrolliert an der 74800 A), ihr Schwerpunkt ist 
um (8+3):10-%cm7! gegen den Schwerpunkt der geraden Isotope nach Violett 
verschoben. 


1. Einlettung. 


ScHULER und WeEsTMEYER! haben 1933 an der Cd II-Linie 4 4416 A 
(4d 5 2P) — 4d95522D,) eine Isotopieverschiebung der drei haufig- 
sten geraden Cd-Isotope? (54 - 10 % cm ? fiir das Isotopenpaar Cd 112 — 
Cd 114) festgestellt. Es liegt nahe, diese Verschiebung wie bei den 
schwereren Elementen als Kernvolumeneffekt zu deuten; allerdings 
sollte dann eine — entsprechend kleinere — Isotopieverschiebung 
auch an den Cd I-Resonanzlinien vorhanden sein. Da hieriiber bisher 
keine Beobachtungen vorlagen und das Problem auch im Zusammen- 
hang mit den bei einigen leichteren Elementen an d"p— d"—! s?-Uber- 
gangen gefundenen Isotopieverschiebungen von Interesse schien, wird 
im folgenden iiber eine entsprechende Messung an der 4 3261 A (5s21S, — 
5s 5p3%P,) berichtet. 


2. Versuchsanordnung. 


Die Struktur der 43261 A wurde in Emission und, um die fiir die 
Auflésung der geraden Isotope erforderliche Linienscharfe zu erreichen, 
nach der Atomstrahlmethode in Absorption untersucht. Bisher ist 
diese Methode nur bei Linien mit einer Oszillatorenstérke fa 1 ange- 
wendet worden. Da fiir die 23261 A als Interkombinationslinie jedoch 


1 ScHULER, H., u. H. WESTMEYER: Z. Physik 82, 685 (1933). 
2 Vgl. Tabelle 3. 
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nur /@ 1/600 ist?, muBten zur Erzielung einer ausreichenden Absorption 
mehrere Atomstrahlen hintereinandergeschaltet werden. In unserer 
Anordnung, die kurz beschrieben werden soll, wurden sechs Atom- 
strahlen von einem gemeinsamen Ofen erzeugt?. 

Fig.1 zeigt halbschematisch den Ofen und das Blendensystem. Der 
Ofen bestand aus einem Kupferrohr R mit sechs aquidistanten Quer- 
spalten. Die Rohrenden waren mit Kupferdeckeln D verschlossen; 
eine Eisenschraube E gestattete das 
Nachfiillen von Cadmium. Der Ofen 
trug eine durch Asbestpapier isolierte 
Heizwicklung und war von einem Strah- 
lungsschutz S aus Aluminiumblech um- 
geben. Die Konstanz der Ofentemperatur 
konnte mit einem Thermoelement iiber- 
wacht werden. Uber dem Ofen hing ein 
aus 1 bis 2mm starkem Kupferblech 
gearbeitetes, mit fliissiger Luft gekiihltes 
Abbildespalt- und Blendensystem B, 
das die sechs Atomstrahlen voneinander 
trennte. Dieses System war am Boden 
einer Chromeisenkappe festgeschraubt, 
die (iiber eine Metall-Glasanschmelzung) 
den unteren AbschluB einer Glaskiihl- 
falle bildete. Die ganze Anordnung be- 
fand sich in einem Glaskreuz. Der Ofen 
war mittels der beiden Eisenstabchen F, 
die in Steatitréhrchen steckten, justier- 


Fig. 1. Atomstrahlofen mit Blendensystem 
(teilweise aufgeschnitten), Erlauterung der 


bar und warmeisoliert auf einem wasser- Bezeichnungen im Text. 


gekiihlten Messingdeckel gehaltert, der 

das Glaskreuz nach unten verschloB. Ein zweiter Messingdeckel, der 
die Kiihlfalle trug, bildete den oberen VerschluB. Zwei Arme des 
Kreuzes waren mit Quarzfenstern zum Durchtritt des Lichtbindels 
versehen. Trotz der Verwendung von Asbest erhielten wir im Betrieb 
bei laufender Pumpe® einen Druck von 10° Torr (mit dem Mac Leod 
gemessen) und scharfe Kondensationsbilder der Atomstrahlen. Tabelle 4 
gibt die technischen Daten der Atomstrahlanordnung. 


Als Lichtquelle diente eine ScHtLersche Hohlkathode, die mit 
Neon als Tragergas der Entladung betrieben wurde. Die 10 mm weite 


1 UnsoLp, A.: Physik der Sternatmospharen, S. 206. Berlin 1938. 
2 Eine im Prinzip ahnliche Anordnung zur Erzeugung von drei Lithium- 
atomstrahlen wurde von JacKson und Kuuwn [Proc. Roy. Soc., Lond. (A) 173, 


278 (1939)] benutzt. 
3 Hg-Diffusionspumpe Modell E von LEeyBotp. 
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Tabelle 1. Technische Einzelheiten der Atomstrvahlanordnung. 


Ofenrohr : 74mm lang, 25mm @, 1mm Wandstarke. 
Ofenspalte: 0,8mm breit, 12mm lang, 10mm Spaltabstand. 
Heizwicklung : 41 Windungen aus 0,3 mm © Chromnickeldraht. 
Heizleistung : €0 bis 70 Watt. 
Fassungsvermogen 

des Ofens : 95 g Cd. 
Ofentemperatur: ~ 340° C; im Betrieb je Std. verdampfte Cd-Menge: ~12 g. 
Breite der 

Abbildespalte : 6mm; Abstand Abbildespalt — Ofenspalt: 24 mm. 


und 25 mm lange Kathodenbohrung trug einen 1mm starken Wand- 
belag aus Cadmium. Die Entladung wurde in die Atomstrahlanordnung 
abgebildet?. inter dieser stand (im parallelen Strahlengang) ein 
Fapry-PEerot-Interferometer, dessen Ringsystem von einem Steinheil- 
schen Kameraobjektiv aus Quarz (f=72,5 cm) auf dem Spalt eines 
Quarzspektrographen ‘ entworfen wurde. Die Verspiegelung der FABRY- 
Perot-Platten bestand aus Aluminium’. Die Apparatbreite wurde mit 
einem 1mm Etalon zu 9,7% des Dispersionsgebietes gemessen, was einem 
Reflexionsverm6gen von mindestens 74% entspricht. 

Fiir die Emissionsaufnahmen wurde die Hohlkathode mit flissiger 
Luft gektihlt. Um Selbstabsorption: zu vermeiden und eine mdglichst 
wirksame Kithlung zu erzielen, betrug die Stromstarke nur 0,28 bis 
0,4 mA (Belichtungszeit etwa 10 min auf Phototechnischen Platten ,,C“ 
von Perutz). Bei den Absorptionsaufnahmen wurde mit wassergekihlter 
Hohlkathode und 1,5 bis 5mA Stromstarke gearbeitet. Hier wurde 
besonderer Wert auf die Feinkérnigkeit der Platten gelegt (Photo- 
technische Platte ,,A‘° von Perutz, Feinkornentwickler; Belichtungs- 
zeit etwa 3 min). 

Bei samtlichen Aufnahmen wurden Schwarzungsstufen mit einem 
Stufenblendenkondensor nach HANSEN auf derselben Platte angebracht. 
Als Lichtquelle diente dabei eine Cd-Spektrallampe; ein geeignetes 
Filterglas mit einer Aufdampfschicht aus Silber bewahrte sich zur 
Aussonderung der 23261 A. Photometriert wurde mit einem licht- 
elektrischen Registrierphotometer von ZeiB. 


3. Mefergebnisse. 


Die Struktur der 43261 A ist bisher von SCHRAMMEN® und genauer 
von SCHULER und WESTMEYER® untersucht worden. Von letzteren 


1 Offnungsverhaltnis des Lichtbiindels 1:21. 
2 Steinheil OC, 2 Prismen. 


% Die Verspiegelungen wurden im Institut von Herrn cand. phys. M. KrAusE 
hergestellt . 


* Beginn deutlicher Selbstabsorption bei 10 mA. 
® ScHRAMMEN, A.: Ann. Phys. (4) 87, 638 (1928). 
8 ScHULER, H., u. H. WESTMEVER: Z. Physik 82, 685 (1933). 
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wurde folgende Aufspaltung gemessen!: —64 (A); 0(X); +150 (B). 
Die mit X bezeichnete Komponente rithrt von den unaufgelésten geraden 
Isotopen her, die beiden Komponenten A und B von der magnetischen 
Aufspaltung der ungeraden Isotope ({=}) im 3P,-Zustand, der infolge 
der negativen magnetischen Kernmomente verkehrte Termordnung 
aufweist. Das theoretische Intensitatsverhaltnis von A zu B ist 2:1. 


Der Abstand 4—B gibt die Gesamtaufspaltung 4» ?P,) = 214, die Diskrepanz 
zwischen diesem Wert und Ay (?P,)=223 aus? 44800 A(5s 5p3P° — 5s 6s OS) 
wurde von ScHULER und WESTMEYER durch die ungeniigende Auflésung der 
Komponente 4 neben X erklart. Aus der graphischen Analyse unserer auf Inten- 
sitat umgezeichneten Emissionsaufnahmen (s. unten) ergab sich Av (@P,) = 214 
+3; der Wert 223 lieB sich in keiner Weise mit der gemessenen Struktur ver- 
einbaren. Deshalb war es erforderlich, die Aufspaltung des 3 P, nochmals an der 
24800 A zu kontrollieren. Fiinf Aufnahmen? wurden visuell vermessen, von 
vier weiteren wurden die Photometerkurven ausgewertet. Tabelle 2 gibt unsere 
Resultate im Vergleich mit denen von ScHULER und KrystoN?. Man erhAlt 
Ay (?P,) direkt aus dem Abstand d—c, ferner* aus der Differenz d—a unter Ver- 
wendung der bekannten Aufspaltung (396) des 3S,. 


Tabelle 2. Aufspaltungsbild der } 4800 A (5s 5p*P, — 5s 6s 3S)). 
(Bezeichnung der Komponenten wie bei SCHULER und KEysTON.) 


ScHULER und KrystTon | — 283 13 
Diese Arbeit .... . —279 | —62/—| +117 | +3 


Aus beiden Linien folgt nunmehr iibereinstimmend 


AyiG@P \—= 214 10_5e em: +: 


Ungeklart bleibt das abweichende MeBergebnis von ScHULER und KEysTon an 
der 1.4800 A®. 

Die Komponente d war auf den Photometerkurven verbreitert, genau so 
ergaben unsere graphischen Analysen der / 3261 A eine Verbreiterung der Kom- 
ponente A. Beides lieB sich zwanglos verstehen, wenn man dem Cd 113 ein etwas 
groBeres magnetisches Moment als dem Cd 111 zuordnete. Diese Feststellung 
wurde inzwischen von Proctor und Yu ® bestatigt (s. Tabelle 3). Die angegebene 
Aufspaltung Ay (A) stellt also den Mittelwert fiir beide Isotope dar. 


1 Alle Hfs.-Angaben sind, auch wenn nicht ausdriicklich vermerkt, in 10 3 cm 
angegeben. 

2 ScHULER, H., u. J. E. Keyston: Z. Physik 67, 433 (1931). 

3 Mit fliissiger Luft gekiithlte Hohlkathode bei 10 bis 40 mA; dick versilberte 
Fasry-Perot-Platten; 10 mm Etalon. 

4 Der Abstand b—a kann nur als obere Grenze fiir Ay (?P,) angesehen werden, 
da b von dem Komplex der geraden Isotope nicht sauber getrennt ist. 

5 Wir haben uns davon iiberzeugt, da8 in unserer Hohlkathodenentladung 
die Intensitaten der einzelnen Komponenten nicht verfalscht waren, vgl. SCHULER, 
H., u. J. E. Keyston: Z. Physik 71, 413 (1931). 

6 Procror, W.G., u. F.C. Yu: Phys. Rev. 76, 1728 (1949). 
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Fiir die Absorptionsaufnahmen zur Auflésung der geraden Isotope 
(Komponente X) wurde ein 47mm Etalon* gewahlt, bei dem mit 
Ay (3P,) =214 die Schwerpunkte der Komponenten Ay und ubsrecht 
genau aufeinanderfallen. Fig. 2 zeigt einen Ausschnitt aus einer Photo- 
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Fig. 2. Photometerkurve einer Absorptionsaufnahme der / 3261 A mit 47mm Etalon. Die Pfeile mar- 

kieren die Absorptionslinien der Isotope Cd 114, Cd 112, Cd 110, die Absorption « der ungeraden Isotope 

und die Einsattlung E zwischen den Ordnungen der Emissionslinie. Der Nullstrich der Photometerkurve 
liegt 1,4 cm oberhalb, der Plattenschleier 5,3 cm unterhalb der Maxima. 


meterkurve, in Fig. 3 sind fiir die innerste Ordnung die Intensitats- 
verteilungen ohne und mit Absorption tibereinander gezeichnet. Man 
erkennt deutlich die Absorptionslinien der drei haufigsten geraden 


25 


20 


Trl 2 sale ana aa Met 
1E 


0-  & Wk 112. 170 u 


Fig. 3. Auf Intensitat umgezeichnete und quadratisch entzerrte Photometerkurven der 43261 A ohne 
und mit Absorption (47mm Etalon), Intensitat ZJ in willktrlichen Einheiten, Bedeutung der Pfeile wie 
in Fig. 2. Die beiden zugehérigen Aufnahmen wurden unmittelbar nacheinander mit gleicher 
Belichtungszeit hergestellt. 


Isotope Cd 110, Cd 112 und Cd 114. Die Tiefe der Absorption entspricht 
ungefahr den in Tabelle 3 angegebenen relativen Haufigkeiten. DaB 
diese Isotope auf dem Abhang der Emissionslinie absorbieren (s. Fig. 3) 
hegt daran, da das Maximum durch die ungeraden Isotope zu gréBeren 


* Fur diesen Etalonabstand ergibt sich die Apparatbreite zu 10-1073 cm7!, 


Die aus Offnungsverhaltnis von Atomstrahl und Lichtbiindel folgende Doppler- 
breite betragt 8 - 1073 cm7}, 
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Wellenzahlen verschoben wird!. Die Absorption bei w riihrt von den 
ungeraden Isotopen her?. 


Tabelle 3. Verzeichnis der stabilen Cd-Isotope. 


Massenzahie (ei 6s 2 106 108 110 111 fi) ditt 114 | 116 
Prozentuale Haufig- | | 
bei... = | 4,215 | ©8795 | 42,39) 14078 +1 2407 | -1:9.06.| 38°86 7,58 


Parsing —= 1.040415. 


Die Minima der Absorptionslinien wurden auf elf Photometerkurven 
vermessen, die sich durch die Starke der Absorption, die Stromstarke 
in der Hohlkathode und die Weite des Photometerspaltes unterschieden. 
Das Ergebnis war (Komponente des Cd 114 gleich Null gesetzt): 


0 (414); +12,6(412); + 30,0(410); + 49,0(#) [+1078 cm72}. 


Die Einzelwerte der Abstande 112—114 und 110—114 stimmten durch- 
weg auf +1-10°2cm"!, die des Abstandes u—114 auf +2-10-3 cm 
mit dem Mittelwert iiberein®. 


Wir haben versucht, die gegenseitige Anziehung der Komponenten 
(Uberlagerung der Linienfliigel) und die Form der Emissionslinie durch 
graphisch ermittelte Korrekturen zu _ beriicksichtigen®. Mit diesen 
Korrekturen ergibt sich folgende Isotopenlage: 


0 (414); + 13,5 (412); + 20,5 (110) [-10°%cm72] 


mit Fehlergrenzen von etwa +1,5-10°%cm 1. 


Fir das Verhaltnis der Isotopenabstande (112—114) : (110— 112) 
erhalt man? 0,88, verglichen mit 0,94 aus A 4416 A; die Verschiedenheit 


1 Eine graphische Analyse zeigt, daB der aus den Absorptionslinien berechnete 
Schwerpunkt der geraden Isotope mit dem Maximum des von den geraden Isotopen 
stammenden Anteils der Emissionslinie zusammenfallt. 

2 Die Isotope Cd 111 und Cd 113 liefern 4 Komponenten, die wegen der ver- 
schiedenen magnetischen Kernmomente und der zwischen beiden Isotopen sicher 
vorhandenen Isotopieverschiebung nicht zusammenfallen. Da auBerdem in der 
Emissionslinie die Anteile von A und B iibereinanderliegen, erscheint die Ab- 
sorption der ungeraden Isotope geringer als ihrer Haufigkeit entspricht. Die 
Lage von u laBt sich gut mit dem weiter unten fiir 6 angegebenen Wert vereinbaren. 

3 Nach Matraucu, J., u. A. FLAMMERSFELD: Isotopenbericht. Tibingen 1949. 

4 Procror, W.G., u. F.C. Yu: Phys. Rev. 76, 1728 (1949). 

5 Die mittleren quadratischen Fehler waren: 112—114: 0,3; 110—114: 0,4; 
“Ada 0.7 (2 105° cme). 

6 Der EinfluB des nicht aufgelésten schwadcheren Isotops Cd 116 sollte bei 
annahernd aquidistanter Isotopenlage vernachlassigbar klein sein. 

7 Nach Beriicksichtigung des massenabhiangigen Effektes (siehe nachstes Ka- 


pitel). 
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beider Werte liegt innerhalb der Fehlergrenzen, dagegen scheint die 
Abweichung von einer dquidistanten Isotopenlage reell zu sein. 

Da die ungeraden Isotope im Mittel eine kleinere Massenzahl (mit 
den relativen Haufigkeiten als Gewichten) haben als die geraden, sollte 
der gemeinsame Schwerpunkt S, der ungeraden Isotope infolge der 
Isotopieverschiebung nicht mit dem Schwerpunkt S, der geraden Isotope 
(Komponente X) zusammenfallen. Wir haben diese Schwerpunkts- 
verschiebung 6=S,—S, auf verschiedene Weise gemessen: 

1. Graphische Analyse der Emissionsaufnahmen: Neun Photometerkurven von 
Aufnahmen mit 10 und 18mm Etalon wurden quadratisch entzerrt und auf 
Intensitaten umgezeichnet. Da die Komponenten X und 4 nicht sauber getrennt 
waren, wurde folgendermaBen verfahren!: a) Die Komponente 4A wurde zeich- 
nerisch von X abgetrennt, wobei die Linienform von B, Ay (?P,)=—214, eine 
Verschiebung Cd 113 — Cd 115=15 und das bekannte Verhaltnis der magneti- 
schen Momente zugrundegelegt wurden. Es ergab sich 6=5. b) Der Abstand der 
Komponente B yom Schwerpunkt des Komplexes X + A betrug 162. Mit Ay @P,)= 
214 wird 6=8. 


2. Auf einer Absorptionsaufnahme mit 22,5mm Etalon lag die Absorptions- 
linie der Komponenten A+B, die bei diesem Etalon annahernd aufeinander 
fallen, um —65 von der Absorptionslinie X entfernt. Daraus folgt d6=9. 

S, liegt gegentiber S, nach Violett verschoben, im Einklang mit 
dem Vorzeichen der Verschiebung der geraden Isotope. Die Auswer- 
tung 1b ist am zuverlassigsten; bei vorsichtiger Wahl der Fehler- 
grenzen laBt sich 6=8+3 (-10°2cm 4) angeben. Aus der Messung 
von SCHULER und WESTMEYER (s. oben) folgt iibrigens, in guter Uber- 
einstimmung damit, 6=7. Wenn die geraden Isotope aquidistant im 
Abstand Ay und die Schwerpunkte der ungeraden Isotope symme- 
trisch zwischen den jeweiligen geraden angeordnet wéiren, miiBte 
6=0,36-Avy=5 (mit Ay=15) sein. Die experimentell etwas gréBer 
gemessene Schwerpunktsverschiebung bedeutet, daB die Schwerpunkte 
der ungeraden Isotope im Mittel etwas unsymmetrisch nach kleineren 
Massenzahlen hin legen. 


4. Diskussion. 


Die gemessene Isotopieverschiebung in der 23261 A hat das vom 
Kernvolumeneffekt her zu erwartende Vorzeichen (leichtere Isotope 
nach Violett verschoben), die GréBe der Verschiebung sollte allerdings 
noch durch den entgegengesetzt wirkenden massenabhangigen Effekt 
beeinfluBt sein. Die einfache Kernmitbewegung? ist theoretisch mit 
AM = 2 fir den1S,-Zustand 6,3 und fiir den? P,-Zustand 3,6 [- 10-3 chistie 


* Messungen zeigten, daB das Intensitatsverhaltnis von B zu X-+ 4 nicht 
durch Selbstabsorption verfalscht war. Deshalb wurden bei den Analysen die 
theoretischen Intensitatsverhaltnisse zugrunde gelegt. 

2 Vgl. z.B. Koprermann, H.: Kernmomente, S. 69ff. Leipzig 1940. 
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Nun lassen sich die in den Zweielektronenspektren He I!, Li IT2, Mg I® 
beobachteten Isotopieverschiebungen iibereinstimmend so beschreiben, 
daB man fiir die 1S)- (und 3S,-)Zustande die einfache Kernmitbewegung, 
fir den *P-Term jedoch nur ungefahr die Halfte derselben (Kkopplungs- 
effekt!*) in Rechnung stellt®. Wenn man dhnliche Verhdltnisse beim 
Cd I voraussetzt, wird an der 43261 A der massenabhingige Effekt 
4,5-10 *cm? fiir 1M =2. Fiir die A 4416 A soll in Ermangelung eines 
anderen Anhaltspunktes der massenabhangige Effekt als einfache 
Kernmitbewegung mit 2-10 ?cm™ beriicksichtigt werden. In Tabelle 4 
sind die so korrigierten Verschiebungen AT (fiir das Isotopenpaar 
Cd 112 —Cd 114) zusammengestellt. 

In einer friiheren Arbeit® wurde die von der Elektronenhiille un- 
abhangige Isotopieverschiebungskonstante C,,,, eingefiihrt: 


Cexp =A Texp nel[Z? (4 —da/dn) : 


Diese Beziehung gilt fiir das s-Elektron eines Einelektronenspektrums 
und ist auf s?- und sf-Konfigurationen wegen der dort auftretenden 
Abschirmungen nicht ohne weiteres tibertragbar. 


Tabelle 4. Berechnung der Isotopieverschiebung AT, fiir das 5s-Elektron des Cd II. 


AT (112—114) AT/AT, AT 


Ubergang (1412—114) 


Tlé | Sm* | Ca* | Me 


~ peob. | . korr. 


| 
0,65 0,60 | (0,66) 


1,84 | ~1,87 


(0,61) Dir 


qi° s2 — d9 sp 3p 
26,6 


a? 52 — Pop 


In Spalte 4 bis 8 von Tabelle 4 ist deshalb fiir dieyenigen Elemente, 
bei denen das Material vorliegt, das Verhaltnis 47/AT, angegeben, 
wobei AT die Isotopieverschiebung des zum Cd analogen Ubergangs 
und AT. die Verschiebung fiir das s-Elektron im Grundzustand des 
zugehérigen Einelektronenspektrums (Hg IJ, TI III, Sm IT, Ca II, Mg IT) 


1 Prep, M., F. S. Tomkins u. J. K. Bropy: Phys. Rev. 75, 1772 (1949). 

2 Scotter, H., u. TH. ScumrptT: Z. Physik 99, 285 (1935). 

3 MunpIE, L. G., u. K. W. MEISSNER: Phys. Rev. 65, 265 (1944). — FISHER, 
R. A.: Rev. Mod. Phys. 14, 79 (1942). — Bacuer, R. F., u. R. A. Sawyer: Phys. 
Rev. 47, 587 (1935). a 

4 Vel. z.B KopreRMANN, H.: Kernmomente, S. 69ff. Leipzig 1940. 

5 Das ist auch in Ubereinstimmung mit den theoretischen Berechnungen von 
HuGuHEs u. Ecxart [Phys. Rev. 36, 694 (1930)] am Li II. 

6 Brix, P., u. H. KoprerMANn: Z. Physik 126, 344 (1949). 

7 MrozowskI, S.: Phys. Rev. 57, 207 (1940); 61, 605 (1942). — ScumrpT, Tu.: 
Z. Physik I11, 332 (1938). 

8 CRAWFORD, M.F., u. A. L. ScHAwLow: Phys. Rev. 76, 1310 (1949). 

9 HARTREE, D. R., u. W. HArTREE: Proc. Roy. Soc., Lond. (A) 164, 167 (1938). 

10 BrERMANN, L., u. E. TrREFFTz: Z. Astrophys. 26, 213 (1949). 
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bedeutet!?. Die gute Ubereinstimmung bei den verschiedenen Ele- 
menten laBt die Ubertragung auf das Cd-Spektrum gerechtfertigt er- 
scheinen. Benutzt man fiir die Rechnung nur die Werte vom Hg, 
da dessen Spektrum dem des Cd am dhnlichsten ist, so ergeben sich 
die in der letzten Spalte angegebenen Verschiebungen fiir das 5s- 
Elektron im Grundzustand des Cd II (w,=1,794; 1—do/dn =1,15)?. 
Mit' AZ, ==27 “40° emr4 ward 


Cexp(Cd 112 — 114) = 34 =. 4)-10 Fem, 


wobei die Angabe der Fehlergrenzen nur eine Abschatzung darstellen 
kann. 


5. SchluB. 


Die gute Ubereinstimmung der beiden Werte fiir A7;, in Tabelle 4 
zeigt, da die gemessenen Isotopieverschiebungen des CdI und Cd II 
einheitlich, wie beim Quecksilber, durch den Kernvolumeneffekt ge- 
deutet werden kénnen, wenn die in Rechnung gestellten geringfiigigen 
Mitbewegungskorrekturen annahernd richtig sind. Unklar ist, wie 
sich dieser Befund mit den extrem groBen Isotopieverschiebungen im 
Sinne eines massenabhangigen Effektes, die an den der 4 4416 A ent- 
sprechenden Zn II- und Cu I-Linien auftreten, vereinbaren la8t. Ferner 
stoBt fiir das dem Cd benachbarte Ag die Deutung der beobachteten 
Isotopieverschiebungen durch den Kernvolumeneffekt bisher auf 
Schwierigkeiten. Experimentelle Untersuchungen zur Klarung dieser 
Fragen sind im Gange. 


Gottingen, II. Physikalisches Institut der Universitat. 

1 Beim Ca und Mg ist statt dessen das Verhaltnis der entsprechenden nach 
HarTREE-Fock gerechneten w*(0)-Werte angegeben. 

2 SHENSTONE, A.G., u. J. T. PITTENGER: J. opt. Soc. Amer. 39, 219 (1949). 
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Das Temperaturfeld im freien Kohlebogen. 
Von 
J. SPERLING, Kiel *. 
Mit § Figuren im Text. 


(Eingegangen am 28. April 1950.) 


In Erweiterung der Temperaturverlaufsmessungen von H. HORMANN im leitenden 
Teil des freien Kohlebogens wird das ganze Temperaturfeld auBerhalb der Leit- 
fahigkeitszone bis herab zur AuBentemperatur mit einem verbesserten Schlieren- 
verfahren vermessen. Der Temperaturabfall erfolgt ziemlich linear und erreicht 
beim 10 Amp-Bogen die AuBentemperatur bei y=1,4cm. Aus Messungen in 
Querschnitten verschiedener Héhe wird das Isothermenfeld gezeichnet. Fiir 
mehrere andere Stromstarken wird der Temperaturabfall im Mittelquerschnitt 
ermittelt. 


Problemstellung. 


Die Grundlage fiir die Theorie der positiven Saéule im Lichtbogen 
bildet die ELENBAAS-HELLERsche Differentialgleichung in ihrer ein- 
fachsten Form: 

—2r nn = E f2rnj(r) dr (1) 
(y variabler Radius, x Warmeleitkoeffizient, ZT absolute Temperatur, 
E elektrische Feldstarke und 7 Stromdichte). Sie besagt, daB die dem 
Kreiszylinder mit dem Radius 7 und der Hohe / zugefiihrte elektrische 
Leistung wieder durch den Mantel dieses Zylinders durch Warmeleitung 
abgefiihrt werden muB. Vorausgesetzt ist dabei Zylindersymmetrie, 
die in vielen Fallen realisierbar ist. Nicht enthalten in diesem Ansatz 
ist der Energietransport durch Strahlung, der bei frei brennenden 
Bogen gering ist und gleich von der zugefiihrten Energie abgesetzt 
werden kann, und ferner die Konvektion, die im frei brennenden Bogen 
in hohem MaBe am Energietransport beteiligt ist. R. MANNKOPFF [1] 
hat die obige Gleichung auf die Form 


x Y 


Jk, 1 i 
Ty) =—q—— jiecasl el Ua aig (2) 


\ 


0 R 0 
(o (T) Leitfahigkeit] 
gebracht und fiir einen freien 10 Amp-Bogen durch Iteration integriert. 
Dabei tritt an die Stelle der Konvektion ein Rohr mit dem Radius Rk, 


ce Disswelciel. 
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das die bis dahin geleitete Warme mit einem endlichen Temperatur- 
eradienten aufnimmt. 

Die gemachten Annahmen waren erfillt bei emem Bogen in einem 
rotierenden Rohr oder bei einem im schwerefreien Feld brennenden 
Bogen, dessen Volumen durch ein Rohr begrenzt ist. Beim freien 
Bogen dagegen wird die nach auBen geleitete Warme nicht etwa durch 
einen scharfen Konvektionsrand abgefiihrt, sondern laufend aus einem. 
ziemlich groBen radialen Bereich als Flamme nach oben geschafft. Da 
dieser Konvektionsvorgang theoretisch kaum zu erfassen ist, muB er 
von der experimentellen Seite her untersucht 
werden. Hierzu ist aber zunachst die Kennt- 
nis des gesamten Temperaturfeldes unerlaB- 
liche Vorbedingung. Dabei werden wir uns 
fiir den leitenden Teil des Bogens auf die Mes- 
sungen von H. HORMANN [2] stiitzen, die 
allerdings auf eine Maximaltemperatur von 
7000° K umzurechnen und der jeweiligen 
Bogenleistung anzupassen sind. Die Tem- 

peraturmessungen in den auBeren Bogen- 
Bigel Eénlaches Senvenobieemes” bezmken soll hier mit Mitte sder Soubienene 
10 Amp-Bogens mit 5 mm 
Kohlendurchmesser. methode geschehen, die aus den Lichtab- 
lenkungen im Bogen den Gradienten des 
Brechungsindex, damit die Dichte und schlieBlich den radialen Tem- 
peraturverlauf zu bestimmen gestattet. 


Messung des Temperaturfeldes. 

Itir die Temperaturmessung mit der Schlerenmethode ergaben 
Vorversuche, da man mit dem rotgefilterten Licht einer Bogenlampe 
den Versuchsbogen durchstrahlen kann, ohne daB dessen Eigenleuchten 
wesentlich stért (Fig. 1). Ferner zeigte sich, daB die maximalen Licht- 
ablenkungen durch den Versuchsbogen etwa 1mm auf 1 m betragen. 
Um so kleine Ablenkungen mit dem bekannten Gitterschlierenverfahren 
zu messen, hatte das Gitter eine Gitterkonstante von 0,5 mm bei einem 
Abstand vom Bogen bis zum Gitter von 5m haben miissen. Ein so 
enges Gitter erzeugt aber durch Beugungsinterferenzen bereits eine 
derartige Uberlagerung von Haupt- und Nebenmaximis im Schlieren- 
bild, daB eine lokale Zuordnung von Ablenkungen nicht mehr méglich 
ist. Deswegen wurde das Gitterverfahren in folgender Weise abge- 
wandelt (Fig. 2): Von einem mit einer Bogenlampe beleuchteten Spalt L 
wird mit dem Schlierenkopf K (f=2m) ein etwa natiirlich groBes Bild 
auf einer Ebene entworfen, in der ein zweiter Spalt S; mit einer Spindel 
seitlich verstellbar angebracht ist. Hinter dem Spalt befindet sich ein 
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Objektiv O (f-=59 cm), das den beim Schlierenkopf A stehenden Ver- 
suchsbogen B scharf auf den Film einer Filmkamera abbildet. Ohne 
Versuchsbogen wiirde bei seitlich versetztem Spalt S, kein Licht durch 
das Objektiv O auf den Film gelangen. Da nun aber Seder Lichtstrahl, 
der von L her durch K auf einen bestimmten Punkt des Bogens fallt, 
um einen ganz bestimmten, vom Ort abhangigen Winkel abgelenkt 
wird, gibt es eine Reihe von Punkten, die ihre Strahlen gerade in den 
seitlich versetzten Spalt schicken. Von hier werden die Strahlen durch 
das Objektiv auf die Stellen des Bogenbildes gerichtet, von denen sie 
im Bogen selbst abgelenkt worden sind. Da alle diese Punkte eleicher 


Fig. 2. Empfindliche Schlierenanordnung mit fahrbarem Spalt fiir quantitative Messungen. 


Ablenkung aus Stetigkeitsgriinden im Bogen einer gemeinsamen Kurve 
angehoren, bildet sich auch im Bogenbild eine helle Kurve gleicher 
Ablenkung (kurz: Isokampte) auf dunk lem Grunde ab (Fig. 3). Bewegt 
man nun den fahrbaren Spalt S, uber den ganzen Ablenkungsbereich 
hinweg, so bekommt man ae heinonder auf den Film alle Isokampten, 
denen jeweils der Abstand des Spaltes von der Mittelstellung als Ab- 
lenkungsgr6Be zuzuordnen ist. Lat man den Filmapparat laufen und 
kuppelt noch den Spaltvorschub iiber eine biegsame Welle mit dem 
Getriebe der Kamera, dann hat man innerhalb 1 sec auf 25 Filmbildern 
alle Isokampten des Bogens in dichter Folge. Die Einzelbelichtungs- 
zeit halt man zweckmaBig moglichst klein, damit der Spalt wahrend 
der Belichtung als stehend angesehen werden kann. Die Lage der 
Isokampten im Filmbild macht man sich am besten noch einmal an 
der Fig. 4 klar, die qualitativ die Ablenkung der Lichtstrahlen im 
Bogen fiir die verschiedenen Punkte des Mittelquerschnittes darstellt. 
Das Maximum z. B. bedeutet, daB diese Stelle ihre Strahlen am weitesten 
nach auBen ablenkt. Wird also der Spalt von auBen her auf die Mitte 
zu bewegt, entsprechend einer Bewegung in der Fig. 2 von oben nach 
unten, dann wird zuerst eine Isokampte am Ort des Maximums (/) 
erscheinen, die sich dann teiJt (2), bis schlieBlich bei Mittelstellung 
des Spaltes die ganze, nicht ablenkende Umgebung des Bogens und die 
18* 
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: P DP 2 ; ; os 
Isokampte in seiner Mitte sichtbar werden (3). Bei einer Fortbewegung 
des Spaltes laufen die gleichen Vorgange in umgekehrter Folge ab. 
Um die Isokampte méglichst schmal zu machen, mu der Spalt eine 


te 


Fig. 3. Filmausschnitte, aufgenommen mit engem Spalt (links) und mit weitem Spalt (rechts). 


optimale Breite haben. Ist er namlich zu breit, dann erscheint an Stelle 
einer Linie ein mehr oder weniger breiter Streifen des Bogens hell auf 
dem Film, ist er dagegen zu schmal, dann verbreitert die Beugung das 
Bild der Isokampte. Fir die vorliegenden Versuchsbedingungen (Ab- 
stand Bogen bis Spalt etwa 5m, maximale Ablenkung etwa 5 mm) 
war eine Spaltbreite von 1,25 mm am giinstigsten. Nun ist aber, wie 
man sich an der Ablenkkurve leicht iitberzeugt, bei starken Kriimmungen 
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besonders in der Umgebung der Extrema der Mitte der Isokampten 
nicht mehr genau die Mitte des Spaltes zuzuordnen. In diesen Fallen, 
also auBen, wird daher zweckmaBig ein breiter Spalt (4,25 mm) ver- 
wendet und die beiden Rander des hell erscheinenden Gebietes als 
Isokampten ausgewertet. Die Entstehung dieser Schlierenbilder liest 
man einfach in Fig. 4 an den Stellen 4 und 5 ab. Zur Fixierung eines 
bestimmten Punktes auf allen Bildern eines Films wird ein Gitternetz 
mit aufgenommen. Durch eine Nebenschlierenanordnung, fiir die das 
Licht durch eine Glasplatte aus dem Hauptstrahlengang abgezweigt 


Ng Spa/tort-Ablenkung—> 


2 tine J 
Abstand der Isokampten von 
der Achse 


¥ 
oie, Spalt 
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Fig. 4. Schematische Ablenkkurve zur Deutung der Schlierenbilder. 


wird, kann das Schlierenbild vor und wahrend der Aufnahme beob- 
achtet werden. Fiir die Aufnahmen der auBeren Bogenpartien mit 
dem breiten Spalt war der Spaltvorschub 0,5 mm je Bild, fiir den 
Mittelteil mit engem Spalt 1/,,mm je Bild, die Bildfrequenz 25 je sec. 
Mit dieser Anordnung wurden je 10 Filmstreifen fiir jede Art des Ver- 
suchsbogens aufgenommen und mit dem Komparator ausgewertet. 
SchlieBlich muBten noch die MeBergebnisse gemittelt und die beiden 
Halften der zentralsymmetrischen Ablenkkurve zur Deckung gebracht 
werden, um eine Seite der aus 1000 MeBpunkten bestehenden Ab- 
lenkkurve zu erhalten (Fig. 5). 

Der Versuchsbogen brannte zwischen 5mm Kohlen mit 17 bis 
20mm Lange bei 10 Amp Stromstarke, bei Verhaltnissen also, die 
denen des HOrMANNschen Bogens angepaBt sind, um seine Temperatur- 
verteilungskurve in der Mitte des Bogens mitverwerten zu konnen. 
Die Ablenkkurve wurde zunachst fiir den Mittelquerschnitt zwischen 
Kathode (unten) und Anode (oben) gezeichnet. Die weitere Auswertung 
verfolgte den Zweck, aus der Ablenkungskurve die radiale Abhangigkeit 
des Gradienten des Brechungsindex nach einem Verfahren zu finden, 
das von H. ScHARDIN [3] angegeben ist. 
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Die etwas umstadndliche Rechnung, die hier im einzelnen nicht 
wiederholt werden soll, liefert fiir ein rotationssymmetrisches Gebilde 


die Beziehung: : 
0 


2 p dn yar 
e=— | ae Vor? (3) 
Ore \o y 
yi 


wobei ¢ den Ablenkwinkel, 7, den Brechungsindex bei der Dichte 0, 
dnjdr die radiale Anderung des Brechungsindex und y, den Abstand 


Bogenradius ~t —> 


-46cm 42 -04 


ber “,der Schlierenblende —~ 


Bogenradius 7 —= 


/ 
dS 
S$ 
x 
Ss 
ae 
Ss 
SE 
=o. 
4 
el as : 
Fig. 5. Aus 1000 MeBpunkten gemittelte 
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des 7-ten Lichtstrahls von der Bogenachse bedeuten. Um dieses Integral 
zu berechnen, kann man es in eine Anzahl einzelner Integrale aufteilen, 
innerhalb deren du/dy als konstant vor das Integral gezogen werden 
darf. Damit wird fiir den Strahl, der in der Hohe y,;=7; einfallt, 
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Das verbleibende Integral laBt sich auswerten: 


Up 


J paoe = (Goh St — eof 72). (6) 
4-1 

Wendet man nun diese Formel auf den ersten Strabl an, der in der 
Hohe v;=7, einfallt und daher den ersten Ring innen beriihrt, dann 
hat die Summe nur ein Glied und (dz/dr), 1aBt sich berechnen. Diesen 
Wert setzt man in die Gleichung fiir den zweiten Strahl y;=r7, ein 
und lést sie nach (dn/dr), auf usw. Die %r Coj-Differenzen bilden 
dabei ein von / und 7 abhangiges Koeffizientenschema. Hierin sind die 
Ringradien der Steilheit der Ablenkkurve entsprechend in folgende 
Werte eingeteilt: 1,3; 1,2; 1,1; 1,0; 0,99; 0,98; 0,96; 0,94; 0,92; 0,90; 
0,85; 0,80; 0,75; ... und Aquidistant fortlaufend bis zur Mitte. Die 
Einteilung kann durch einen beliebigen Faktor so gedehnt werden, 
daB der klein geteilte Bereich zwischen 1,0 und 0,90 auf den Teil der 
Ablenkkurve mit den starksten Anderungen fallt. Die resultierenden 
dn/dr-Werte sind dann mit dem gleichen Faktor zu reduzieren. Den 
Brechungsindex selbst n=/(r) gewinnt man leicht durch Integration 
von auBen her. Die Genauigkeit dieses Auswerteverfahrens an sich 
ist bei ausreichender Unterteilung insofern besser als man erwarten 
sollte, als innerhalb der einzelnen Ringe nur der Gradient du/dr konstant 
gesetzt zu werden braucht, so daB durch die nachfolgende Integration 
die Genauigkeit erhoht wird. AuBerdem liegt es im Wesen des Ver- 
fahrens, daB etwaige einzelne Fehler in der Rechnung oder Messung 
nach einigen Schritten ihren Einflu8 verlieren. 

Bei Gasen ist die Brechzahl der Dichte proportional, die ihrerseits 
bei isobarer Anderung umgekehrt mit der absoluten Temperatur fallt: 
n—1 0 ily 

ae ee 95 Ge (6) 
Diese Beziehung gilt allerdings unbedenklich nur bis etwa T = 2500° k, 
weil dann die Dissoziation von O, und spater auch von N, einsetzt. 
LaBt man jedoch die Regel gelten, daB die Molrefraktion gleich der 
Summe der Atomrefraktionen ist, dann kann die Temperaturkurve 
noch bis etwa 4000° K berechnet werden. Das Ergebnis dieser Aus- 
wertung fiir den Mittelquerschnitt eines 10 Amp-Bogens zeigt Fig. 6. 
Dabei fand fiir den leitenden Teil in der Mitte des Bogens die Tem- 
peraturverteilung von HORMANN Verwendung, nachdem sie auf die 
Maximaltemperatur von 7000° K umgerechnet und auf eine Leistung 
von 170 statt 150 W je cm Saulenlange proportional aufgeweitet worden 
war. Genaue Feldstarkenmessungen mit Sonden und durch Aufnahme 
der Charakteristik an unserem Bogen, dessen Betriebsdaten mit denen 
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yon HORMANN iibereinstimmten, ergaben namlich 17 statt 15 V/cm, 
was auch MannxoprFF bereits festgestellt hat. 
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Fig. 6. Temperaturverlauf im Mittelquerschnitt des Bogens fiir verschiedene Stromstarken +. 
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Fig. 7, Isothermen fiir die 4uBeren Bereiche des 10 Amp-Bogens, ermittelt aus der Auswertung je einer 
Schlierenaufnahmeserie in den Querschnitten @ bis e}. 


Uber die Genauigkeit dieser TemperaturmeBmethode ist zu sagen, 
da der Hauptfehler durch ein periodisches Schwanken der Bogen- 


* Durch ein Versehen bei der Auswertung sind in der vorlaufigen Ver6ffent- 
lichung [Naturwiss., 35, 253 (1948)] die angegebenen Temperaturen fehlerhaft. 
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aureole von etwa 15 Hz verursacht wird, waihrend der Kern sehr ruhig 
seine Lage beibehalt. Diesem Schwanken sollte gerade durch die 
Vielzahl der MeBpunkte und durch das Uberlagern der beiden Halften 
der Ablenkkurve méglichst weitgehend begegnet werden. Gegeniiber 
dieser Ungenauigkeit fallen die méglichen MeBfehler am Komparator 
oder bei der approximativen Berechnung des Brechungsindex gar nicht 
ins Gewicht. Nach der Mitte zu wird allerdings das ganze Verfahren 
prinzipiell ungenauer, weil bei den immer kleiner werdenden Ablenkungen 
ein bestimmter Absolutfehler 


. 4 oC 
schon einen groBen relativen Feh- § 72 Sa a2 
: ; s 0 
ler bewirkt. Bei Temperaturen S 400 
uber 2500° K muB man auch S 70 t ape 
, 6 ° 0° 
wegen der beginnenden Disso- 8 Pi 
. . = . 2 
ziation Vorsicht walten lassen. £ 4% 
= . ° ° = S 
Nach allem ist eine sichere Feh- & a). pS 
lerabschatzung nur schwer még- S 4 a 
~ . S$ ° 
lich, wir glauben aber, daB der 8 . on 
= 47: : = 0 
Fehler fiir den zeitlichen Mittel- § % 400 g 
wert der Temperatur auBerhalb aol 
bis nae u ry 
y¥=0,5 cm etwa 5% nicht iiber- ss 2 
steigt, wahrend er nach innen & 
rasch anwachst. Fiir den genann- a 50 700-750 = 200 Watt 250 
den auB ae 
ten 10 Amp-Bogen wurden auber Fig. 8. Bogenradius im Mittelquerschnitt, definiert 
dem Mittelquerschnitt noch vier als Radius einer bestimmten Temperatur, 


: : in Abhangigkeit von der Leistung. 
weitere ausgewertet, davon zwei 


genau in der Hohe der Elektroden, so daB auch das Isothermen- 
diagramm fiir den Bogen gezeichnet werden konnte (Fig. 7). 

SchlieBlich wurde nach der gleichen Methodik auch die Temperatur- 
verteilung uber den Mittelquerschnitt von Versuchsbogen anderer 
Stromstarken durchgemessen, namlich mit 5 Amp und 3 mm Kohlen, 
mit 145 Amp und 7mm Kohlen und mit 20 Amp und 9mm Kohlen. 
Die Ergebnisse in Fig. 6 lassen sich zur Priifung der von MANNKOPFF 
aufgestellten Regel, daB sich der Bogenradius proportional mit der 
Leistung aufweiten soll, heranziehen. Tragen wir namlich in Fig. 8 
fiir jeweils eine bestimmte Temperatur den zugehdérigen Radius als 
Funktion der Leistung auf, die sich aus unseren Stromstarken mit der 
Stromspannungs-Charakteristik von MANNKoprFF ergibt, dann lassen 
sich die MeBpunkte fiir den Rand der Leitfahigkeitszone bei 3000 und 
4000° K einigermaBen durch eine 0-Punktsgerade verbinden. Fiir die 
von der Konvektion beeinfluBten Teile bei 1000 und 2000° K 1aBt 
sich diese Regel aber nicht mehr aufrechterhalten. 

Nach Abschlu8 dieser Arbeit veréffentlichte G. Scumirz [4] eine 
Temperaturmessung am 2,9 Amp-Bogen mit dem Interferenzrefraktor, 
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die in Fig. 6 mit eingezeichnet ist. Sie stellt im nichtleitenden Teil 
des Bogens eine stetige Fortsetzung unserer Kurvenschar dar, so daB 
sich beide Messungen gegenseitig stiitzen. Bei den héheren Tempe- 
raturen fallen leider die Messungen von G. ScHmitTz und H. HORMANN 
trotz der verschiedenen Stromstirken zusammen, was sicher in der 
MeBungenauigkeit beider Arbeiten begriindet ist. Denn bei HORMANN 
ist nicht gewahrleistet, ob sich das von den Elektroden stammende 
Bor, an dessen Resonanzlinien die Temperaturmessungen durchgefiihrt 
wurden, schon gleichmaBig tiber den Mittelquerschnitt verteilt hat; und 
bei ScHMITz nimmt die Genauigkeit nach der Mitte zu prinzipiell ab. 


Zusammenfassung. 


4. Mit einem empfindlichen Schlierenverfahren wird die Ablenkung 
von aufen eingestrahlten Lichts durch den Bogen als Funktion des 
Achsenabstandes gemessen und daraus der Temperaturabfall berechnet. 
Dieser erweist sich als ziemlich linear und erreicht beim 10 Amp-Bogen 
die AuBentemperatur bei 1,4 cm. 

2. Durch gleichartige Messungen in verschiedenen Hohen kann das 
ganze Temperaturfeld im 10 Amp-Bogen als Isothermendiagramm 
aufgezeichnet werden. 

3. Die Messungen werden ausgedehnt auf die Mittelquerschnitte 
von Bogen verschiedener Stromstarke. Daraus ergibt sich als Bestati- 
gung der MANNKoprFFschen Regel die Proportionalitat zwischen Bogen- 
radius und Leistung, wenn man als Bogenradius den Rand der Leit- 
fahigkeitszone bei 3000 bis 4000° K definiert. 


Herrn Prof. Dr. W. LocHTE-HOLTGREVEN danke ich fiir Unter- 
stitzung und fordernde Diskussionen, Herrn Dr. H. MAECKER fiir 
Anregung und Betreuung dieser Arbeit. 
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Das Str6mungsfeld im freien Kohlebogen. 
Von 
W. HAGENAH, Kiel. 


Mit 8 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 28. April 1950.) 


Um den Beitrag der Konvektion zum Energietransport im freien Kohlebogen 
kennenzulernen, wird das Strémungsfeld im Bogen durch kinematographische 
Aufnahmen von kleinen Kohleteilchen in einer Dunkelfeldanordnung vermessen. 
Daraus wird zusammen mit dem Temperaturfeld die durch Konvektion abge- 
fuhrte Leistung berechnet. Sie stimmt am Rande bis auf 15% mit der elektrisch 
zugefuhrten Leistung tiberein. Bei der Berechnung des Warmeleitwertes zeigen 
sich Abweichungen vom theoretischen Wert von der GroéBenordnung Faktor 2. 


Problemstellung. 


MANNKOPFF [1] hat bei seiner Berechnung des Temperaturverlaufs 
im freien Kohlebogen nach der ELENBAAS-HELLERschen Differential- 
gleichung die Konvektion durch ein hypothetisches Rohr ersetzt, dessen 
Radius R er durch Extrapolation der von HORMANN [2] gemessenen 
Temperaturverteilung im leuchtenden Teil des Bogens gewann. Um 
den Einflu8 der Konvektion genauer zu studieren, soll in dieser Arbeit 
das Strémungsfeld des freien Kohlebogens durch Geschwindigkeits- 
messungen an kleinen Kohlepartikeln vermessen werden. Hieraus kann 
in Verbindung mit dem von SPERLING [4] gemessenen Temperaturfeld 
die bis zur Stelle y durch Konvektion abgefiihrte Leistung ermittelt 
werden. Der so von der Gesamtenergie verbleibende Rest muB dann 
von der Warmeleitung getragen werden. Der daraus zu berechnende 
Warmeleitwert kann schlieBlich mit dem theoretischen Wert verglichen 
werden. 

Messung des Strémungsfeldes. 

Fiir die Messung der Stromungsgeschwindigkeit wurden ahnlich wie 
bei Suits [3] kleine Kohlepartikel in den Bogen eingefiihrt und ihre 
Bewegung gefilmt. Bei der Versuchsanordnung kam es darauf an, das 
von den Teilchen gestreute Licht im Dunkelfeld zu erfassen (Fig. 1): 
Der Kondensor K (f =33,5 cm; 1:2,5) bildet einmal die Anode eines 
80 Amp-Bogens mit 22 mm Kohlen in etwa natiirlicher GroBe auf den 
Versuchsbogen B, zum anderen eine vor dem 80 Amp-Bogen stehende 
Ringblende vergréBert auf das Objektiv O (f=18 cm; 1:4,5) der Film- 
kamera ab. Dieses wiederum ist scharf auf den Versuchsbogen ein- 
gestellt. Vor dem Objektiv O befindet sich eine zur ersten komplemen- 
tire Ringblende, deren Offmung sich genau mit dem Schattenbild 
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der ersten deckt. So kann kein direktes Licht in die Kamera gelangen, 
wohl aber wird durch den groBen Umfang der Ringblende eine méglichst 
gute Erfassung des an den Teilchen gestreuten Lichtes erreicht. Der 
eroBe Durchmesser der Ringblende hat ferner den Vorteil, daB die 
Tiefenscharfe nur etwa +3mm betragt, so daB Teilchen, die nicht 
in der Bogenmitte fliegen, an ihrer Unscharfe und besonders an ihrer 
durch die Zweiteilung der Ringblende bewirkten Spurverdoppelung 
erkannt und ausgeschieden werden kénnen. Die bewegten Kohle- 
teilchen hinterlassen auf jedem Filmbild einen Strich, dessen Lange 
mit der Belichtungszeit die Geschwindigkeit ergibt (Fig. 2). Die Be- 
lichtungszeit wurde so gefunden, daB an Stelle der Teilchen ein kleines 
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Fig. 14. Dunkelfeldanordnung zur Aufnahme von bewegten Kohleteilchen im Bogen. 


Loch in einer mit bekannter Geschwindigkeit rotierenden Scheibe 
gefilmt und dessen Spurlange vermessen wurde. Es ergab sich eine 
Belichtungszeit von 1/,;) sec je Bild bei einer Frequenz von 64 Bildern 
je sec. Vor dem Versuch wurden die Teilchen in einem horizontalen 
Luftstrom sortiert und solche gleicher Fallweite ausgewahlt. Ihre 
sodann gemessene Fallgeschwindigkeit bei Zimmerluft in einem Rohr 
betrug 23 cm/sec. Das Einbringen der Teilchen in den Bogen besorgten 
zwei von einem Exzenter mit 15 Hz angetriebene Schiittelrinnen zu 
beiden Seiten der unteren Elektrode (Fig. 2 unten). Auf genaue Sym- 
metrie und vertikale Stellung des Bogens wurde geachtet, um zu 
verhindern, da fiir die Strémung eine Vorzugsrichtung bestand. Zur 
Vermeidung von Luftstr6mungen wurde fiir Temperaturkonstanz im 
Raum Sorge getragen. Die trotz dieser MaBnahmen im Raum noch 
vorhandene Unruhe hatte eine Geschwindigkeit von etwa 5 cm/sec. 
Bei den sechs aufgenommenen Streifen waren die Bogenverhiiltnisse 
die gleichen wie bei SPERLINGs [4] 10 Amp-Bogen. Zur Kontrolle der 
Tiefenverteilung der Teilchen im Bogen wurde auch eine Aufnahme von 
der Seite gemacht. Bei allen Aufnahmen war zu beobachten, daB die 
mittlere Strémungsrichtung um einen Winkel von 10 bis 20° gegen die 
Bogenachse geneigt war. Das Azimut dieser Neigung war von Aufnahme 
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zu Auinahme verschieden, anderte sich jedoch wahrend der Dauer einer 
Aufnahme von 1 bis 1,5 sec nicht. Auf vielen Filmen waren sinkende 
Staubteilchen, dem Grad der Unscharfe nach zu urteilen, weit auBerhalb 
des Versuchsbogens, zu erkennen, die auBer der vertikalen auch eine 
horizontale Bewegungskomponente von 8 bis 10 cm/sec hatten. In 
all diesen Fallen war die horizontale Richtung der Staubteilchen die 
gleiche wie die der Str6mung im Bogen. Aus diesen Beobachtungen 
ist zu schlieBen, daB die rotationssymmetrische Form der Strémung 
eines vertikalen Bogens labil ist. Die Instabilitat wird durch die Anode 
hervorgerufen, die als Hindernis im Wege der Strémung steht. Die 
im Raum immer vorhandene Luftstrémung stellt die Horizontalkom- 
ponente der mittleren Strémungsrichtung in ihre eigene Richtung ein. 


Ausschnitt aus einer Filmaufnahme von bewegten Kohleteilchen im Bogen. Zu beiden Seiten 
der unteren Kohle die Schiittelrinnen. Zeitfolge von rechts nach links. 


Fig. 2. 

Dies Ergebnis hat fiir die Auswertung zur Folge, daB wir keinen 
Mittelwert iiber das gesamte vorhandene Material bilden diirfen; denn 
bei der Mittelung wiirde die Horizontalkomponente in der Achse des 
Bogens Null werden, wir wiirden also eine rotationssymmetrische 
Str6émung erhalten, die aber nach dem oben Gesagten nicht der wahren 
Form der Strémung entspricht. Deshalb haben wir aus allen Auf- 
nahmen den Film ausgewahlt, bei dem die Bahnen der Teilchen, die ja 
in der MeBbogenebene zugefiihrt werden, in der Nahe der MeBbogen- 
ebene verlaufen, also keine Komponente nach vorn oder hinten haben. 
Man erkennt das daran, daB die Teilchen der Anode ausweichen miissen, 
ihre Bahnen also nahe der Anode gekriimmt sind (Fig. 2). Die Tem- 
peraturverteilung wird durch die Unsymmetrie nicht beeinfluBt, sie 
ist gerade in Achsennahe rotationssymmetrisch, wie die Schlierenauf- 
nahmen beweisen. 

Auswertung. Aus der gemessenen Teilchengeschwindigkeit ist unter 
Beriicksichtigung des StoKEsschen Gesetzes die Gasgeschwindigkeit 
auszurechnen. Wir fiihren ein dreidimensionales, rechtwinkliges Koordi- 
natensystem (x, y und z) ein, dessen x-Achse horizontal, und dessen 
z-Achse vertikal in der MeBbogenebene liegt. Die x- bzw. z-Komponente 
der Gasgeschwindigkeit bezeichnen wir mit w, und w,, die entspre- 
chenden Komponenten der Teilchengeschwindigkeit mit wp und wr. 


282 W. HAGENAH: 


Die Strémungsgeschwindigkeit ergibt sich aus den Bewegungs- 
gleichungen eines Teilchens. Mit der Reibungskraft aus dem STOKES- 
schen Gesetz erhalten wir folgende Differentialgleichungen (7; ist der 


Teilchenradius) : 
4n7 07 Wr = — 4277 (or—Ox) § + OmNTr (W,— Wr), (1a) 
4a 73.- Op Up = ON 1z (Us — U7) - (1b) 
Wir fithren die Abkiirzung w, ein, die gleich der Endgeschwindigkeit 
des Teilchens beim freien Fall in Luft ist, 
2807" 


WwW — 
- § "o 


setzen (1 al ~~ 1 und lésen die GI. (1a) und (1b) nach w, und u, 


allt: 
1+ w(x, z)/e . tage 
W(X, 2) = Wr (X,2) + We n*(#,2)lno ie ou 22) 
us, (%, 2) = tp (x, 2) + wp SEE (2b) 
ANX, &) = UP\X, 4 F n* (x, 2)/N9 ” a 


u, und wy, die wir den Mitten der Teilchenwege zuordnen, ergeben 
sich aus den Anfangs- und Endpunkten der Teilchenbahnen mit der 
Belichtungszeit. Wir erhalten so w; und w, als Funktion von x und z 
durch Ausmessen der Filme und differenzieren nach der Zeit: 


Wy =, Up £ wr, GB a) 


by = eae Oi sli ar Wr. (3 b) 
Fiir die Berechnung der partiellen Ableitungen teilen wir den Bogen 
der Hoéhe nach (z) in 10 Streifen ein. Von allen Teilchenbildern, deren 
Mittelpunkte in demselben Streifen legen, werden wu, und wy als Funk- 
tionen von x aufgetragen (Fig. 3), graphisch gemittelt und dann nume- 
risch nach x differenziert. Fiir acht verschiedene Werte von x ent- 
nehmen wir die Werte von uw; und w,; den gemittelten Kurven, tragen 
ur, und wy als Funktion von z auf und differenzieren nach z. 


Den Koeffizienten der inneren Reibung haben wir nach der Gleichung 


; ieee 
eas enemies 


errechnet. Darin ist 1-+C/T der SuTHERLANDsche Korrekturfaktor fiir 
die Abhangigkeit der freien Weglange der Molekiile von ihrer thermischen 
Geschwindigkeit. Die SUTHERLANDsche Konstante C und den Wert 
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No = Noss K = 4,21 - 10 4 dynsec/em2+ haben wir dem Tabellenwerk von 
LANDOLT-BORNSTEIN entnommen. 

Das Ergebnis der Auswertung ist in dem Strémungsbild Fig. 4 zu- 
sammengefaBt. Eine genaue Fehlerberechnung zeigt, daB im Mittel- 


cm/sec 
200 


g 


w7 (x) 
ss 
8 


8 


2 


SsSSBSId a 


Komponenten uy u. wr der Teilchenge - 
schwindigkelt 1,2 cm Uber der Kathode 
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Abstand x von der Achse z des Lichfbogens 
Fig. 3. Komponenten der Teilchengeschwindigkeit uy (x) und w(x). Ein Querschnitt 1,2 cm tiber der 
Kathode. 


querschnitt die Vertikalkomponente mit -+10%, die Horizontalkom- 
ponente mit +15% Genauigkeit festgelegt ist. Nur am Rand wird der 
Fehler groBer. In dieser Fehlerberechnung ist nicht die Unsicherheit 
der SUTHERLANDschen Konstante Pate 

enthalten, die bei Temperaturen 50 210 190 150 100 sD. cm/sec 
uber 2000° K erhebliche AusmaBe Mi gd g 
annehmen kann, weil diese Kor- 
rekturformel nur jeweils fiir einen 
beschrankten Temperaturbereich 
giltig ist. AuBerdem ist die 
Veranderung des Wirkungsquer- 
schnittes der Molekiile durch 
Anregung von Rotations- und 
Schwingungsfreiheitsgraden vor 


\ 
f } 10 
der Dissoziation und die im Tem- Kathode 


peraturbereich von 3000 bis Fig. 4. Stromlinien (ausgezogen) und Kurven gleicher 
S 5 é Pi ; Gasgeschwindigkeit (unterbrochen) in einem 

5000° K eintretende Dissoziation ii Acip Hagens 

selbst nicht beriicksichtigt. Wie 

groB die hierdurch bewirkten Abweichungen scin k6nnen, zeigen Str6- 
mungsgeschwindigkeitsmessungen, die mit 3!/,mal schwereren Teilchen 
mit doppelt so groBer Fallgeschwindigkeit bei Zufiihrung durch die 
durchbohrte Elektrode ausgefiihrt wurden. Diese Messungen fiihrten zu 


einer groBten Stromungsgeschwindigkeit von nur 170 cm/secim Gegensatz 


+ Der Wert fiir 944° K erschien uns am zuverlassigsten unter den fur hohe 
Temperaturen angegebenen Werten. 
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satz zu. 210 m/sec bei den kleinen Teilchen. Um beide Messungen zur 
Ubereinstimmung zu bringen, hatte 7 z.B. bei 4000° K von 5,3 ° Aina 
auf 3-10- reduziert werden miissen. Es hat aber keinen Sinn, diese 
Verbesserung anzubringen, da keine Anhaltspunkte fur die Anderung 
der Wirkungsquerschnitte von Luft fiir andere Temperaturen vorliegen. 


Energiebilanz. 
Nachdem nun das Temperatur- und Strémungsfeld im 10 Amp-Bogen 
bekannt ist, kann man die Energieabfuhr durch Konvektion (weiterhin 
kurz Konvektionsenergie genannt) ermit- 
fan teln. Dabei beschranken wir uns auf den 
Mittelquerschnitt des Bogens, weil hier 
die Bogenverhaltnisse am iibersichtlichsten 
Tea sind. AuBerdem miissen wir unsere Str6- 
mung durch Aufrichten rotationssymme- 
trisch machen, weil auch das Temperatur- 
feld rotationssymmetrisch gegeben ist und 
dadurch das Problem eben wird. Diese 


Ahg 


aL Iv MaBnahme ist erlaubt, weil die Konvek- 
() tathode Pe tionsenergie, wie wir sehen werden, in der 
Mitte vernachlassigbar gering ist und 


Fig. 5. Zur Berechnung der é e 
Konyektionsenergie. auBen die Abweichung von der Rotations- 


symmetrie ohnehin klein wird. 

Wir zeichnen in der Mitte des Bogens zwei benachbarte Ortho- 
gonaltrajektorien zu den Isothermen, deren Lange s von der Achse aus 
gemessen werde und deren variabler Abstand voneinander Ah betrage 
(Fig. 5). Aus dieser Glocke schneiden wir bei dem Radius 7 mit zwei 
benachbarten Isothermen einen Ring heraus mit dem Volumen 277 - 
Ah-ds. Von der Str6mungsgeschwindigkeit in diesem Ring tragt nur 
die zu den Isothermen orthogonale Komponente v - sin « zum Energie- 
transport bei, da sich entlang der Tangentialkomponente die Tem- 
peratur nicht andert. Dann wird aus dem Ring die Leistung 


a Ie 
cn (4) 


abgefiihrt. c, ist nach der Methode von G. BURKHARDT [5] neu be- 
rechnet worden (Fig. 6). Damit sind alle GréBen bekannt, so daB durch 
Integration von der Mitte aus die Leistung gefunden werden kann, die 
aus der Glocke bis zum Radius 7 durch Konvektion hinausgeschafft 
worden ist: 


adLy =2n7-Ah-ds-v-sina- cy: oe, ° 


Ss 


SANE é 
Li(r) = 2m Ay {x F)-0- sina cy: 9,4 ds. (5) 


Das Strémungsfeld im freien Kohlebogen. 285 


Die graphische Darstellung in Fig. 7 zeigt, daB die Konvektionsenergie 
erst auBerhalb der Leitfahigkeitszone (y > 0,3 cm) erkennbar wird und 
ihren Hauptbeitrag zum Gesamtenergietransport erst in den Rand- 
zonem béi 7 >4cm lie-~ ayy Ap 


fert. Ganz auBen bei ~@ 
grad mol | 
| 


ZimmertemperaturmuB = 700 


die Konvektion die ge- 
samte elektrisch zuge- 
fiihrte Energie, abgese- 


spez. Warme Cp 
8 


G 
Ss 
Lah! der Quasitreihertsgrade 


hen von der Abstrahlung me cd 

des Plasmas, die nach ao me 

ORNSTEIN und VAN 

WIJK [6] mit 3% abzu- 5 aa? 

setzen ist, abgefiihrt ha- 0 # 8 12 6 20-10°°K 
Temperatur 


pen, denn hier hort die Fig. 6. Spezifische Warme und Zahl der Quasifreiheitsgrade der 
Warmeleitung wegen des Luft bei p = 1 Atm. 


Verschwindens des Gra- 

dienten ganz auf. Die Feldstarke in unserem Bogen von 17 V/cm ergibt 
mit der Stromstarke von 10 Amp eine elektrische Leistungszufithrung 
von 170 W/cm Sdulenlange, die fiir unsere Betrachtungen um die 


Abstrahlung von 5 W °K 

auf 165 W/cm zu ver- 4102 | Ti hlenlige 
mindern ist. Vergleicht P clad 
man hiermit den End- 

wert der Konvektions- 6 


kurve in Fig. 7 von 
145 W/cm, so ist das 
Ergebnis in Anbetracht 
der zahlreichen Un- 
sicherheiten recht befrie- 
digend. 2 


Temperatur T 
SS 


Das Wdarmelettvermogen. 1 


Die gute Uberein- 


° a . | a i 0 
stimmung zwischen elek- 0 02 04 06 08 0 42 44cem 
5 = Abstond s von der Bogenachse entlang der Kurve s in Abb.§ 
trisch zugefiihrter und ke "9 ya 
2 Fig. 7. Temperatur und Konvektionsenergie als Funktion 
durch Konvektion abge- der Bogenlange s. 


fiihrter Energie berech- 
tigt aber noch keineswegs zu dem SchluB, daB alle bei der Auswer- 


tung benutzten GréBen richtig gewesen sind, denn der Schwerpunkt 
des Konvektionsenergietransports liegt ganz am Rande bei 7 ~1,1 cm 
und nur fiir dessen Umgebung wire eine solche SchluBfolgerung zu- 
lassig. Fiir die mittleren Bogenbereiche (r< 0,8 cm) dagegen sind die 


ae 
S 
Durch Konvektion von 0—s abgetthrte Leistung 
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in Gl. (5) benutzten Werte von c,, v, a, @ und dT/ds ohne EinfluB 
auf die Gesamtbilanz. Da nun aber das Temperatur- und Stromungs- 
feld im ganzen Bogen gemessen ist, da ferner die spezifischen Warmen 
einigermaBen zuverlassig berechnet sind, kann man den Warmeleit- 
koeffizienten aus den MeBergebnissen ermitteln und mit dem theoreti- 
schen vergleichen. Bei der Bestimmung des experimentellen Warme- 
leitkoeffizienten im leitenden Teil des Bogens kann man die Konvektion 
vernachlissigen und die einfache ELENBAAS-HELLERsche Differential- 
gleichung heranziehen: 

—2n1n =Ef2ur-q(r)dr mit j7)—n,:e-b -E. (6) 

0 

Die Werte fiir m,(T) sind von Hurpr [7] itbernommen (nach HuLptTs 
Ansicht sind die Rechnungen von HéckeER [8] fehlerhaft), 6” wird 1 (VT 


proportional gesetzt und so normiert, daf fiir f2a7-j(r) dr die ge- 


messene Stromstirke von 10 Amp resultiert. So kann zunadchst x bis 
dahin berechnet werden, wo die elektrische Leitfahigkeit verschwindet 
(ry ~0,35 cm), so daB fiir alle gréBeren Radien keine Zunahme der 
Leistung mehr durch Stromieitung erfolgt. Dagegen wird die von der 
reinen Wdarmeleitung nach auBen zu transportierende Energie mit 
wachsendem Radius standig vermindert durch die aus jedem Ring 
abgefiihrte Konvektionsenergie. Fiir die Warmeleitung bleibt dann an 
der Stelle y nur noch der Rest L—L,(r) zu transportieren: 

/¢f A h 


—— -x=L—TL,. (7) 


—2nr ds Ah, 


Die Berechnung von x wird da unbestimmt, wo der Temperaturgradient 
verschwindet, also in der Achse und ganz auBen am Rande. Dement- 
sprechend wird die Genauigkeit von x bei Annaherung an diese beiden 
Stellen immer geringer. 

Der so aus den Messungen gefundene x-Verlauf ist in Fig. 8 in 
Abhangigkeit von der Temperatur als stark ausgezogene Kurve dar- 
gestellt. 

Den theoretischen Warmeleitkoeffizienten gewinnt man aus der 
gaskinetischen Gleichung 

; ee 
eee EN (8) 
3907_- 0? - \m 


*theor — 


wobei sich die Anzahl der Quasifreiheitsgrade f aus der Anderung der 
inneren Energie u,; eines Mols Luft bei konstantem Druck mit der 
Temperatur herleitet: 


(9) 
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Die innere Energie setzt sich aus den Beitragen aller Energie verzeh- 
renden Prozesse der reagierenden Molekiile, Atome, Ionen und Elek- 
tronen zusammen, namlich Dissoziation, Ionisation, Anregung und 
Bewegung. Bei Berechnung der spezifischen Warme c, tritt zu der 
inneren Energie noch die auBere Arbeit hinzu, die aber hier wegen 
der Zerfallsprozesse gréBer ist als bei rein molekularer Luft. Die mitt- 
lere Masse m kann aus der Arbeit von G. BURKHARDT [5] entnommen 
werden. Der Wirkungsquerschnitt 62 wird wieder aus der SuTHER- 


LANDschen Formel berechnet. Das Er- ie 

gebnis dieser Berechnung von %,,.., ist  s9°"™ | 
in Fig. 8 diinn eingezeichnet. Wie man r | 
sieht, weichen beide Kurven erheblich ‘ 

voneinander ab. Diese Diskrepanz kann 

auch bei sehr vorsichtiger Fehlerabschat- 0° 

zung nicht durch MeBungenauigkeiten 3 : 

erklart werden. Insbesondere muB am 8 : 

Rande des Bogens bei Temperaturen & ? 

bis tiber 1000° K, fiir die aus anderen § 

Untersuchungen die Warmeleitfahigkeit a 

der Luft bekannt ist, eine Ubereinstim- 8 

mung zu erwarten sein. Man ist deswegen 5 

zu der Annahme gezwungen, daB die a *theor 

mit 15 Hz pendelnde Aureole oder andere zo aa Ga a 
Turbulenzeffekte eine zu groBe Warme- Tenneniin 


leitfahigkeit vortauschen, ohne an der Fig. 8. Das Warmeleitvermégen der Luft 
r : in Abhangigkeit von der Temperatur, nach 
Bewegung der Kohleteilchen erkennbar der Theorie berechnet (diinn) und aus den 


zu sein. Leider helfen auch die in der Messungen am Bogen ermittelt (dick). 
Warmetechnik benutzten Warmeiiber- 

gangszahlen hier nicht weiter, weil in ihnen Warmeleitung und Kon- 
vektion nicht getrennt sind. Die Abweichung der beiden Warmeleit- 
wertkurven bei héheren Temperaturen bedarf einer gesonderten Unter- 


suchung. 


Zusammenfassung. 


Das Strémungsfeld im freien 10 Amp-Kohlebogen wird durch 
kinematographische Aufnahmen von kleinen Kohlepartikeln im Dunkel- 
feld vermessen. Die auftretenden Geschwindigkeiten erreichen 2 m/sec. 
Es zeigt sich, daB ein vertikaler Bogen nicht rotationssymmetrisch 
brennen kann, weil die Konvektion der oberen Elektrode ausweichen 


muB. 
Die je cm Sdulenlange zugefithrte Energie (165 W) wird zunachst 
durch Warmeleitung, letzten Endes aber durch Konvektion abgefiihrt 


(145 W). 
19* 
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SchlieBlich wird aus dem Temperatur- und Strémungsfeld der Warme- 
leitkoeffizient berechnet und mit dem theoretischen Wert verglichen. 
Die hierbei auftretenden Abweichungen von der Gr6enordnung 
Faktor 2 miissen auBen auf Turbulenz zuriickgefiihrt werden, wahrend 
sie im Inneren des Bogens noch der Klarung bediirfen. 

Am Schlusse meiner Arbeit méchte ich Herrn Prof. W. LocHTE- 
HOLTGREVEN und Herrn Dr. H. MAECKER fiir wertvolle sachliche Rat- 
schlage und wohlwollende Unterstiitzung meinen herzlichen Dank sagen. 
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Zur Priifung der Bogentheorie. 


Der Wirkungsquerschnitt der Luft 
bei h6heren Temperaturen. 


Von 
H. MAECKER, Kiel. 
Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 28. April 1950.) 


Der Temperaturverlauf in einem freien 10 Amp- und 2,9 Amp-Bogen wird nach 
dem Mannkoprrschen Iterationsverfahren, aber mit neueren theoretischen Grund- 
lagen berechnet. Die resultierenden Kurven verlaufen viel flacher als die ge- 
messenen. Die Ursache dieser Unstimmigkeit wird in der Temperaturabhangigkeit 
des Wirkungsquerschnittes der Luft gefunden. Wegen Unkenntnis dieser Funktion 
ist eine Priifung der Bogentheorie nicht méglich. Umgekehrt kann aber der 
Wirkungsquerschnitt der Luft in Abhangigkeit von der Temperatur aus Tem- 
peraturmessungen von HORMANN, SPERLING und ScHMITZ mit der ELENBAAS- 
HELteERschen Differentialgleichung berechnet werden. Der Verlauf zeigt einen 
plausiblen Gang mit der Anregung und Dissoziation der Luft. 


Problemstellung. 


Vor einigen Jahren hat R. MANNKoprFrF [1] die Temperaturverteilung 
im freien Kohlebogen aus der ELENBAAS-HELLERschen Differential- 
gleichung mit einigen theoretischen Beziehungen berechnet und gelangte 
dabei zu einer recht guten Ubereinstimmung nicht nur mit der von 
zahlreichen Forschern gemessenen Achsentemperatur von 7000° K, 
sondern auch mit dem von HORMANN [2] gemessenen Temperaturabfall. 
Seitdem sind nun eine Reihe theoretischer und experimenteller Arbeiten 
zu diesem Problem publiziert worden. So haben G. BURKHARDT {3| 
und L. Hurtprt [4] die Dissoziations- und Ionisationsgleichgewichte fiir 
Luft bei hohen Temperaturen neu berechnet. (Die Berechnungen von 
K. H. H6ckeEr [5] sind nach Auffassung beider Autoren ungenau.) In 
Erganzung dazu hat W. HAGENAH [6] die spezifische Warme der Luft 
bei konstantem Druck und ihr Warmeleitvermégen ermittelt. An 
experimentellen Untersuchungen liegt eine Messung des gesamten 
Temperaturverlaufs iiber den Querschnitt eines 2,9 Amp-Bogens mit 
dem Interferenzrefraktor von G. ScuMitz [7] und unabhangig davon 
eine gleiche Messung an Bogen verschiedener Stromstérken mit dem 
Schlierenverfahren von J. SPERLING [8] vor. SchlieBlich hat W. HAGE- 
NAH das Strémungsfeld des freien 10 Amp-Bogens aufgenommen und 
den Ubergang der Warmeleitung in die Konvektion geklart. All diese 
Untersuchungen lassen es als notwendig erscheinen, die Bogentheorie 
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einer erneuten Priifung zu unterziehen, indem wir die Berechnung des 
Temperaturverlaufs nach dem MaAnnkoprrschen Verfahren fiir den 
2,9 Amp- und den 10 Amp-Bogen neu durchfithren und mit dem ge- 
messenen vergleichen. 


Berechnung des Temperaturverlaufs. 

Nach der Erenspaas-HELreRschen Differentialgleichung muB die 
Leistung, die einem Zylinder der Héhe 1cm mit dem Radius 7 der 
Bogensaule elektrisch zugefiihrt wird, wieder durch Wéarmeleitung 
durch den Mantel dieses Zylinders abgefiihrt werden: 


ar 


—2r2x(r) - i = ES? srg (r) ar. (1) 


Legt man die iiber den ganzen Querschnitt umgesetzte Leistung fest 


R 
mit L=J-E=E { 2a7°4(7)- dr, damm ‘folgt: 
0 


4 est 
cl L H nee 2 
dy Qarx(”) Ro (2) 
fil)vrar 
0 
Die Stromdichte 7 ist gegeben durch 
f == 6 He” bo Ee. 
Darin ist die Elektronendichte 
pea PNG, 
die Beweglichkeit der Elektronen 
re Ae ee 
V3me Me k Te 
und ihre freie Weglange 
4 
‘e Na 3 
Also wird 
46 E ig 


ea 

6; ist der RAMSAUER-Querschnitt der neutralen Teilchen gegeniiber 
den Elektronen. Der gro8e Wirkungsquerschnitt der Ionen gegentiber 
den Elektronen (GvospoveER) spielt hier wegen des kleinen Ionisations- 
grades noch keine Rolle. 

MANNKoprFF hat den Ionisationsgrad x- aus der SaHA- Gleichung 
gewonnen, indem er als mittlere Ionisationsspannung fiir den ganzen 
Querschnitt 9 eV setzte. Dabei gehen natiirlich manche Feinheiten, 
insbesondere die starke Elektronenlieferung durch das NO verloren. 
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Hier soll deswegen der aus dem Reaktionsgleichgewicht von Hutpr 
berechnete Ionisationsgrad Verwendung finden. 

Fuhrt man alle besprochenen Zusammenhinge in die Gl. (2) ein, 
dann kiirzen sich die konstanten Faktoren vor den beiden Integralen 
fort und es wird 


oe 
je vy ay 
loye 
1 et oe 0 | 
da) 227 x (1) R _ (3) 
| a vy dy 
Jj VE 


Diese Gleichung kann nun nach MANNKoprrF so durch Iteration geldst 
werden, da8 man mit irgend einer Temperaturverteilung in die rechte 
Seite eingeht und dadurch links einen Gradienten an jeder Stelle 7 
erhalt. Durch Integration von auBen erhalt man dann einen Tempe- 
raturverlauf, mit dem man abermals in die rechte Seite eingeht usw. 
Die Schwierigkeit ist aber hier wie bei MANNKopEF die Festlegung 
des Bogenrandes. Er miiBte nun eigentlich dorthin gelegt werden, wo 
nach den Messungen von SPERLING die AuBentemperatur erreicht ist. 
Ferner mtiBte man von der durch Warmeleitung zu transportierenden 
Leistung die bereits durch Konvektion abgefihrte Leistung in Abzug 
bringen. Da nach HAGENAH aber gerade in den Randgebieten das 
Warmeleitvermégen durch Turbulenz vergréBert wird, darf man hier 
nicht mit dem theoretischen Wdarmeleitkoeffizienten rechnen. Hinzu 
kommt, daB bei dem 2,9 Amp-Bogen die Konvektion wberhaupt nicht 
bekannt ist. Es bleibt also nur uibrig, einen Punkt der Temperaturkurve 
in dem Ubergangsgebiet zwischen Leitfahigkeitszone und Konvektions- 
zone als Rand festzulegen und nach innen weiterzurechnen. Fiir den 
10 Amp-Bogen (E =17 V/cm) soll dieser Punkt bei r=0,5 cm und 
T =3430° K liegen und fiir den 2,9 Amp-Bogen (£ =31 V/cm) bei 
7=0,25 cm und 7 =3960° K. Als Ausgangsfunktion nimmt man ein- 
fach eine konstante, dem Randwert gleiche Temperatur fiir den ganzen 
vorgegebenen Querschnitt an. Die héchstens einige Prozent betragende 
Konvektionsenergie ist natiirlich jeweils abzusetzen. 

Die beiden Lésungen dieser Berechnungen sind in Fig. 1 graphisch 
dargestellt. Gleichzeitig sind die gemessenen Temperaturverlaufe mit 
eingezeichnet. Der flache Verlauf der berechneten Kurven, der im Gegen- 
satz zu den friiheren Berechnungen von MANNkoprFrF steht, riihrt von 
dem jetzt gréBeren Warmeleitwert bei mittleren Temperaturen her. 
Die Unstimmigkeit zwischen den gemessenen und berechneten Tem- 
peraturverlaufen ist so groB, daB sie nicht mehr durch MeBungenauig- 
keiten erklart werden kann. Auf der Suche nach der Ursache dieser 
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Differenzen erkennt man als bei weitem unsichersten Faktor in der 
Rechnung den Wirkungsquerschnitt 6? in der von HAGENAH ver- 
wendeten Formel fiir die Warmeleitfahigkeit 


Rk? ‘VT 
322 \m o 


(4) 


Dieser Wirkungsquerschnitt ist — abgesehen von der SUTHERLANDschen 
Korrektion — fiir alle Temperaturen gleich dem Molekularquerschnitt 
der Luft bei Zimmertemperatur gesetzt worden, ohne Riicksicht auf 
Anregung und Dissoziation. Das ist aber 


8104 x : : 
oK | sicher unstatthaft, denn die Rotation 
i | _|> und Kernschwingung der Molekiile wird 
Boon | gerade vor der Dissoziation zu einer 
| . - +. 
ae | erheblichen Aufblahung der Molekiile 
S 7 * ° . ° 
S fiihren, wahrend die Dissoziation der 
8 . . . 
an ae eee. Molekiile in ihre Atome eine starke Ver- 
iS hiss | i 
His se scl minderung des Teilchendurchmessers 
berechne? ~>. ~tAm| zor Folge haben mu8. Da nun keine 
29 Amp nal 


| genauen Rechnungen oder Messungen 

3 | des Wirkungsquerschnittes der Luftteil- 

0 01 G2 3 OY 05cm eae, : 
Abeta VoniGee Aakae chen bei héheren Temperaturen vorlie- 


Fig. 1. Gemessener (ausgezogen) und berech- gen, scheitert hieran vorlaufig die artis 
neter (gestrichelt) Temperaturverlauf fiir den : : + 
Halon srAadiccaudl soul wetogsal fung der Bogentheorie beim Kohlebogen. 


Wirkungsquerschmtt der Luftteilchen. 

Will man aber die ELENBAAS-HELLERsche Differentialgleichung als 
richtig unterstellen, dann bietet sich hier die Méglichkeit, den Wirkungs- 
querschnitt der Luft aus den gemessenen Temperaturverlaufen zu er- 
mitteln. Dazu lésen wir die Gl. (3) nach 1/6? auf: 


cS 320! im Ib 

Le bt. r. aT 
ane \F Snes y 

dy ——yrdr 


Der Faktor (1 = aaa) beriicksichtigt die 3 %ige Abstrahlung S und 
die in der Nahe des gewahlten Randes R einsetzende Konvektion K. 
Beim 10 Amp-Bogen muBte der Gradient dT/dr in dem Ubergangs- 
gebiet zwischen der HORMANNschen und der SpERLINGschen Messung 
etwas geglattet werden, denn die HOrMANNsche Kurve scheint an 
ihrem Rande zu steil abzufallen. Méglicherweise liegt dies daran, da 
sich das aus der unteren Elektrode austretende Bor, an dem die 
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Messungen durchgefiihrt wurden, noch nicht gleichmaBig itiber den 
Querschnitt verteilt hat. 

Die so aus den Temperaturverlaufen fiir den 2,9 Amp-Bogen von 
SCHMITZ und fiir den 10 Amp-Bogen von HORMANN-SPERLING errech- 
neten Wirkungsquerschnitte sind in Fig. 2 dargestellt. Aus beiden 
Kurven kann man eine Mittelkurve zeichnen, und sie bei tiefen Tem- 
peraturen in die SUTHERLANDsche einmiinden lassen. Das auffallende 
an dieser Kurve ist, daB der gréBte Wirkungsquerschnitt gerade dort 
zu finden ist, wo nach BURKHARDT os 
die Dissoziation am haufigsten ist, 13,70" 
namlich in der Gegend von 5500° K. ss ; rr ae 
Hier miissen, wie gesagt, die grdB- 
ten ,Wirkungsquerschnitte auftre- 
ten, weil ein Molekiil unmittelbar 
vor seinem Zerfall am _ starksten 
aufgeblaht ist. Ebenso ist der Ab- 
fall der Kurve mit Nachlassen der 
Dissoziation bis 7000° K der Er- 
wartung entsprechend, weil dann 
die Luft nur noch aus Atomen 
besteht. Auch die absoluten Werte eae aatn 
halten sich in verninftiger GroBe. Fig. 2. Wirkungsquerschnitt (Quadrat des Durch- 
Ahnliche Vorginge miissen sich messers) der oa pi eres ae von der 

peratur. 

natiirlich auch bei der Dissoziation 

des Sauerstoffmolekiils im Temperaturbereich von 4000° K abspielen, 
jedoch in viel kleinerem MaBstab, weil der Sauerstoff nur zu 4/, in der 
Luft enthalten ist. Die Genauigkeit der Messung reicht aber nicht 
aus, um diese Feinheiten erkennen zu lassen. Uberhaupt muB man 
der 6?-Kurve eine groBe Fehlerbreite zuge$Stehen, weil die Fehler aller 
Messungen und Rechnungen, soweit sie zur Ermittlung von 06? beige- 
tragen haben, dem Resultat anhaften. 

AuBerdem haben wir noch eine Vernachlassigung gemacht, indem 
wir beim Ubergang von Gl. (2) nach Gl. (3) den RAMSAUER-Querschnitt 
der Gasteilchen gegeniiber den Elektronen 6° als konstant vor die 
Integrale gezogen haben, so daB sie sich wegkiirzten. Der dadurch 
verursachte Fehler ist aber sicher sehr gering, weil die Hauptleit- 
fahigkeit in dem kleinen Temperaturintervall von 6500 bis 7000° K 
liegt und daher die 6?-Kurve nur in diesem Bereich etwas verzerrt 
wird. Die Gré8e von 6? selbst kann man berechnen, wenn man die 
bisher noch gar nicht benutzte Feldstarke hinzuzieht und bedenkt, 
daB die gesamte zugefiihrte Leistung bekannt ist: 


R R 
L=E [2arj(p)ar ae la var. (6) 
0 0 


Hormann-Sperling 


iS) 


a 


aS 


Wirkungsquerschnit 6° 
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R 


Fiir den 10 Amp-Bogen mit £ =17 V/cm und ee == 395 10 ee 
0 
ist dann 62 =1,8 « 10-16 cm? und fiir den 2,9 Amp-Bogen mit E =31 V/cm 
R 
und ee v dy =287-10-19 ist 62=10°107%¢cm?. Wahrend das Er- 
yr 


aint fiir den 10 Amp-Bogen plausibel ist, deutet der groBe RAMSAUER- 
Querschnitt beim 2,9 Amp-Bogen darauf hin, daB das Integral in Gl. (6) 
zu hoch liegt. Dies wiederum 


dyn sec erg 

ee . 70’ Kann seine Ursache darin ha- 
72} 12 ben, daB entweder die Achsen- 
temperatur bei der kleinen 
aT : Stromstiérke von 2,9 Amp 
ea oe unter 7000° K hegt oder daB 
§ = die Temperatur von der Achse 
g6 es her steiler abfallen miiBte, 
=, LS wie bereits SPERLING ver- 

“ mutet hat. 
Zt Z Mit den gefundenen gas- 
kinetischen Wirkungsquer- 
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tigere Koeffizienten der inne- 
ren Reibung wegen des gaskinetischen Zusammenhanges beider GréBen 
ermitteln (Fig. 3). Auf die Messung der Konvektionsenergie von HAGE- 
NAH hatte aber diese Verbesserung keinen groBen Einflu8, weil dort 
die Zahigkeit nur in einem Korrekturglied benutzt wurde, um namlich 
von der Geschwindigkeit der Kohleteilchen auf die Gasgeschwindig- 
keit zu schheBen. 

Es ware wiinschenswert, die hier aufgezeigten Zusammenhange noch 
einmal am Hochstrombogen mit seiner hdheren Achsentemperatur nach- 
zuprifen, da dann der interessante Bereich zwischen 4000 und 7000° K 
nicht so sehr in Achsennahe liegt wie beim Niederstrombogen. 
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Modellmafige Deutung der ausgezeichneten 
Nukleonenzahlen im Kernbau. 
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Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 5. Mai 1950.) 


Es wird das Termschema eines Nukleons im Potential des Restkerns angegeben, 
wobei angenommen wird, daB die Terme infolge einer starken Spin-Bahn-Wechsel- 
wirkung aufspalten, in solche mit paralleler und antiparalleler Stellung von Spin 
und Bahn. Fiillt man die Quantenzustande sukzessive mit Nukleonen auf, so 
erklart sich zwanglos die Erfahrungstatsache, daB Kerne, bei denen die Protonen- 
oder Neutronenzahl bestimmte Werte (magische Zahlen) annimmt, gréBere Massen- 
defekte haben als die Nachbarkerne. Bei Kernen mit unabgeschlossenen ,,Schalen“, 
die ein unpaariges Neutron oder Proton enthalten, wird dieses fiir den Spin des 
gesamten Kernes und in grober Naherung auch fiir dessen magnetisches Moment 
verantwortlich gemacht. Dieses Modell wird mit der Erfahrung verglichen. Die 
wenigen Unstimmigkeiten bei der Deutung der Spins und magnetischen Momente 
werden diskutiert. 


Einleitung. 

Die durch besonders grofe Bindungsfestigkeit und andere physi- 
kalische Charakteristika ausgezeichneten Nukleonenzahlen? — in der 
amerikanischen Literatur haufig als ,.magic numbers‘ bezeichnet —, 
die eine Art ,,Periodisches System der Kerne“ konstituieren, sind in 
letzter Zeit erneut* Gegenstand verschiedener Interpretationsversuche 
gewesen [7], [&], [9]. In der vorliegenden Arbeit soll die in FuBnote 14 
vorgeschlagene model]lmaBige Deutung ausfihrlicher diskutiert werden 4, 
wobei wir die empirische Evidenz fiir die Auszeichnung der Zahlen 


Dh om 20, 28, 50, 82, 126 


1 Kurze vorlaufige Mitteilungen in Naturwiss. 35, 376 (1948); 36, 153, 155 
(1949) und Phys. Rev. 75, 1766 (1949). Gleichzeitig und unabhangig erschien 
eine Note von M. G.-Mayver, Phys. Rev. 75, 19€9 (1949), in der genau die gleichen 
Vorschlage zur modellmaSigen Deutung der ,,magic numbers’ gemacht wurden. 

2 Ein zusammenfassender Fericht iiber das empirische Material durch die 
Verfasser soll demndchst in Naturwiss. erscheinen. Wegen friiherer zusammen- 
fassender Darstellungen vgl. z. B. [2] bis [4]. 

3 Friihere theoretische Interpretationsversuche von ELSAssER [1] und anderen 
Autoren sind in [3] bis [6] zusammenfassend referiert. 

4 Eine ausfiihrliche Diskussion des empirischen Materials auf Grund dieses 
Modells durch M. G.-MaveEr soll demnachst in Phys. Rev. erscheinen. Wir danken 
Frau Prof. GoEPPERT-MayveER verbindlichst fiir die freundliche Zusendung ihres 
Manuskripts, in dem nur unwesentliche Unterschiede in der Auffassung gegeniiber 
unserer hier mitgeteilten vorliegen. 
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als bekannt voraussetzen. Durch diese Zahlen werden sowohl bestimmte 
Protonen- wie Neutronenkonfigurationen ausgezeichnet, d. h. zum Bei- 
spiel alle Kerne mit 50 Neutronen (und variabler Protonenzahl) heben 
sich gegeniiber ihren Nachbarkernen ebenso heraus wie alle Kerne mit 
50 Protonen (und variabler Neutronenzahl). Dieses Faktum legt es 
nahe, ein Bild vom Kernbau in seinen Konsequenzen weiter zu verfolgen, 
das im Rahmen des Proton-Neutron-Modells des Kerns, unseres Wissens 
zuerst von ELSASSER [1] diskutiert wurde, namlich da man in brauch- 
barer Naherung die Wechselwirkung eines beliebig herausgegriffenen 
Nukleons mit allen iibrigen durch ein zentralsymmetrisches Potential- 
feld im gewohnlichen Raum beschreiben konne. 

Unter dieser Voraussetzung, die ebenso der Bour-PAuLischen 
Erklarung des periodischen Systems der Elemente zugrunde liegt, wiirde 
es auch fiir die Nukleonen im Kern (gesondert fiir Neutronen und Pro- 
tonen) eine Folge von Quantenzustanden geben, d. h. von Termen mit 
jeweils bestimmter Multiplizitat, die sukzessive von den Nukleonen 
aufgefiillt werden. Falls zwei aufeinanderfolgende Terme energetisch 
besonders weit getrennt sind, bedeutet die Auffillung des niedrigeren 
der beiden Terme einen ,,SchalenabschluB“, ganz wie im Aufbau der 
Atomhiille. 

Sowohl da empirisch die gleichen ausgezeichneten Zahlen fiir 
Protonen wie fiir Neutronen vorliegen, als auch daB es in sehr ein- 
facher Weise gelingt, die ,.magic numbers’ aus einem ,,HARTREE- 
Modell herzuleiten und dariiber hinaus auch die Spins und Momente 
der Kerne mit ungeraden Nukleonenzahlen in befriedigender Weise zu 
ordnen, méchten wir als empirische Argumente zugunsten eines solchen 
Naherungsverfahrens zur Beschreibung des Kernbaus werten; und 
das allgemeine MiBtrauen, das in den verflossenen 15 Jahren solchen 
Modellen entgegengebracht wurde, méchten wir fiir nicht mehr gerecht- 
fertigt, und die gegen das Modell vorgebrachten Argumente, ins- 
besondere daB die kurze Reichweite der Kernkrafte und ihr ,,Austausch‘‘- 
Charakter eine individuelle Behandlung einzelner Nukleonen aus- 
schhieBen, fiir nicht stichhaltig ansehen. Es lassen sich auch Argumente 
dafiir vorbringen, daB eine derartige Beschreibung des Grundzustandes 
und der tiefsten Anregungszusténde eines Kerns durchaus nicht im 
Widerspruch zu stehen braucht! mit dem Bourschen typischen ,,Viel- 
teilchenbild“ von Kernveaktionen, bei denen, selbst beim Einfang 
eines thermischen Neutrons, der Zwischenkern in so hohe Anregungs- 
zustande geraét, daB die Nukleonen untereinander in eine viel weniger 


' Diskussionsbemerkung von Nrets Bour. Der eine von uns (J.) méchte 
Prof. Bor auch an dieser Stelle seinen herzlichen Dank aussprechen fiir die 
Gelegenheit zu anregenden Diskussionen iiber diesen Gegenstand im November 
1948 und Oktober 1949 in Kopenhagen. 
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,adiabatische’ Wechselwirkung geraten?. Ohne auf derartige prin- 
zipielle Fragen der Kernkrafte an dieser Stelle naher einzugehen, wollen 
wir hier einfach die Konsequenzen eines Einteilchenmodells verfolgen. 


§ 1. HARTREE-Modell mit starker Spin-Bahn-Kopplung. 


Die angegebenen ,,magic numbers‘‘ gehéren zwei verschiedenen Zahlenreihen 
an”, ndamlich die kleineren der Reihe 


eee Bee 20......40...... Da RS Sees 112 (4 a) 


Pe 3 eee re paper 2 WSs Og aa CP eta aeee 1762 (1b) 


Gerade dieser merkwiirdige ,,Bruch“ in der Zahlenfolge ist eine Konsequenz des 
vorgeschlagenen Modells. Des weiteren scheint das empirische Material auf einen 
um so ausgepragteren ,,SchalenabschluB hinzuweisen, je gréBer die betreffende 
» Magic number“ ist; die Zahl 126 scheint sich am starksten herauszuheben, dann 
abnehmend weniger stark 82, 50 und, nur verhdltnismaBig schwach betont, 28. 
Auch diese den Verhaltnissen in der Elektronenhiille gerade entgegengesetzte 
Eigentiimlichkeit folgt, wie sich unten ergibt, zwanglos aus dem Modell. 


Solange eine rein theoretische Festlegung der Kernkrafte nicht 
moglich ist, wird man fiir das ausgemittelte Potential, das die Wirkung 
aller ibrigen Nukleonen auf ein herausgegriffenes approximieren soll, 
einen Ansatz machen, der die SCHRODINGER-Gleichung des Nukleons 
bequem zu integrieren gestattet. Legt man das Hauptgewicht auf die 
sehr kurze Reichweite der Kernkrafte, so bietet sich als einfachstes 
Modell der kugelsymmetrische Potentialtopf von endlichem Radius mit 
senkrechten Wanden; legt man das groBere Gewicht auf den kon- 
tinuierlichen (wenn auch raschen) Anstieg des Potentials am Kernrande, 
so ist die nachstliegende Approximation ein parabolischer Anstieg des 
Potentials vom Kernschwerpunkt aus, also das Modell des isotropen 


1 Ahnliche Gesichtspunkte hat auch V. Wersskopr geltend gemacht (nach 
freundlicher brieflicher Mitteilung). 

2 Jede Reihe fiir sich folgt einem einfachen arithmetischen Bildungsgesetz [9]; 
schreibt man namlich die durch 2 dividierte Reihe (1a) auf und bildet die ersten 
und zweiten Differenzen, so folgt: 


Oncmea (Ira veo ae Died Big gh Nicos tees 21 eek open Sa: Blewett (ae) 
1 3 6 10 AG 24... (erste Differenz) 
2 3 4 5 Ghee 1 OE (zweite Differenz) 

entsprechend fiir die Zahlenfolge (1b) 
OPE sua: tensions. Bk oo Ce Mile ene Dibine Mast. Aspe: 68% Wasa (be) 
1 2 4 7 11 16 22.... (erste Differenz) 


1 D 3 4 5 Geni eelzweite Dinierenizs) 
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harmonischen Oszillators!. Zwischen diesen beiden Extremfallen wird 
man verniinftigerweise die Termfolge interpolieren. Beide Grenzfalle 
wurden frith in der kernphysikalischen Literatur diskutiert?. In der 
Fig. 1 sind die zugehérigen Termfolgen am rechten Rand (Potential- 
topf) bzw. am linken Rand (Oszillator) eingezeichnet. Neben den 
Symbolen zur Charakterisierung des Quantenzustandes (Bahndrall) 
bedeuten die den Termen beigeschriebenen Zahlen ihre Multiplizitat ; 
die eingeklammerte Zahl ist jeweils die Summe der Multiplizitaten 
aller Terme bis zu (einschlieBlich) dem betreffenden Term. 

Nun liefert aber keines der beiden Modelle gréBere Termabstande nach Be- 
setzungszahlen (jenseits® von 20), die den empirisch vorliegenden magic numbers 
entsprechen wiirden; das Oszillatormodell wiirde die Zahlenfolge (1a) fortsetzen; 
nach dem Potentlaitopfmodell waren Schalenabschliisse bei 34, 58, 92 zu er- 
warten. Auch durch Interpolation zwischen beiden Termfolgen (isotrope An- 
harmonizitat des Oszillators) ist die Folge der magic numbers nicht zu gewinnen. 
ELSASSER [1] schlug deshalb vor, die Termfolge des Potentialtopfes so zu ver- 
tauschen (in Abhangigkeit von der Gesamtzahl der Nukleonen), daB man die 
magic numbers erhalt, vgl. [3], was von NoRDHEIM [8] und FEENBERG und 
HAMMACK [7] erneut versucht wurde, wobei die letzteren die von ELsassER [1] 
angedeutete modellmaBige Begriindung®* fiir ein solches Verfahren ausfihrlicher 
diskutierten. 

Wir mochten hier eine uns natiirlicher erscheinende Erganzung des 
Modells vorschlagen, die, ohne zusatzliche ad-hoc-Annahmen, genau 
bei den empirisch vorliegenden magic numbers _,,Schalenabschliisse“‘ 
liefert, namlich die Annahme einer starken energetischen Kopplung 
zwischen Spin- und Bahnmoment des Nukleons und dementsprechend 
eine j-j-Kopplung der Nukleonen untereinander. 

Ein Term mit dem Bahndrall / - % ist in jedem zentralsymmetrischen 
Feld 2(2/+41)-fach entartet; durch die Spin-Bahn-Kopplung spaltet 
er auf, je nach der Orientierung des Spins, parallel oder antiparallel 
zum Bahndrall, in einen 2(/+1)-fach entarteten Term mit dem Gesamt- 
drall 7 =/+} und einen 2/-fach entarteten Term mit 7 —/—4. In der 
Elektronenhiille besteht die /-s-Kopplung in der Wirkung des durch 
die Bahnbewegung erzeugten Magnetfeldes auf das magnetische Elek- 
tronenmoment und fiihrt zu der nur geringen Feinstrukturaufspaltung 
der Spektralterme, die klein ist gegeniiber dem Termabstand fiir ver- 
schiedene /. Jedoch kann im Kern das YuKawa-Feld selbst solche 


1 Die Offnungsweiten der Parabel (entsprechend dem Reziproken der Frequenz 
@, des isotropen Oszillators) wird natiirlich, ebenso wie der Radius R im Modell 
des Potentialtopfes, mit der Nukleonenzahl kontinuierlich anwachsen. 

* Vel. z. B. den zusammenfassenden Bericht [3], insbesondere dort Fig. 8. 

* Bis zu 20 folgt aus beiden Modellen iibereinstimmend ein groBer Term- 
abstand nach den Besetzungszahlen 2, 8 und 20. 

4 Verringerung der Nukleonendichte in der Kernmitte infolge der CouLoms- 
schen AbstoBung, geringeres Potential und energetische Benachteiligung der 
Terme mit niedrigstem Bahndrall (Tauchbahnen). 
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Spin-Bahn-Kopplung vermitteln; sie wird sogar gefordert durch den 
Austauschcharakter der Kernkrafte [10] und ist z.B. fiir das Quadru- 
polmoment des Deuterons verantwortlich. Diese Spin-Bahn-Kopplung 
k6énnte fiir nukleonenreiche Kerne sehr betrichtlich sein, eine quanti- 
tative Abschatzung ist noch nicht erfolgt!, wir méchten aber nach 
dem nachstehend Mitgeteilten gerade ein empirisch begriindetes Kri- 
terlum einer richtigen Feldtheorie der Kernkrafte darin sehen, dab 
sie die Spin-Bahn-Kopplung in der geforderten GréBe liefert. Es 
braucht sich dabei nicht um eine direkte Wechselwirkung des Bahn- 
moments des betreffenden Nukleons mit seinem Spin zu handeln, 
sondern das Feld, mit dem die iibrigen Nukleonen wirken, wird ver- 
schieden sein, je nachdem, ob Spin und Bahn parallel oder antiparallel 
zueinander stehen. 

Wir nehmen also an, daB jeder Term mit dem Drehimpuls/ aufspaltet 
in zwei Terme mit 7 =/-+-!, wobei die Aufspaltung um so gréBer sein 
wird, je groBer / ist. Die so resultierende Termfolge haben wir im Mittel- 
teil der Fig. 1 schematisch eingezeichnet. Dabei haben wir den un- 
aufgespaltenen /-Term in die Mitte zwischen den Termlagen der Extrem- 
falle des Oszillator- und Potentialtopfmodells gelegt, und die Terme 
mit 7 =/+4 symmetrisch nach unten bzw. oben verschoben?; auBer 
dem j-Wert sind die Multiplizitaten 27-+1 bei jedem resultierenden 
Term angeschrieben. Die Aufspaltungen haben wir etwa proportional 
mit 7 anwachsen lassen und sie der Ubersichtlichkeit halber so klein 
gewahlt, daB keine Uberschneidungen vorkommen; vermutlich sind 
die Aufspaltungen noch gréBer (woftir starke empirische Anzeichen 
vorliegen, vgl. unten § 2), so daB die Terme 5 gg. und 34), nahe bei- 
einander liegen, und auch die Terme 5 g,,. und 4d,). sich in der Reihen- 
folge vertauschen kénnten ; Entsprechend °s gilt fiir den Term 6/,,,.. Ganz 
sicher wird der Term 77,3. weit unter die vorangehenden p- und f/-Terme 
verschoben, wie in Fig. 1 durch den punktierten Pfeil angedeutet. 


Man erkennt unmittelbar aus der Figur, daB groBe Termabstande 
resultieren bei Gesamtbesetzungszahlen, die mit den empirischen magic 
numbers tibereinstimmen (in Klammern rechts neben die betreffenden 
Terme geschrieben), sowie, daB die Termabstande um so gréBer aus- 
fallen, je groBer die betreffenden Besetzungszahlen sind. 

Es sei daran erinnert, daB die Fig. 1 nur die relativen Termlagen charak- 


terisiert; der Ma®stab der Ordinaten schrumpft bei zunehmender Teilchenzahl 
Z+N=A — entsprechend der Zunahme von R (im Mittel proportional mit A}) 


1 Inzwischen hat H. Gaus, Gottingen, gezeigt, daB Spin-Bahn-Kopplungen 
mit den erforderlichen Termaufspaltungen nach der YuKAwa-Theorie tatsachlich 


zu erwarten sind. Z. Naturforschg. 4a, 722 (1949). 
2 Parallele Spin-Bahnmoment-Einstellung soll zu dem tieferen Term (groBere 


- Bindungsenergie) fiihren. \ 
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auf der rechten Ordinatenseite, bzw. entsprechend der Abnahme von o auf der 
linken Ordinatenseite —, so daB die Bindungsenergie je Nukleon im Mittel nur 
von etwa 9 MeV auf etwa 6 MeV abnimmt. 
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Pig. 1. Termschema eines Nukleons. Linke Seite, ftir den Fall des Parabelpotentials; rechte Seite fiir 

das Kastenpotential; in der Mitte fiir den Potentialverlauf im Kern (Mittelding zwischen Parabel- und 

Kastenpotential). Die ganzen Zahlen geben die Besetzungszahlen des Niveaus an, Die eingeklammerten 

Zahlen bedeuten die Summe der Besetzungszahlen, also die Zahl der Protonen bzw. der Neutronen, die 

bis zu der betreffenden Stelle untergebracht werden kénnen. Ein Schalenabschlu8 liegt vor, wenn der 

Schritt zum nachsten Term besonders groB ist. Die halbzahligen Werte geben den Gesamtdrehimpuls 
j7=l+:s eines Nukleons in dem betreffenden Niveau an. 


Die Interpolation zwischen den Extremfallen Oszillator bzw. Potentialtopf 
sollte man in Fig. 1 besser ,,schrage‘‘ vornehmen; bei kleinen Nukleonenzahlen 
ist sicher das Oszillatormodell eine bessere Naherung, bei hohen Nukleonenzahlen 
dagegen der Potentialtopf. Nur der Ubersichtlichkeit halber haben wir von dieser 
Art der Zeichnung abgesehen; die Termabstainde wiirden dann zum empirischen 
Material noch etwas besser passen als nach der Fig. 4. 
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SchlieBlich versteht man auch den ,,Bruch“ in der Folge der magic 
numbers: Solange die Drehimpulse klein sind, ist die Spin-Bahn- 
Aufspaltung noch gering, und deshalb resultieren bis zur Besetzungs- 
zahl 20 die Schalenabschliisse aus der Termordnung nach Bahndreh- 
impulsen, wadhrend jenseits davon die Termordnung nach dem Gesamt- 
drall 7 =/+4 maBgebend wird. 

Je nachdem, ob der erste /-Term (4/) schon starker oder weniger 
stark aufgespalten ist, wiirde die Besetzungszahl 28 mehr oder weniger 
markant als Schalenabschlu8 hervortreten; die Stabilitat des Kernes 
39a, der in der Tafel der stabilen Kerne! stark aus dem normalen Trend 
herausfallt, deutet auf eine Auszeichnung von 28 hin, noch mehr vielleicht 
der Umstand, daB 3}Ca** um einen Faktor 60 haufiger ist als sein Iso- 
top 5,Ca**®, das dem Minimum der Gamowschen Rinne viel néher liegt 2. 

Da8B die entsprechende Aufspaltung des nachsten /-Terms (5/) 
nicht einen gleichen Schalenabschlu8 bei der Neutronenzahl 100 zur 
Folge hat, liegt an der im vorletzten Absatz erwahnten Schrumpfung 
der Termabstande mit zunehmendem Kernradius, sowie vermutlich 
an einer Uberschneidung der Terme 5f,,. und 7745). 

Wenn die Aufspaltung bereits des 3d-Terms etwas starker ware 
als in Fig. 1 gezeichnet, wiirde das eine Auszeichnung des Kerns {4Si"* 
zur Folge haben, der sich in der Tat in seiner Haufigkeit gegeniiber 
seinen Nachbarkernen etwas heraushebt und auch nach den Massen- 
werten der leichten Kerne [11] eine relativ gréBere Bindungsenergie 
zu haben scheint, als die benachbarten Kerne; vgl. dazu auch FuB- 


note 4, S. 295. 


§ 2. Kerne mut unabgeschlossenen Schalen. Gesamtdrehompuls 
und magnelische Momente. 


Dem Modell, das die ,,magic numbers“ so zwanglos deutet, wird 
man doch erst einige physikalische Realitat beizulegen geneigt sein, 
wenn es gestattet, auch die Grundzustande der Kerne mit anderen 
Nukleonenzahlen zu deuten bzw. vorherzusagen. Unter diesem Gesichts- 
punkt sollen im folgenden die empirischen Daten diskutiert werden. 


1 Wir schreiben im folgenden an das chemische Symbol links unten die Pro- 
tonenzahl Z, links oben die Neutronenzahl N und rechts oben die Massenzahl 
A=Z+N, also z. B. 7H? fiir das Triton. 

2 Vielleicht 14Bt sich durch die Auszeichnung von 28 auch die merkwiirdige 
groBe Haufigkeit von 3¢Fe verstehen. Fiir das Zustandekommen der Element- 
verteilung ist nicht allein die Bindungsenergie der betreffenden Kerne maBgeblich, 
sondern weitere Bestimmungsstiicke der Kinetik des Entstehungsprozesses. Nun 
ist es sehr wohl denkbar, da® primar der Kern 3{Ni® sehr bevorzugt gebildet 
wurde (kleine Einfangquerschnitte fiir Protonen und Neutronen), der sich erst 
nachtraglich durch zwei f-Prozesse in das energetisch stabilere wre umge- 
wandelt hat. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 128. 20 


302 Otto HaxeEL, J. H. D. Jensen und Hans E. Sugss: 


Die Erfahrungstatsache, daB-ohne Ausnahme alle Kerne mit gerader 
Protonen- und gerader Neutronenzahl keine Momente aufweisen, wird 
man in diesem Modell nicht [3] und [5] als Abschlu8 von ,,Zweier- 
schalen‘’ deuten, sondern als eine Tendenz paariger Nukleonen im 
gleichen Quantenzustand, ihre Drehimpulse antiparallel auszurichten. 
Eine eindeutige Festlegung des Grundzustands der Kerne mit ungerader 
Protonen- bzw. Neutronenzahl ergibt sich dann durch die zusatzliche 
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Fig. 2a u. b. Kernspin und Nukleonenzahl. Auf der Abszisse ist die Protonenzahl (Fig. 2a) bzw. Neu- 

tronenzahl (Fig. 2b) aufgetragen. Alle Kerne mit ungerader Nukleonenzahl, deren Spin experimentell be- 

kannt ist, sind durch vertikale Striche markiert. Die Lange der Striche gibt die GréBe des Kernspins an. 

Die Kerne mit ungerader Protonen- und gerader Neutronenzahl sind in Fig. 2a, die mit ungerader Neu- 

tronen- und gerader Protonenzahl in Fig. 2b eingezeichnet. Die eingezeichnete treppenférmige Kurve 

gibt den Verlauf der Spins wieder, wie er bei idealer Aufeinanderfolge der Terme sich ergeben wiirde. Die 
Bedeutung der Pfeilspitzen s. Text § 2 (magnetische Mcmente), 


Annahme, daf das Gesamtmoment des Kernes durch das unpaarige 
Teilchen geliefert wird und identisch ist mit dem Moment seines Quanten- 
zustands!. 

Kernspins. Aus der Termfolge der Fig. 1 ergeben sich so fiir die 
Drehimpulse der ungeraden Kerne die in den Fig. 2a (ungerades Proton) 
bzw. Fig. 2b (ungerades Neutron) durch den ausgezogenen Linienzug 
angedeuteten Erwartungswerte. Die empirischen Kernspins sind durch 
vertikale Striche markiert (wegen der Pfeilspitzen vgl. unten, magneti- 


1M. G.-MaveR (FuBnote 4, S. 295) hat gezeigt, daB beide Voraussetzungen, 
d.h. Momente = 0 bei gerader Teilchenzahl bzw. Kernmoment = Moment des 
nicht aufgefiillten Terms bei ungerader Teilchenzahl, sich begriinden lassen, wenn 
man zusatzlich zur Wechselwirkung des ,,Leuchtnukleons‘‘ mit dem , Rumpf*‘ 


noch eine plausible Wechselwirkung zwischen den Nukleonen der nicht voll auf- 
gefilllten Schale annimmt. 
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sche Momente). Wo zwei ungerade Isotope vorlegen (gleiches un- 
gerades Z, verschiedene gerade N), haben wir die empirischen Spins 
dicht nebeneinander eingezeichnet, fiir das leichtere Isotop links, fiir 
das schwerere Isotop rechts. Entsprechend in Fig. 2b fiir Kerne mit 
gleichem ungeradem N und verschiedenem geradem Z. 

Im allgemeinen fiigen sich die empirischen Werte gut in das Schema 
ein, insbesondere liegen die hohen Momente, soweit sie empirisch vor- 
kommen, an den erwarteten Stellen. Wieweit sich Abweichungen auf 
Grund des Modells noch verstehen lassen, bzw. was man daraus be- 
zuglich der Niveaufolge ablesen kann, soll im itibernichsten Absatz 
besprochen werden. 


Magnetische Momente. Wegen des anomalen magnetischen Moments 
des Protons sind bei vorgegebenem Gesamtdrallj gréBere (bzw. kleinere) 
magnetische Kernmomente zu erwarten, je nachdem ob j aus einer 
Parallel- (bzw. Antiparallel-)Einstellung von Bahndrall und Spin 
resultiert [12]. Dementsprechend haben wir aus den magnetischen 
Momenten ermittelt, welche Spin-Bahn-Einstellung dem Term entspricht 
und dieses durch die Pfeilspitzen (nach cben bei paralleler Einstellung, 
nach unten bei antiparalleler Einstellung) gekennzeichnet. Durch das 
Zeichen (+) bzw. (—) tiber den Abschnitten der ausgezogenen Treppen- 
kurve haben wir nochmals angegeben, welche Einstellung aus dem 
Modell fiir den betreffenden Term folgt. Ganz das Analoge gilt fiir die 
Kerne mit unpaarigem Neutron, Fig.2b. Fast durchgangig liegt 
Ubereinstimmung vor; die ganz wenigen Abweichungen sollen hernach 
einzeln besprochen werden. 

Ungerade Protonenzahlen. Wir beginnen mit den Protonenzahlen 
jenseits Z = 20, wo sich die Eigentiimlichkeiten des Modells besonders 
deutlich herausheben. Zunachst wird der Term 4f,,. (/=3, parallele 
Einstellung) aufgefillt!, bis Z=27 (Kobalt). Die starke Spin-Bahn- 
Aufspaltung des f-Terms ist daran erkenntlich, daB jenseits von Z = 28 
(ogCu, 3:Ca, s3As, 3,Br) nicht etwa f;).~Terme auftreten, sondern zunachst 
die p3).-Terme besetzt werden. Die Termaufspaltungen in Fig. 1 hatte 
man also richtiger so groB zeichnen sollen, daB der Term 33). unter 
4fs. zu liegen kommt. 

Beachtlich ist der Umstand, daB der Term 3). (Multiplizitat 4) 
Ofter auftritt, als seiner Multiplizitat entspricht ; man wiirde ihn zunachst 
nur bei zwei ungeraden Protonenzahlen erwarten, wahrend er bei Z = 29, 
31, 33, 35, 37 vorgefunden wird; umgekehrt tritt der /;,.-Term seltener 


1 Der Spin 5/2 beim }?Mn™ ist nach dem neubestimmten [13] magnetischen 
Moment m= 3,45:sicher ein d;),- und nicht ein f;).~Term und gehdrt der tiefer- 
liegenden, bei Z = 20- aufgefiillten Schale an. Sein Auftreten an dieser Stelle 
gehért zu den wenigen Fallen, die einer Erklarung durch ein HarTREE-Modell 
Schwierigkeiten machen (s. unten). 

20* 
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bei ungeraden Protonenzahlen auf, als seiner Multiplizitat entspricht. 
Diese Tatsache, die fiir jedes Modell relevant ist, laBt sich leicht so 
verstehen, da8 fiir ein einzelnes Nukleon zwar der Term #3), tiefer liegt, 
da® aber fiir ein Nukleonenfaar eine gréBere ,,Paarungsenergie’ im 
Zustand mit dem grdéBeren 7 hinzukommt, so daB, beim sukzessiven 
Einbau der Protonen, das 29. Proton im Zustand f  angelagert wird, 
beim Einbau des nachsten aber beide, das 29. und 30. Proton, sich 
im Zustand f,. paaren, so daB der Term p3). wieder ganz frei wird; hier 
lagert sich dann das 31. Proton an, und so fort. 

Der Term 3,2 mit antiparalleler Spin-Bahn-Einstellung wird er- 
wartungsgemaB beim 2?Y*’ besetzt. Darauf folgt die Auffiillung der 
Gruppe 5 9. zwischen Z =41 und Z=50. Auch hier wird gelegentlich 
(bei den Ag-Isotopen) ein Proton aus der 3 $4)9-Schale heraufgeholt zur 
Paarung mit einem ungeraden Proton in der 5 g99-Schale, so daB der 
Kern das Gesamtmoment j =1/2 und kleines magnetisches Moment erhalt. 

DaB solches ,,Umpaaren‘‘ in unregelmafiger Folge geschieht, wird 
man durchaus erwarten, wenn man sich daran erinnert, in wie kaprizidser 
Weise in der Elektronenhiille haufig die Folge der Grundzustande von 
Element zu Element in den Bereichen zwischen den abgeschlossenen 
Schalen wechselt, obwohl dort die Termabstande relativ viel gr6Ber sind. 

Jenseits von Z=50, wo der Term 525. aufgefiillt ist, wiederholt 
sich das jenseits von Z = 28 besprochene Wechselspiel zweier benach- 
barter Terme, hier 5 g,). und 4d;,., woraus wieder zu entnehmen ist, daB 
r/o Welt VON gy» getrennt legen muB. 

Eine Schwierigkeit bieten die Isotopen des ,,Eu, die beide den 
Spin 5/2 haben, aber um etwa einen Faktor 2 verschiedene magnetische 
Momente. Dem leichteren Isotop *$Eu’”! wiirde man den zu erwartenden 
Term 4d;). zuordnen, wahrend man dem schwereren Isotop *?Eul* 
wegen des kleinen magnetischen Moments antiparallele Spin-Bahn- 
Einstellung, also einem 5/;).~Term zuordnen méchte. Ein solcher Term 
ist aber in diesem Bereich der Besetzungszahlen nicht vorhanden. 
Moglicherweise ist jedoch hier das kleine magnetische Moment durch 
eine besonders starke Polarisation des Kernrumpfes bedingt (vel. 
unten § 3). 
re Det Spin 3/2 (Term 4d5)9) tritt erstmalig erwartungsgemaB beim 
ost b””, nach dem Auffillen der 4d5).- und 5 gz/.~Schalen (Z = 64) wieder 
auf. Jedoch tritt vom (*Ho' an eine Umgruppierung ein. Offenbar 
beginnt hier schon die Auffiillung des Terms 6/44). durch Nukleonen- 
paare, wobei jeweils ein Nukleon zur Paarung aus dem vorangehenden 
5 87j2- Term heraufgeholt wird, so daB der Kern den Spin des ungepaart 
zuriickbleibenden 5 g,/.-Protons annimmt. Auf diese Weise wiederholt 
sich zwischen Z = 64 und 82 noch einmal die jenseits Z =50 begonnene 
Folge der Grundzustande. 
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Die vorausgesetzte starke Paarungstendenz von Nukleonen mit 
sehr hohem Drall macht es verstandlich, daB kein ungerader Kern 
im Grundzustand mit dem Spin 11/2 vorkommt, wohl aber in isomeren 
Zustanden. Dafiir, daB die Auffiillung des 6h,,).-Niveaus in der Gegend 
von Z—=64 beginnt, liefert auch die Verteilung der Isomerien einen 
deutlichen Hinweis, vgl. unten. Im Gegensatz zur schematischen Fig. 4 
muB man also die Aufspaltung des 6/-Terms so stark annehmen, daB 
der Term 6/4). in den Bereich des aufgespaltenen 4d-Terms kommt. 
Das Auftreten des Spins 9/2 mit kleinem magnetischen Moment beim 
Ngsbi” (Term 6/95) zeigt, daB dieser Term nicht mit 5f,)) sich iiber- 
schneidet; man wird daraus entnehmen, da8 fiir solche nukleonen- 
reichen Kerne das Potentialtopfmodell schon eine bessere Approximation 
darstellt, in dem die 6/- und 5/-Niveaus weiter getrennt liegen als 
beim anharmonischen Oszillator (vgl. Fig. 1). 

Ungerade Neutronenzahlen. Uber die Spins und magnetischen 
Momente solcher Kerne ist das empirische Material wesentlich sparlicher 
(Fig. 2b), so daB es keine ebenso biindige Priifung des Modells gestattet. 
Bis tiber N =50 hinaus entsprechen die Momente fast durchweg den 
Momenten der Kerne mit den gleichen ungeraden Protonenzahlen. 
Jenseits davon scheinen kleinere Drehimpulse bei den Kernen mit 
unpaarigem Neutron haufiger vorzukommen als bei unpaarigem Proton. 
Das mag daran liegen, daB die CouLomBsche AbstoBung das Anlagern 
von Protonen in den duBeren Bezirken des Kerns begiinstigt, also 
hdhere Drehimpulse, wahrend fiir die Neutronen eine solche Benach- 
teiligung der kleineren Drehimpulse (Tauchbahnen) nicht vorliegt. 

Unter den neutronenreichen Kernen pa8t nur '3Yb'” mit dem 
Spin 5/2 und negativem magnetischen Moment (parallele Spin-Bahn- 
Einstellung) nicht in das Schema, weil man nach den empirischen 
Daten einen d;,.-Term annehmen miiBte, wahrend fiir 7 =5/2 in diesem 
Bereich nur ein /;,.-Term zur Verfiigung steht. Falls hier nicht ein Irrtum 
in den experimentellen Daten (entweder j =3/2 bzw. 7/2 statt 5/2 
oder anderes Vorzeichen des magnetischen Moments) vorliegt, konnte 
man das magnetische Moment allenfalls auf eine besonders groBe 
, Polarisation‘‘ des Rumpfes zuriickfihren, fiir die auch das exzeptionell 
groBe Quadrupolmoment von '%jYb’” spricht (s. unten § 3). 

Leichte Kerne. Unterhalb Z=20 (bzw. N=20) haben die Kerne 
mit ungerader Neutronenzahl ganz die entsprechenden Momente wie 
die Kerne mit der gleichen ungeraden Protonenzahl!. Wir konnen uns 


1 Insbesondere hat ayes einen Drall 3/2 und negatives magnetisches Moment 
(parallele Spin-Bahn-Einstellung) entsprechend zu *Na?8; nach freundlicher 
persénlicher Mitteilung von E. Rassmussen und J. Kocu, Kopenhagen. Ganz 
besonders interessant ware die Frage, ob die bislang noch nicht bestimmten 
Momente von $017 denen von "}F1% entsprechen. 
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deshalb auf die Diskussion der letzteren beschranken. Zwischen Z = 14 
und Z—20 treten die nach dem Modell (Fig. 1) zu erwartenden 
Momente auf, wobei der Term 251). tiefer liegt als der Term 3 d5)9. Sein 
Auftreten schon beim ‘$F’ deutet darauf hin, daB er sogar schon mit 
dem Term 3d; konkurriert (jedenfalls solange dieser nicht schon mit 
einem Protonenpaar besetzt ist). Wir méchten daraus entnehmen, daB 
bei diesen nukleonenarmen Kernen, bei denen im Zentrum noch nicht 
die ,,Sattigungsdichte der Nukleonen” erreicht ist, die ,, fauchbahnen“ 
noch starker begiinstigt sind, als es nach dem Oszillator- und dem 

Potentialtopfmodell zu 


Tabelle 1. erwarten ware. 
a eer Proton | Neutron Beidiesen leichtesten 
a ys Z : ea 
| accent ae Kernen mit niedrigen 
1 er 
ay 8 ? 0,82 pi See Lae d 
510 3 44 80 Pais 2Pajs einzelnen ukleonen 
mu | 4 +0,40 Apia Wepin scheint wberhaupt die 
tN a2? 3 +1,75 2Ps2 | Pale Grenze des Modells 
cls 2 25y2 | 3dg/2 mit ausgesprochener 7-7- 
: pes Me asa Kopplung zu liegen. Der 
ye 4 — 1,29 25yj2 | 4hae Spin 3/2 mit groBem 
mCP i 3,8 5847/2 Oder 5Sfr/z : 
é magnetischen Moment 
oder gréBer 4dsip | 6hgis Pu begcsa 
oder! beim ;,Na™, dem man 


einen 3/-Term zuord- 
nen miBte, fiigt sich ganz schlecht in das Modell ein, da die 23/.-Schale 
bereits bei Z =6 aufgefiillt sein sollte und es schwer verstandlich ist, 
wie bei Z=11 ein Proton aus dieser Schale zur Paarung mit einem 
Nukleon der d;).-Gruppe heraufgeholt werden sollte. Dieser Kern, 
Na”, und der ganz entsprechend gelagerte Fall beim 3°Mn” bilden 
die beiden ernstlichen Schwierigkeiten fiir das vorgeschlagene Modell; 
vgl. dazu FuBnote 4, S. 295, § 8. 


Von Z=8 abwarts entsprechen alle Kernmomente wieder der 
modellmaBigen Erwartung, was aber nicht als sehr gewichtig angesehen 
werden kann, da in diesem Gebiet auch andere Modelle die gleichen 
Erwartungswerte fiir die Momente liefern wiirden; vgl. [3] bis [6]. 


Doppelt ungerade Kerne. Es gibt nur wenige Kerne mit zugleich 
unpaarigem Proton und unpaarigem Neutron, fiir die mechanisches und 
magnetisches Moment bekannt sind (Tabelle 1). Im HARTREE-Modell 
wiirde man diese Momente als Resultierende der Momente der beiden 
unpaarigen Nukleonen deuten wollen. Die Zuordnung ist nicht ein- 
deutig médglich. Als Gegenstiick zur Annahme der Paarungstendenz 


1 Mit dem Niveauschema der Fig. 1 und 2 sind noch weitere Kombinationen 
vertraglich, die additiv zu einem Gesamtdrall 7 # oder dariiber fiihren. 
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gleicher Nukleonen zum Gesamtmoment Null kénnte man voraus- 
setzen, daB ungleiche Nukleonen sich zu einem méglichst groBen Drall 
koppeln. Dann wiirde man fiir die Zustande der einzelnen Nukleonen 
die in Tabelle 1 aaa Terme wahlen, die mit der Niveaufolge 
der Fig. 1 und 2 vertraglich sind!. Vorzeichen und GroBenordnung 
der magnetischen Momente ergeben sich richtig, wenn man die magne- 
tischen Momente fiir die einzelnen Niveaus empirisch aus den odd-even- 
Nachbarkernen entnimmt. Wegen anderer méglicher Zuordnungen 
vel. FuBnote 4, $.295, [7], [8] und [14]. 
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Fig. 3. Isomerie und Nukleonenzahl. Auf der Abszisse ist die Protonenzahl bzw. Neutronenzahl aufge- 
tragen. Kerne, von denen ein isomerer Zustand bekannt ist, sind durch vertikale Striche markiert, und 
zwar oben diejenigen mit ungerader Protonenzahl und unten diejenigen mit ungerader Neutronenzahl. 
Isomere Zustande sind dann zu erwarten, wenn energetisch benachbarte Terme groBe Drehimpuls- 
unterschiede aufweisen. Dies ist kurz unterhalb der magischen Zahblen (28, 50, 126) der Fall, 
nicht aber oberhalb derselben. 


Isomerien. Die schematische Niveaufolge der Fig.1 und 2 zeigt, 
daB bei Z oder N = 40, 70 und 112 Terme mit groBem und solche mit 
kleinem Drall dicht beieinander liegen, wahrend jenseits der Besetzungs- 
zahlen 50, 82 und 126 die Terme mit groBem Drall von denen mit 
kleinem Drall energetisch weit getrennt sind. Da das Auftreten meta- 
stabiler Niveaus (Isomerie) an groBe Dralldifferenz zwischen dem 
Grundzustand und den tiefliegenden Anregungszustanden gebunden 
ist [15], muB man also haufiges Auftreten von Isomerien vor den magic 
numbers erwarten, dagegen keine Isomerien bei Besetzungszahlen 
hinter den Schalenabschliissen. Das wird durch das empirische Material 
durchaus bestatigt. In der Fig. 3 haben wir — iiber der ungeraden Pro- 
tonen- (bzw. Neutronen-)Zahl als Abszisse — zunachst die Treppenkurve 


1 DaB beim 3Li® Proton und Neutron im 2f,/.-Zustand waren, muBte dann 
auf ihre orp tueiecenerae zuriickgefiihrt werden; die Spin-Bahn-Aufspaltung 
des niedrigsten p-Terms ist wegen der kleinen Gesamtzahl der Nukleonen ver- 


mutlich noch sehr gering. 
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der Fig. 2 noch einmal eingezeichnet und daritber fiir ungerade Z 
(darunter fiir ungerade N) durch vertikale Striche die bekannten 
Isomeriefalle [16], [17], bei Kernen ungerader Massenzahl mar- 
kiert. Auf den Abszissen haben wir die zugehdrigen ungeraden Z- 
bzw. N-Werte angegeben und den Strichen die geraden Neutronen- 
zahlen beigefiigt. 

Das Beginnen der zweiten Isomeriehaufung bei N = 63 bestatigt, 
wie oben aus den Kernspins erschlossen wurde, daB die Auffiillung 
des 6/4).-Niveaus bei Z = 64 beginnt; der 6/,;).-Term in der schema- 
tischen Fig. 1 also in den Bereich des aufgespaltenen 4d-Terms gelegt 
werden muB. Ebenso folgt aus dem Auftreten der Isomerie bei N = 99, 
daB der Term 72,5;2 unter 5/;,. liegen muB. 

Beachtlich scheint uns vor allem-das scharfe Aufhdren der Isomerien 
hinter den magic numbers. Wir mdéchten darin eine besondere Bestati- 
gung der starken Spin-Bahn-Aufspaltung sehen. Nach dem Modell darf 
z. B., obwohl *33Bi? einen Spin 9/2 % und die vorangehenden ,,TI- 
Isotopen einen Spin 41/24 aufweisen, doch keine Isomerie beim '<$Bi" 
auftreten, weil die Niveaus 3s). und 6h. weit getrennt liegen. Das 
Entsprechende gilt fiir die ungeraden Isotopen von ,,Sb, 53J, 55Cs 
usw., und fiir die ungeraden Neutronenzahlen jenseits von 50, 82 
und 126. 


Aus der empirischen Bestimmung des Verbotenheitsgrades der 
betreffenden isomeren Uberginge und der Dralldifferenz ergibt sich 
eine scharfe Kontrolle unserer Zuordnung von Bahndrehimpulsen zu 
den betreffenden Termen (parity), vgl. dazu FuBnote 4, S. 295, § 6. 


fp-Umwandlungen. Eine umfangreiche Kontrolle unserer Term- 
zuordnungen gestattet das empirische Material iiber die S-Ubergange 
zwischen Kernen mit ungeraden Massenzahlen. Eine ausfiihrliche 
Diskussion der Daten unter solchem Gesichtspunkt findet sich in [7] 
und [8]. Da die zitierten Autoren sich hierbei auf die empirischen 
Werte der Momente der stabilen ungeraden Kerne stiitzen, gelten 
(unabhangig von ihrer speziellen Termzuordnung fiir die magic num- 
bers, die von der hier vorgeschlagenen wesentlich abweicht), doch ihre 
Uberlegungen betreffs f-Ubergange unverdndert! auch im Rahmen 
unseres Modells, das eben die empirischen Niveaus zwanglos erklart. 
Eine nochmalige Diskussion der f-Uberginge eriibrigt sich deshalb an 
dieser Stelle?. 


1 Wir méchten bei dieser Gelegenheit Herrn L. W. NorDHEIM unseren herz- 
lichen Dank aussprechen fiir viele anregende Diskussionen tiber diesen Gegenstand 
im Sommer 1949. 


2 Vgl. auch eine angekiindigte Arbeit von S. MoszKowsk1, Phys. Rev., in 
Vorbereitung. : 
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§ 3. Grenzen des Modells. 


Hinweise darauf, da8 das Modell, trotz seiner Leistungsfahigkeit 
zur Ordnung der Grundzustande der Kerne, eine sehr grobe Naherung 
darstellt, geben die starken und unregelmaBigen Abweichungen der 
magnetischen Momente von den Scumript-Werten!, die sich ergeben 
wirden, wenn allein das unpaarige Teilchen das Moment lieferte. 


Wir méchten in unserem Bilde, in Ubereinstimmung mit Scumrpt [12] 
diesen Effekt als eine starke Polarisierbarkeit des aus den paarigen 
Nukleonen gebildeten Kernrestes beschreiben. Der Versuch [7], [8], 
den Grundzustand der unpaarigen Nukleonen aufzufassen als eine 
, Mischung‘ zweier Zustéande mit /=7-+4, dem Grundzustand also 
keine einfache ,,parity‘’ zuzuschreiben, ist nicht angangig, weil in 
unserem Modell die Terme mit gleichem 7 und um 1 verschiedenem / 
immer weit getrennt legen (vgl. Fig. 1). 


Die elektrischen Quadrupolmomente deuten ebenfalls auf eine sehr 
starke Polarisierbarkeit des Kernrestes hin. Wegen der Symmetrie 
(Drallfreiheit) des paarigen Kernrestes ware das Auftreten von Quadru- 
polmomenten bei Kernen mit unpaarigem Neutron ohne Annahme 
einer sehr starken Polarisierbarkeit des Kernrestes ganz unverstandlich; 
insbesondere der sehr groBe Wert 3,9-10 24cm? beim *3Yb**; dieser 
ist offensichtlich auf die gleiche Ursache zuriickzufiihren wie das 
anomale magnetische Moment dieses Kerns (s. oben § 2). Ebenfalls 
fiir Kerne mit unpaarigem Proton sind die Quadrupolmomente zu 
groB, als daB man sie allein auf die Unsymmetrie der Zustandsfunktion 
dieses einen Protons zuriickfiihren konnte. 


Das Vorzeichen der Quadrupolmomente steht dagegen in bestem 
Einklang mit dem Modell [18]. Unmittelbar hinter den magic numbers 


1 Vgl. To. ScumiDT [12]: 


w_ fG+1) +2041) —s (s +1) 


27 (j +1) nye 27 (j+1) ‘ 
] 


worin s = 4 und: 


GG 4) — } (bate 1) is (8,44) 


| Proton | Neutron 
| 
1 i (6) ee 
Bg gt 82597, = 3,827 \ Kernmagnetone 
Anders geschrieben: 
1 ‘ | 
P=! bps, es fiir j=lts, 
=} (aN a= ite ee 
Lae BA b> bs - 
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82, 50, 28, also bei gsBi, 53J, 51:Sb, egCu sind die Quadrupolmomente 
negativ! und werden bei zunehmender Schalenauffiillung positiv. 
Insbesondere das negative Vorzeichen des Quadrupolmomentes der 
beiden Isotopen von ,,Cl, nach Auffiillung des 3d5).-Niveaus bei Z = 14 
und des 2s,).-Niveaus bei Z=16, sche’nt uns eine gute Bestatigung 
der Termordnung von § 2 zu sein. 


Die bei mehreren Isotopenpaaren gleichen Spins sich wiederholende 
RegelmaBigkeit!, daB bei gréBerem Quadrupolmoment auch die Ab- 
weichungen der magnetischen Momente von den ScHMmiptT-Werten 
gréBer sind, weist darauf hin, daB die Ladungsdeformation des Rumpfes 
und die diamagnetische Polarisierbarkeit miteinander gekoppelt sind. 
Die Polarisierbarkeit des Rumpfes mu8 sehr empfindlich vom Kern- 
aufbau abhangen, wie das Anwachsen des Quadrupolmoments um 
einen Faktor 2 nur durch den Einbau zweier Neutronen bei den Isotopen 
Seu! — *Eu' zeigt. Eine parallel gehende besonders groBe magne- 
tische Polarisierbarkeit des (?Eu'’’ kénnte es,vielleicht gestatten, dem 
unpaarigen Proton doch den Term 4d;). zuzuordnen und damit diese 
eine ernstliche Schwierigkeit fiir das Modell wegzuinterpretieren. 


Diese Instabilitat im Kernbau beim Ubergang von 88 zu 90 Neutronen findet 
sich auch wieder im irregularen Verlauf des Isotopieverschiebungseffekts beim 
Samarium und Neodyn [19], [20]. Ihre Deutung im Termschema liegt vielleicht 
darin, daB bei N=90 die acht 5 f7/2-Zustande als geschlossene Schale an die 
§2-Schale angelagert werden ko6nnen, wahrend sich vorher der 6/,),-Term fillt, 
wofiir sich im ‘6Bi?® ein Hinweis findet. 


SchlieBlich sei noch angemerkt, daB eine modellmaBige Erklarung 
der exzeptionellen kosmischen Haufigkeit des Wolfram (Z =74) nicht 
gelungen ist, es gibt aber auch auBer der Haufigkeit kein anderes 
physikalisches Datum, das auf eine Auszeichnung der Nukleonenzahl 74 
hinweist. 
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Zur Beschreibung der positiven Saule 
bei niedrigen Drucken. 
Von 
TH. WASSERRAB. 
Mit 5 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 20. April 1950.) 


Eine Betrachtung der Bewegung von Ladungstragern in EntladungsgefaBen mit 
sehr niedrigem Druck (freie Weglange gro8 gegen Rohrdurchmesser) ergibt, daB 
fiir die Querbewegung andere GesetzmaBigkeiten gelten, als fiir die Langsbewegung. 
Fiir die Querstromung wird sodann, ausgehend von der TonKs-LANGMutr-Theorie, 
welche die Ionenbewegung als freien Fall im elektrischen Querfeld behandelt, 
eine Darstellung der wichtigsten KenngréBen der positiven Saule gegeben (Elek- 
tronentemperatur, Langsfeldstarke, Ionisierungsgrad usw.). Ein Vergleich mit 
bekannten MeBwerten ergibt gute Ubereinstimmung. 
AbschlieBend wird der Entionisierungsvorgang untersucht, der mathematisch 
durch eine Exponentialfunktion beschrieben werden kann, deren ,,Zeitkonstante“ 
jedoch selbst wiederum eine Zeitfunktion ist, da auch die Elektronentemperatur 
wahrend der Entionisierung absinkt. Fir tiberschlagige Abschatzungen kann man 
jedoch mit einer konstanten Elektronentemperatur (T_ ~ 2500° K) rechnen, 
wobei dann die Zeitkonstante nur mehr vom Rohrhalbmesser R abhangt: 


TS Bt Ono see cimim. 


Die Beschreibung der positiven Saule wurde bisher stets fiir den in 
Richtung der Achse des Entladungsrohres unbegrenzten Fall dargestellt, 
d.h. der EinfluB von Elektroden vernachlassigt. Fiir den Fall, daB 
die freie Weglange der Ionen sehr klein ist gegen den Durchmesser des 
Entladungsrohres (A, <2), hat W. ScHottKy [1] 1924 die bekannte 
Diffusionstheorie entwickelt, welche einen Sonderfall der allgemeineren 
Saulentheorie darstellt, welche TonKs und LANGMurR [2] 1929 ver- 
éffenthchten. Im Rahmen dieser allgemeineren Theorie wurden auch 
die Verhaltnisse bei sehr niedrigen Driicken behandelt, bei welchen die 
freie Ionenweglange sehr grof gegeniiber dem Rohrdurchmesser ist 
(A. >2R). Obwohl gerade dieser Fall technisch groBe Bedeutung 
besitzt, hat man in der Folgezeit fast ausnahmslos alle theoretischen 
Untersuchungen auf der ScHotrKyschen Diffusionstheorie aufgebaut, 
weil diese den Vorteil bietet, die Verhaltnisse in einer mathematisch 
sehr eleganten Weise zu beschreiben. Experimentelle Untersuchungen 
(z.B. G. MIERDEL [3]) haben jedoch den Giiltigkeitsbereich dieser 
Diffusionstheorie zunehmend eingeengt, so daB eine Beschaftigung mit 
der von Tonks und LANGMUIR aufgestellten Theorie fiir sehr niedrige 
Drucke, der sog. ,,Freifallsdule‘‘, immer dringlicher wurde. 
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Die Ursachen fiir die bisher so geringe Anwendung dieser Theorie 
liegen offenbar sowohl darin, daB ihre Ergebnisse nicht mit Hilfe von 
tabellierten Funktionen, sondern nur in Form von unendlichen Reihen 
dargestellt sind, als auch, daB bisher die fiir den praktischen Gebrauch 
wichtigen KenngréBen, wie Elektronentemperatur usw. nicht in der 
bei ,,ahnlichen“ Entladungen iiblichen Weise, namlich in Abhangigkeit 
von &- (Rohrdurchmesser mal Gasdruck) dargestellt worden sind. 
In der vorliegenden Arbeit soll diese Abhangigkeit ermittelt und 
graphisch dargestellt werden. 


1. Die Bewegung der Ladungstriger bei 1. >>R. 

Fir das Neutralgas kann sofort angegeben werden, daB die Wand- 
st6Be bei weitem die Zahl der gegenseitigen ZusammenstéBe der Molekiile 
im Volumen iiberwiegen wird. 

Fir Diffusionsvorgange in Richtung der Rohrachse wurde demgemaB 
von POLLARD und PRESENT [4] eine neue Beziehung fiir den Diffusions- 
koeffizienten abgeleitet: 


A She D=2h wf , 
welche im Vergleich zu der iiblichen Definition 


pe te D=1 2/3 


(w = mittlere Molekiilgeschwindigkeit) 


auch eine anschauliche Deutung zulaBt: In jedem Falle wird die bei 
der Bewegung zuriickgelegte mittlere freie Weglange betrachtet, die 
in dem einen Fall 2k und im anderen Fall 4 betragt. Unter Zugrunde- 
legung dieser Tatsache sind dann die beiden Ausdriicke sinngemaB 
einander vollig entsprechend. 

Fiir die Ladungstrdger liegen jedoch die Verhaltnisse vollig anders. 
Sobald eine Entladung in einem solchen Entladungsrohr geziindet ist, 
werden die erzeugten Elektronen vermége ihrer groBen kinetischen 
Energie an die Wand gelangen, welche als nichtleitend betrachtet wird, 
und diese negativ aufladen. Mit zunehmender negativer Wandladung 
wird jedoch eine abstoBende Wirkung auf nachkommende Elektronen 
ausgeiibt, so daB im weiteren Verlauf nur die energiereichsten Elektronen 
das Bremsfeld der Wandung zu itiberwinden vermégen und auf die 
Wand gelangen kénnen. Andererseits wird dieses elektrische Querfeld 
eine anziehende Wirkung auf die erzeugten Ionen ausiiben, derart, daB 
im stationdren Zustand der zur Wandung flieBende Elektronenstrom 
gleich dem Ionenstrom wird. Will man diese Verhaltnisse besonders 
anschaulich kennzeichnen, dann wird man fiir die Elektronen von einer 
Potentialmulde sprechen konnen, aus welcher die Elektronen nur bei 
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sehr groBer thermischer Geschwindigkeit herausgelangen, d.h. bis an 
die Wandung fliegen kénnen. Die Elektronen geringerer Geschwin- 
digkeit werden jedoch von dem elektrischen Querfeld wie von einem 
elektrischen Spiegel wieder gegen die Sdulenmitte zu reflektiert (Ein- 
fallswinkel — Reflexionswinkel) und sich tiberdies im elektrischen Feld 
so bewegen, wie es z.B. Stahlkugeln in einer etwas schrag geneigten 
Mulde mit groBer Oberflachenreibung tun wiirden. Danach erscheint 
es auch bei sehr niedrigen Drucken berechtigt, bei der Berechnung der 
Elektronenstromung den gleichen Beweglichkeitsansatz zu verwenden, 
wie er bei héheren Drucken iiblich ist, wenn man die Bewegung der 
Elektronen im elektrischen Langsfeld (gerichtete Bewegung) betrachtet. 
Fiir die Bewegung der Ionen gelten, wie schon erwahnt, die umgekehrten 
Verhaltnisse. Die Jonen bewegen sich auf einem Potentialwall und 
werden im allgemeinen vorzugsweise in Fallrichtung auf die Wandung 
zu stromen. Die Ionenbewegung wird man demnach im wesentlichen 
in bezug auf die Wandstrémung im elektrischen Querfeld zu unter- 
suchen haben, wahrend fiir die Entladungsstromung im elektrischen 
Langsfeld praktisch nur die Elektronen in Betracht kommen. 


2. Die Theorie der Freifallséule nach L. TonxKs und I. LANGMUIR. 


Im folgenden wird der Einfachheit wegen zuerst nur der ebene Fall 
(die Entladung brennt zwischen zwei parallelen Ebenen, deren gegen- 
seitiger Abstand 2d betragt) betrachtet: 


L. Tonks und I. LANGMuIR gehen in ihrer Theorie davon aus, da8 
sich alle lonen anfangs in Ruhe befinden und erst durch die Bewegung 
im elektrischen Feld eine von der durchfallenen Potentialdifferenz 
bestimmte Geschwindigkeit erlangen. 


i “1 .,, .. Zahl der erzeugten I 
Bezeichnet man mit N, das Verhaltnis ads) a es 


ui , mit 
olumen Zeit 
t die ,,Tragerlebensdauer‘’ und mit N_ die Elektronenkonzentration, 
so gilt bei Einfachionisation 

Niet es 

i 

Es bildet sich eine zur Wandung gerichtete Strémung mit der Ge- 
schwindigkeit v, aus, wobei die drtliche Dichte der Ionen an der Stelle x 
durch 


bestimmt wird. Die Geschwindigkeit v, erlangen die Ionen beim 
Durchfallen der Potentialdifferenz: 


imvi =e(V—V,). 


x 
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Die Dichteverteilung der Elektronen soll durch das BoLttTzMANNsche 
Gesetz 

N_=N_,exp(V/U_), 
wobei N_, die Elektronendichte in der Symmetrieebene (x0), U. 
das Spannungsadquivalent der Elektronentemperatur (U_ aajenk 
a5 Ae TE Volt/Grad} und V das Raumpotential bezeichnen, und der 


Potentialverlauf durch die Verteilung der positiven und negativen 
Ladungstrager nach dem Porssonschen Gesetz 


(€9 = Influenzkonstante = 8,86 - 107-14 Amp sec/V cm) 


bestimmt sein. Indem man obige Ausdriicke fiir die Tragerdichte in 
die Poissonsche Gleichung einfiihrt, erhalt man die fiir die Beschreibung 
maBgebliche Differentialgleichung 


: 
priee Sr é - 4 
AV——-N_,e¥U- 4 [N,<-4x=0. 
9 0 | Ug 
0 


ale se 
E 


. Mee '2eU neve 
welche nach einigen Substitutionen =| te -~ — iid und 


$=c x, wobei c eine reziproke Lange bedeutet , lautet: 


Ae a pete ViU_ 
ania a hae - zs) we z ~ ev ee aS / ae = Sa ds — 
ds* eN_y Cty 220) aes V 
U_ Be 


Quantitative Betrachtungen zeigen, daB das Produkt 


@(—V/U_) «&U_¢? 
dx” ENS, 


vernachlassigt werden kann. 


Indem c= 1 eae gesetzt wird (Ionisierung durch EinfachstoB), 
€ aS 


um einen dimensionslosen Ausdruck zu erhalten, erhalt man schlieBlich 
die Integralgleichung 
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Tonks und LancMuIR erhalten als Lésung fiir den Potentialverlauf 


2/V\ es eee el foes] 
s= 2 (1 )i[1—-0,333 (G-)— 0.033 (G—) — 0.0047 (5 
So = 10,4040, 
(sy entspricht dem gréBten Wert den der relative Plattenabstand im 


s-Koordinatensystem annehmen kann). 


av 
Ie = O,05155 
unter der obigen Annahme, daB die Jonisation nur im EinfachstoB 


erfolgt, gilt mit = =: = — . fiir das Plasmagleichgewicht die Gleichung 


OPTS 
berg LEE pinta es 
T ms sec | gre grad 
Damit kann nun leicht die Zahl der von einem Elektron je Zeiteinheit 
erzeugten Ionen in einer bestimmten Entladung errechnet werden. 
Fiir die Ionenstromdichte zur Wandung erhalt man 
Amp cm 


Jw = SoM OMe V = 40-10 FNS. Fy sn 5 


1 
grad? 


Fir ein kreiszylindrisches Entladungsrohr modifiziert sich die vorstehende 
Lésung wie folgt: 


s= (=) 1 oO 20005 = — 0,0260 G — 0,006 48 ()- . J 


i 
$= 0,722: (ga) = 1155; ho = 0,3500. 


Fir das Plasmagleichgewicht lautet die Gleichung: 


R Die ee 
2 =s,|/74 = 703,1 \r. cm 
sec Vgrad 


und fiir Langs- bzw. Querstro6mung erhalt man: 


Re NEG AL So Grad Ampem 


Entladungsstrom: 1 = 8,7 -10 jr Volt , 


wobei N_, wiederum die Elektronendichte in der Rohrachse und €, 
die Langsfeldstarke bezeichnen. 


Wandstromdichte: 


a= 8,787 10a ey Ne = die 


Ma 


“= = 39-1007 N_, |/T_ neg 
Grad? 
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Die Grenze zwischen Plasma und Raumladungsschicht an der Wand 
; Na = N_ ; 
ist durch — vn. ~~ 03 bestimmt. Daraus folgt fiir die Potential- 


differenz zwischen Mitte und Rand des Plasmas etwa T_/11600 Volt/Grad. 


3. Betrachtung der einzelnen Kenngréfen. 

a) Die Elekircnentemperatur. A.v. ENGEL und M. STEENBECK [5] 
haben fiir den Fall der Diffusicnssdule die Abhangigkeit der Elektronen- 
temperatur von Rohrhalbmesser und Gasdruck dadurch ermittelt, daB 
sie die Ladungstragerbilanz aufstellten. Sie gingen dabei von dem von 
T. J. Kitiian [6] abgeleiteten Ausdruck fiir die Ionisierung durch 
Elektronenst6Be aus: 


é U; 
N. £ a. ae 2 5,8 D 
pee Ee Ae ee ol ae Sey BOE 
N_ n* 909 aa Te U kT R 
| kT_ 
(N,, bezeichnet die Dichte der elektrisch neutralen Atome) 


und setzten ihn der von SCHOTTKY [1] berechneten Tragervernichtung 
infolge Rekombination an der Rohrwandung gleich (D, Koeffizient der 
ambipolaren Diffusion). Sie erhielten fiir Hg-Dampf die Gleichung 
é 7 
e aT_ 1 
~ ——= 1,4-40° (p R)? Torr cm~, 


ei ee 
| BE } é U,/kT_ 


welche haufig in der einfacheren Form 


ee 
- Rid 


= at ABO (p Js)*cl ore cin 


le U; 
| kT 
geschrieben wird. 

In Fig. 1 ist der Verlauf dieser beiden Gleichungen graphisch dar- 
gestellt. (Die exakte Lésung ist als volle, die Naherungslosung als 
punktierte Linie mit dem Hinweis 4, < R eingetragen.) 

In ahnlicher Weise kann man auch fiir die Freifallsaule eine Trager- 


bilanz aufstellen 


eU, 
\7 = RT- / 
N e = 2 en8 -03VT_ cm 
— N,- 5,9-10§ <1 4+ —____ | —_ = ie 3)/ = * 1 
N_ [e U; eU,jkT_ | sec R sec Grad? 
Meee 
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und erhalt damit bei A, => R fir die Bestimmungsgleichung der Elek- 
tronentemperatur 


= 0.210% < (pile) LOrie icine, 


Auch diese Gleichung wurde zahlenmaBig ausgewertet und gleichfalls 
in Fig.1 graphisch dargestellt. Da A, =A,,/p gilt und die mittlere 
Ionenweglange bei 1 Torr und 0°C: A,, 7-10 *cm betragt, er- 
halt man als Abgrenzung der beiden Giiltigkeitsbereiche: (R ~)Grenze = 
7AQ°* Torrmcms (Wie 
jedoch aus dem Verlauf 
der beiden Z7_-Kurven 
hervorgeht, wird man 


om 
So YB HOeES 
az 


+ 
| 
| 


Elektronentemperatur T_ 


70* | 4 ¢ Lop == 3°: One Lor gem 
5 | + MeBwerte von 8. Klarfeld (7) als genauere Giiltig- 
Ha nd Se te RG keitsgrenze betrachten 
ee Mi i I Td ce ete ed Canes y k6nnen.) 
TOS FIO 2 GG ga ty te ans aL In Fig. 1 sind auch 
R-p =Rohrradius- Damptaruck Torr-cm 


mae MeBwerte von T. J. K1L- 
Fig. 1. Die Abhangigkeit der Elektronentemperatur T_ von Gas- 
druck p (Quecksilbersattdampf) und Robrradius R. LIAN [6] und B. Krar- 


FELD [7], [8] eingetra- 
gen. Man erkennt, daB alle MeBwerte unterhalb der theoretisch er- 
mittelten Kurve fiir den Verlauf der Elektronentemperatur liegen. 
Da die Berechnung der Elektronentemperatur jedoch unter der An- 
nahme von Jonisation durch EinfachstoB erfolgte und dieser Fall nur 
bei sehr kleinen Stromdichten wirklich vorliegt, ist es verstandlich, 
daB sich bei héheren Stromdichten, wie sie bei den zitierten Messungen 
herrschten (3B. KLARBELD: 7=0,0125 ... 0,375 Ampycm?= fj) KTEriAns 
7 =0,625 Amp/cm?), wo auch Stufenionisation in gewis em Umfang 
mitwirken wird, kleinere Werte ergeben. Unter Beriicksichtigung dieser 
Tatsache wird man die Ubereinstimmung von Theorie und Messung 
als recht gut bezeichnen konnen. 


Die Absenkung der Elektronentemperatur als Folge der bei héheren 
Drucken und Stromdichten sogar vorherrschenden Stufenionisation 
wurde von E. SPENKE [9] fiir den Bereich der Diffusionssaule unter- 
sucht. Fiir die Freifallsdule ist bisher eine diesbeziigliche Theorie noch 
nicht bekannt geworden. 


b) Die Léngsfeldstarke. Messungen von KLarFELD [7] haben ergeben, 
da bei sehr niedrigen Drucken die Verluste fast ausschlieBlich durch 
die Wandstrémung verursacht werden, und daB man in erster Naherung 
Wirkgradient = Gesamtgradient setzen kann. Unter diesen Umstanden 
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kann der Wirkgradient verhaltnismaBig leicht ermittelt werden, und 
zwar lautet die Gleichung fiir die Langsfeldstarke, wie der Autor bercits 
in einer fritheren Arbeit gezeigt hat [10] 


ey 


‘8 V olt Grad? 
\ p ; 


1 
AG eos 
)= 1,93 - 40 ] T_ | aie cm? Vorr. Amp 


wobei man fiir die Leistungsabgabe eines Elektrons entweder nur die 
einfach ionisierenden StéBe 


(=} = 7 «1079 e— 120500 Grad/T_ y 
EinfachstoB 


p 


4 x 


if, aR 


x|3 (- =e) & 120 500 Grad | W 
2 * Torr 


oder die Gesamtheit aller unelastischen St6Be 


= ~ fy (56300 Grad 
= == A OO] (ele Pe ee ee ; 
oe . : \r- ie A 7 1) ES lyeioulre Ih << 
56300 Grad 
_, (56300 Grad ; ae Ww 
x | = +2 )re a 
i Torr Grad? 


beriticksichtigen kann. 
Die Langsfeldstarke & wurde fiir diese beiden Falle in Abhangigkeit 
von der Elektronentemperatur errechnet und ist in Fig.3 der er- 


wahnten Arbeit [10] graphisch 103 

dargestellt. Da jedoch die Ab- Vier | 

hangigkeit der Elektronentem- Torr berechneo~ne 

peratur von Rf durch die in ag sega | Ses 3 ae 
Abschnitt 3a angeschriebenen - Mie tele rte = 5 S) 
Gleichungen festliegt, kann man s % Roce BS 
nunmehr auch die Langsfeld- sats ae 

starke &, als Funktion von Rp gS oe 75 
gewinnen. Dieser Zusammen- Res 
hang wurde in Fig.2 einge- + MeBwerte von T Skillian [els 
tragen und wiederum mit MeB- ee ° BKlarfeld (A 
werten von KLARFELD und ae me = ae SIGH? 
KILLIAN verglichen. Wie er- R-p =Rohrradius- Dampfdruck 


wartet, erhalt man bei sehr  Fig.2. Relative Langsfeldstarke €/p einer positiven 
Kleinem Rp gute Ubereinstim- SH" , Quecsierdam! in Abhangilett von 
mung zwischen den MeBwerten 
und der Theorie. Bei hdheren Drucken ist der Gesamtgradient er- 
heblich gréBer als der gemessene Wirkgradient. (Bei der Berechnung 
wurden jeweils die zu einem bestimmten FR #-Wert gehdrigen T_- 
MeBwerte von KLARFELD beniitzt, um den Einflu8 der Stromabhangig- 
keit mit zu erfassen.) 

iF 
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c) Die Wandstromung. Fir die Wandstromdichte sind folgende 
Formeln abgeleitet worden: 
4. Diffusionstheorie: 7, = 7,9: 10-27 N_, (Rf) 1 Amp cm? Torr (mit 
D,1 © 400 cm2/sec fiir die brennende Entladung); 
Amp cm 


2. Breitallsaules 7, == 3,9 10" Na, | ae 


Grad? 


Unter der Annahme einer konstanten Ionisierung erhalt man die in 
Fig.3 dargestellten Kennlinien, und zwar fiir die Freifallsdule eine 


A/cm* stark ansteigende Kurve, 
70~* fiir die Diffusionssdule einen 
a pees Oiffusionsteore| Konstanten Verlauf in Ab- 
2 tet eee % 5 : : 
ee ae Perea oo hangigkeit vom Druck. Die 
iS 0 1 — 4 r hs r 
= ee Ser Messungen von KLARFELD 
iS , : 3 
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o* 10-4 ae ie 70° Torr 107 jedoch auch im Bereich 

DEUS NAG Enea der Freifallsaule eine weit- 
gehende Druckunabhangig- 
keit. Ahnliche Me8werte 
sind von KILLIAN [6] ermittelt worden. Dieser Befund zwingt auf Grund 
einer Betrachtung obiger Formel zu der Annahme, daB bei konstanter 
Entladungsstromdichte der Ionisierungsgrad mit abnehmendem Druck 
steigen muB. In der Tat wird diese Folgerung durch andere Messungen 
bestatigt, wie im folgenden ausgefiihrt wird. 

d) Der Ionisierungsgrad. Der lonisierungsgrad « —N_|/N, stellt eine 
fiir die Beschreibung von Gasentladungen niitzliche KenngréBe dar, und 
zwar deshalb, weil sie in erster Naherung fiir einen bestimmten Gasdruck 
als von der Entladungsstromdichte linear abhangig angesehen werden 
kann und deshalb fiir Vorausberechnungen Bedeutung besitzt. Die 
Beziehung zwischen dem Ionisierungsgrad « und der Stromdichte 7 
ergibt sich zu: 


ee IN IEN a mw 2-10-8 Va Volt cm 


Fig. 3. Wandstromdichte 7,,, in Abhangigkeit vom 
Quecksilberdampfdruck p. 


lop he Cnal & Amp \/Graa : 
In dieser Definitionsgleichung sind 2 GréBen (T_, G) enthalten, 
die beide stromabhangig sind, deren Stromabhangigkeit jedoch wiederum 
nicht formelmaBig bekannt ist. Es ist deshalb vorerst nicht moglich, 
diese Gleichung zahlenmafig auszuwerten und wir miissen uns darauf 
beschranken, MeBwerte von KLARFELD [7] graphisch darzustellen, wie 
es in Fig. 4 erfolgt ist. Aus dieser graphischen Darstellung ersieht man 
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die schon oben erwahnte Tatsache, da8 der Ionisierungsgrad mit fallen- 
dem Druck ansteigt. 


4. Die Entionisierung. 
Sobald die Entladung erlischt und damit die Energiezufuhr zu den 
Elektronen aufhért, sinkt deren Temperatur exponentiell ab, und zwar 
wie MIERDEL [3] gezeigt hat, mit der ,,Zeitkonstante“ 


welche jedoch zeitlich nicht konstant ist, sondern infolge der Ver- 
ringerung von w_ (Elektronengeschwindigkeit) und x (der Bruchteil 


der je ElektronenstoB abgegebene 1071 
Energie) rasch wachst. Der An- cm’/A 
fangswert dieser Zeitkonstante 
betragt . ~ Bs Stromaichte 

tr_~7-101°- p17. Torr sec S18 

s 

entsprechend einem x = 0,07 unter, sis 
Beriicksichtigung der Energieab- $ es, 
gabe durch unelastische StdBe. 

Wie H. RANDALL und H.W. 
WEBB [11] und MIERDEL [3] be- 7074 

. : 10-# Oe 70? Torr 7077 

obachtet haben, sinkt die Elek- Guecksilberdampfaruck p 
tronentemperatur zuerst schnell Fig. 4. Ionisationsgrad « bezogen auf die Ent- 
auf einen Wert von ladungsstromdichte 7 in Abhangigkeit vom Queck- 


silberdampfdruck p. (MeBwerte von 
B. KLarFELpD [8].) 


Ti 222 ...3,*10° °K 
und nimmt dann nur noch sehr viel langsamer ab, da die (relativ ge- 
messene) Energieabgabe bei dieser Temperatur lediglich durch elastische 
St6Be erfolgt (z =5,5-10°°). Damit wird auch die Zeitkonstante fiir 
die Abnahme der Elektronentemperatur entsprechend verlangert: 


90-1078 
—— Jorr sec. 


tr FY 
Infolge dieser Abnahme der Elektronentemperatur muf jedoch auch 
die Wandspannung anfangs sehr schnell auf etwa 0,37 V sinken, um 
dann diesen Wert im Verlauf des weiteren Entionisierungsvorganges 
nur langsam noch weiter zu verringern. 
Wie bereits mehrfach erwahnt, stellt die Rekombination an der 
Wandung des Entladungsrohres die nahezu alleinige Ursache fir die 
Tragerverluste dar. Man wird daher die Abnahme der Tragerdichte 


leicht dadurch ermitteln kénnen, daB man das Abwandern der Trager 


Sy TH. WASSERRAB: 


aus der Gleichung fiir die Wandstromdichte berechnet. Je cm Saulen- 
lange sind nach Tonks und LANGMUIR 


R 
{N-227-dr=0,7N):a2R 
0 


Ladungstrager vorhanden. Aus diesem betrachteten Volumen flieBen 
je Zeiteinheit | 
20K -jole =1,54-10°R Ny VT_ —~— 


sec Grad! 
Ladungstrager ab, womit man die den Entionisierungsvorgang be- 
schreibende Differentialgleichung erhalt: 
dN aNo cm? 


— = — 703,1— nea) ee 


dt 
N No sec Grad? Fk q 


Da die in dieser Differentialgleichung vorkommende Elektronen- 
temperatur, wie bereits oben erwahnt, zeitlich veranderlich ist, so wird 
exakte Lésung der Gleichung mathematisch ziemlich mitihsam sein; 
man wird sich daher in der Regel mit einer Naherungsldsung begnigen, 
bei welcher man eine sprungartige Anderung der Elektronentemperatur 
auf etwa 2500°K annimmt und mit dieser konstanten Temperatur 
weiterrechnet. Damit erhalt man als Lésung eine einfache Exponential- 
gleichung fiir den zeitlichen Verlauf der Tragerdichte 


IN) ee IN (Oem 


[mit N(0) wird die Tragerdichte zu Beginn des Entionisierungsvor- 
ganges bezeichnet}, wahrend sich die Ortliche Verteilung der Ladungs- 
trager gegeniiber der brennenden Entladung nicht verandert, da sich 
ja auch an der GesetzmaBigkeit der Tragerstr6mung prinzipiell nichts 
andert. Mit der gleichen vereinfachenden Annahme erhalt man auch 
einen Naherungswert fiir die mittlere Tragerlebensdauer, welche gleich- 
zeitig die Zeitkonstante t des Entionisierungsvorganges darstellt. Es gilt 


es — f ¢ ies 1 SESS ~~ : -5 sec i Sys 
R703 Yrs coe oe tun 2 2500 sGnade 


Das Ergebnis der vorstehenden Uberlegungen ist in Fig. 5 graphisch 
dargestellt und zeigt 2 Kurven fiir die Tragerlebensdauer, von denen 
die eine fiir die brennende, die andere fiir die erléschende Entladung 
(mit T_—2500° K und D,, =63 cm2/sec) gilt. Gema8 der Theorie ist 
die Tragerlebensdauer im Bereich der Freifallsiule nur wenig vom 
Druck abhangig, wahrend im Bereich der Diffusionssdule ein lineares 
Ansteigen mit dem Druck gefordert wird. M1rrRpeEL [3] hat jedoch 
bei héheren Drucken kiirzere Entionisierungszeiten gemessen als es der 
Diffusionstheorie entspricht. Er vermutete, daB diese Beschleunigung 
des Entionisierungsvorganges durch die Riickheizung des Elektronen- 
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gases durch die Metastabilen und vielleicht auch durch die mit zu- 
nehmendem Druck begiinstigte Raumrekombination verursacht wird. 
Bei niedrigen Drucken fehlen vorlaufig noch MeBwerte, um einen Ver- 
gleich mit der Theorie vornehmen zu kénnen. 

Allgemein wird bei niedrigeren Drucken das Abbremsen der Elek- 
tronengeschwindigkeit verlangsamt, so daB die Entionisierung etwas 
schneller erfolgen wird, als der obigen Naherung entspricht. Die Zeit- 
konstante der Exponentialfunktion wird, ausgehend von dem Zahlenwert 

10-4 
sec/cm 


Tragerlebensdauer T 
Rohrradius R 
7 
b 
' 
| 
' 
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berechnete Werte | ae 
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brennende Entladung 


(idles - — — 
10-* 10 70°? Torr-cm 107! 
Rp =Rohrradius - Dampraruck 
Fig. 5. Auf den Rohrradius R bezogene mittlere Tragerlebensdauer t fiir brennende und erléschende Ent- 
ladung in Abhangigkeit von Rohrradius R und Quecksilberdampfdruck p. (MeBwerte von G. M1ERDEL (3].) 


fiir die brennende Entladung, wahrend des Entionisierungsvorganges 
in dem MaBe wachsen, als die Temperatur absinkt, weshalb man fiir 
den iiber den Entionisierungsvorgang gemittelten Wert der Zeitkon- 
stante eine Zahl erhalten wird, die zwischen den beiden Grenzkurven 
liegen und die sich bei hdheren Drucken mehr dem Grenzwert der 
Entionisierung, bei sehr niedrigen Drucken mehr dem Grenzwert der 
brennenden Entladung annahern wird. 
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Zur Supraleitung von Kupfersulfid. 
Von 
W. Bucket und R. Hirscu, Erlangen. 
Mit 13 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 25. Mai 1950.) 


Die Supraleitung von zahlreichen, aus den Elementen hergestellten Me8proben 
aus Kupfersulfid wird untersucht. An diesem Beispiel einer. binaren Verbindung 
wird erstmalig quantitativ festgestellt, in welch hohem Mae die Eigenschaften 
der Supraleitung durch Stérungen im Gitter beeinfluBt werden konnen. Ver- 
schiedene Zusaitze von sehr geringer Konzentration setzen unter bestimmten 
Bedingungen die Sprungtemperatur herab, z.B. kann durch den Gehalt von 10 
Eisen die Supraleitung im verfiigbaren Bereich bis 1,28° abs vollstandig aufgehoben 
werden. Durch verschiedene Versuche wird wahrscheinlich gemacht, daB die 
Zusatze mit einem sehr kleinen Fehlgehalt im CuS reagieren. Danach ist zu ver- 
muten, daB8 die Supraleitung an einen Fehlordnungsgrad gebunden ist. 


§ |. Einleitung. 


Seit einer Reihe von Jahren haben wir die Supraleitung verschiedener 
Stoffe nach solchen Gesichtspunkten untersucht, die fiir die Aufklarung 
der Elektrizitatsleitung in Nichtmetallen wichtig geworden sind. Dort 
miissen Gitterst6rungen, hervorgerufen durch Fehlordnung, Einbau von 
Fremdatomen usw. entscheidend beriicksichtigt werden. Haufig kann 
dadurch in einem sonst isolierenden Gitter iberhaupt erst eine Elektri- 
zitatsleitung erzeugt werden. Stdrungen dieser Art verandern die vor- 
handenen Zustinde der Elektronen und ihre Besetzungsdichte und 
schaffen vor allen Dingen zusatzlich neue. Sie kénnen schon in kleinster 
Konzentration groBe Wirkung austiben. In diesen Fallen kann man zur 
Untersuchung nur Ausgangsstoffe von groBem Reinheitsgrad verwenden, 
der besser als der fiir Metalle meist erhaltliche ist. Optische und elek- 
trische MeBmethoden sind hier gute Hilfsmittel bei der Untersuchung. 

Viel weniger gut zugdnglich sind die metallischen Leiter. Ihre groBe 
Konzentration freier Elektronen verursacht in allen Spektralgebieten 
eine so hohe optische Absorption, daB darin der Nachweis geringer 
Gitterstérungen unméglich wird. Entsprechend verdeckt die groBe 
Elektronenleitfahigkeit den EinfluB der Stérungen. Im Gebiet tiefster 
Temperaturen machen sie sich jedoch in. dem Auftreten des Rest- 
widerstandes und im thermo- und magnetoelektrischen Verhalten 
duBerst bemerkbar. Hier liegen bis jetzt nur wenige Ergebnisse vor, 
da das Arbeiten in diesem Temperaturbereich immer noch als schwierig 
gilt. Aussagen tiber den Fehlordnungsgrad — in welchem MaBe z.B. 
unbesetzte Gitterplatze oder Atome im Zwischengitter vorkommen 
kénnen — lassen sich noch nicht machen. 
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Die Supraleitung ist bisher nur an guten Elektronenleitern beob- 
achtet worden. Von einer wesentlichen Beeinflussung ihrer , Sprung - 
temperaturen” in Abhangigkeit von Stérungen im Gitter ist kaum 
berichtet worden. Vielmehr gelten diese bei reinen Metallen als Material- 
konstante. Wir werden aber in spateren Arbeiten zeigen, daB sie stark 
beeinfluBt werden kénnen. Eine Andeutung dafiir kann auch aus 
einigen neueren Arbeiten! ? entnommen werden. Es ergeben sich dort 
variable Sprungtemperaturen fiir Th, U und Ti vermutlich infolge 
ungentigenden Reinheitsgrades. WEBBER und ReyYNOLDs finden nur 
partielle Supraleitung am Ti. Wir méchten annehmen, daB die Er- 
scheinung der Supraleitung allgemein ganz wesentlich mit den von 
Storungen im Gitter beeinfluBten Elektronentermen zusammenhingt. 


In dieser ersten vorliegenden Arbeit sollen zundchst die an einer 
metallischen bindren Verbindung erhaltenen Ergebnisse gebracht werden. 
Fir diese Untersuchung war der Gesichtspunkt maBgebend, daB in 
einem Gitter mit zwei Atomsorten mehr MOglichkeiten der Fehlordnung 
und des Einbaus fremder Atome vorhanden sein kénnen als in Metallen 
mit einer Atomsorte. Wir haben dafiir den von MEIsSNER® entdeckten 
Supraleiter CuS gewahlt, weil er sich vor den wenigen sonst als supra- 
leitend bekannten Verbindungen in verschiedener Hinsicht auszeichnet. 


Vor allem 1aBt sich Kupfersulfid bei maBigen Temperaturen sehr 
rein aus den Elementen darstellen. Die thermochemischen Verhaltnisse 
sind einigermaBen gut bekannt. Uberdies liegt eine noch unveréffent- 
lichte Untersuchung aus diesem Institut von L. EISENMANN tber die 
Leitfahigkeit des Systems Cu,S—CuS bis zu 10° abs herab vor. Es 
handelt sich bei CuS in jeder Weise um einen normalen Supraleiter. 
Der Widerstand verlauft mit der Temperatur wie bei Metallen. Auch 
der Restwiderstand erreicht wie bei diesen’ sehr kleine Werte. Die 
kritische Magnetfeldstarke im supraleitenden Zustand hat den kleinen 
Wert reiner Metalle. Etwas nachteilig ist der sehr tiefe Sprungpunkt 
von 1,6° abs. In dieser Hinsicht ware NbN geeigneter (Sp. etwa 15° abs), 
das jedoch sehr viel schwerer rein darzustellen ist. Uber Ergebnisse 
an dieser Substanz wird Herr ROGENER berichten. 


§ 2. Eigenschaften der Kupfersulfide. 


Nach den Untersuchungen von N. W. BuERGER? u. a. bestehen bei 
Zimmertemperatur drei definierte Kupferverbindungen. Sie sind auch 
als Mineralien bekannt. 


1 Le ae D.: Proc. Camb. Phil. Soc. 36, 84 (1940). — Nature, Lond. 
159, 303 (1947). 

2 WEBBER, R.T., u. J. M. REyNnotps: Phys. Rev. 73, 640 (1948). 

3 MEISSNER, W.: Z. Physik 58, 570 (1929). 

4 Buercer, N. W.: Econ. Geol. 36, 19 (1941), auch Amer. Mineral 24 (1939). 
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4. Cu,S (Kupferglanz), rhombisches Gitter mit Uberstruktur. In 
mehreren Umwandlungen bei 52, 78 und 105°C bilden sich nicht- 
kubische Basis-Strukturen mit steigender statistischer Unordnung im 
Kationengitter. 

2. CuygS (CugSs=4Cu,S - CuS) (Digenit), kubisches Gitter, FluB- 
spattyp mit abweichender Kationenlage. (S-Atome kubisch flachen- 
zentriert.) 

3. CuS (Covellin), hexagonales Gitter mit eigenem Typ (B 28). 

Alle Gitter besitzen recht groBe Konstanten. 

Fiir das in unserem Zusammenhang nicht besonders wichtige Cu,S 
ist eine Bestimmung der Atomlage noch nicht durchgefiihrt worden. 
Es zeigt bei Zimmertemperatur Ionenleitung (¢ > 1400 2 cm), die bei 
Abkiihlung leicht eingefroren werden kann. Cu,S kann erhebliche 
Mengen Schwefel gelést enthalten und wird dadurch elektronenleitend. 
Dieser Schwefel kann durch Schmelzen (Smp. 1130° C) im Hochvakuum 
abgepumpt und dadurch die stéchiometrisch richtige Verbindung her- 
gestellt werden. 

Auch das Cu, ,5 kann besonders bei héherer Temperatur eine wech- 
selnde Zusammensetzung zeigen. Sie kann sowohl nach der Cu,S- als 
auch nach CuS-Seite liegen. Nach RAnirFs! ist in einer Hochtempe- 
raturform nur etwa die Halfte der Cu-Atome in tetraedrischen Liicken 
des Schwefelgitters festgelegt, wahrend sich die restlichen ungeordnet 
in den anderen Liicken befinden. Sie sind wahrscheinlich stark beweglich. 

In der hier besonders interessierenden Struktur des CuS (s. Struktur- 
berichte Bd. 2, S. 230) gibt es verschiedene Cu- und S-Atome. Ein 
Drittel bildet ebene geordnete Graphitnetze. Zwischen diesen liegen 
ebenfalls in Netzen angeordnet S,-Molekiile und Cu-Atome. Bei den 
letzteren konnte bei héherer Temperatur ebenfalls eine Beweglichkeit 
und Fehlordnung vermutet werden. Genaues ist dariiber leider nicht 
bekannt. Nach allen Wagemethoden zeigt das CuS bei Zimmertem- 
peratur die richtige Zusammensetzung. 

CuS verlangt in seiner Umgebung einen bestimmten Gleichgewichts- 
druck von Schwefeldampf, wenn es nicht zersetzt werden soll. Aus 
den Angaben von ALLEN und LomBarpD ' ist die Fig. 1 gewonnen worden. 
Sie gibt den erforderlichen Mindestdruck fiir das Gebiet von 350 bis 
550° C zusammen mit der Dampfdruckkurve des fliissigen Schwefels. 
Man sieht, daB es nicht méglich ist, CuS durch Reaktion von Kupfer 
mit Schwefel herzustellen, wenn die Temperatur von 505°C iiber- 
schritten wird. Dann wird der Druck des fliissigen Schwefels als Boden- 
kérper kleiner als der Gleichgewichtsdruck des CuS bei gleicher Tem- 
peratur, so daB Zersetzung auftreten muB. Im geschmolzenen Zustand 


1 Rauirs, P.: Z. phys. Chem. Abt. A 31, 157 (1936). 
2 ALLEN, E. T., u. R. H. LomBarp: Amer. Jesci4yser., Vols 43Sai7s, ony. 
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1aBt sich die Verbindung danach gar nicht herstellen. Die sich oberhalb 
505°C einstellenden Gleichgewichte sind weit von der Zusammen- 
setzung CuS entfernt und nicht nadher untersucht worden. 

Die Leitfahigkeit des CuS haben FiscHBECK und DoRNER! gemessen. 
Die Proben wurden aus im Dampf des siedenden Schwefels sulfidierten 
Kupferdrahten hergestellt. Die Temperaturabhingigkeit des Wider- 
standes zwischen —80 und 400°C gibt eine gute ,,metallische Ge- 
rade. Der spezifische Widerstand bei 0°C wird mit o=4-10-°>Qcm 
angegeben und liegt zwischen den Werten von Pb und Hg. An einer 
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Fig. 1. Schwefeldruck im Gleichgewicht tiber CuS Fig. 2. Sprungkurve von CuS nach MEISSNER 
und Dampfdruck des fliissigen Schwefels. [Z. Physik 58, 570 (1929)]. 


solchen Probe von 0,9mm @ ist die in Fig. 2 wiedergegebene Messung 
der Supraleitung von MEISSNER? ausgefiihrt worden. SHOENBERG® 
bestimmte kritische Magnetfelder bei Temperaturen unterhalb 1,6° abs 
aus Messungen der Magnetisierung. AH,/A T ergab sich zu 120 GB/Grad. 

Die Bildung der Kupfersulfide aus Kupfermetall und Schwefeldampf 
ist ebenso wie viele Oxydationen von Metallen ein ganz besonders schnell 
verlaufender Anlaufvorgang. In diesen Fallen dringt das reagierende 
Gas des AuBenraums nicht in die sich bildende Anlaufschicht ein, 
sondern umgekehrt diffundiert das Metall an die AuBenflache und 
reagiert dort mit dem Dampf. Nach einem Vorschlag von C. WAGNER 
(1933) nimmt man Metallionen- und Elektronenwanderung an. FIscH- 
BECK und DoRNER? erhielten aus diesem Grunde eine hohle Rohre nach 
dem Sulfidieren ihres Drahtes. Dies wird nach den Ausfithrungen tiber 
die Gitterstruktur verstandlich, die fiir Cu,S und Cu, 5 bei hoher Tem- 
peratur groBe Beweglichkeit der Cu’-Ionen mit stéchiometrischer Ab- 
weichung in ihrem Teilgitter zulassen. 


1 AES K., u. O. Dorner: Z. anorg. Chem. 181, 372 (1929). 


2 MEISSNER, W.: l.c. 
3 SHOENBERG, D.: Nature, Lond. 142, 874 (1938). 
4 PISCHBECK, K., u. ©. DORNER: 1. c. 
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§ 3. Zur Herstellung von MefSproben aus Cus. 

Die zur Messung der Supraleitung geeigneten Proben aus Cis 
werden in folgender Weise hergestellt. Zunachst werden Kupferdrahte 
mit Hilfe von Walzen und Zieheisen aus einem besonders reinen vakuum- 
geschmolzenen Kupfer der Fa. Siemens-Reiniger-Erlangen gezogen. Als 
Drahtdurchmesser wird in den meisten Fallen 0,25 mm benutzt. Stiicke 
von 50 mm Lange werden an beiden Enden mit Hilfe eines Quarzglas- 
gestanges in der Achse einer kleinen Gerateglas- oder Quarzglasbombe 
(Rohrdurchmesser =10mm, Lange 80mm) gehaltert. Nach Ein- 
destillieren von etwa 300mg reinstem Schwefel und 
Abschmelzen im Hochvakuum wird das Rohr in verti- 
kaler Stellung in einem auf 470°C geregelten Ofen 
erhitzt. Bei dieser Temperatur liegt man noch mit ge- 
niigender Sicherheit tiber dem fiir CuS erforderlichen 
Gleichgewichtsdruck des Schwefeldampfes und hat 
auBerdem méglichst groBe Reaktionsgeschwindigkeit. 

Die Umwandlung des Kupfers in Sulfid geht bei 
Fig. 3. Querscbnitt diesen Bedingungen so schnell vor sich, daB schon 
eines IKupfersulfid- . t aa 
stabes nach kurzer mach wenigen Sekunden keine ,,Kupferseele“‘ mehr vor- 
Schwefelungsdauer = handen ist. Der Drahtdurchmesser wachst dabei von 


(schematisch nach 


Mikroaufnahmen) 0,25 auf 0,4mm unter Ausbildung eines zylindrischen 
und Querschnitt des Hohlraums im Inneren als Folge der Diffusion der 
urspriinglichen f 
Kupferdrahtes. Cu’-Ionen und Elektronen nach auBen. In dieser 


Zeit hat sich erst ein duBerst diinner, an der blau- 
schwarzen Farbe erkennbarer CuS-Mantel gebildet. Das Innere besteht 
noch aus Cu,S mit kleinem Schwefeliiberschu8. Herr Lippert! hat die 
Diffusionsverhaltnisse in einer Diplomarbeit naher untersucht. Er hat 
von CuS-Staben mit verschiedenen Anlaufzeiten polierte Quer- und 
Langsschnitte hergestellt und ausgewertet. Besonders in visueller 
Beobachtung wird bei polarisierter Beleuchtung das CuS durch leuch- 
tende Farben kenntlich. In Fig.3 ist das Bild eines Querschnittes 
schematisch aufgezeichnet. A ist der entstandene Hohlraum, B ein 
einheitlich grau erscheinendes Gebiet aus Cu, .S und in C befinden sich 
CuS-Kristalle. Durch die genaue Ausmessung der einzelnen Flachen 
zusammen mit der durch Mikrowagung des Drahtes ermittelten Schwefel- 
aufnahme laBt sich die Zusammensetzung des Gebietes B beweisen. 
Erst im Laufe einer Stunde erreicht man die vollstandige Erfiillung 
des Querschnittes mit CuS-Kristallen und parallel dazu den zur Bildung 
erforderlichen Grenzwert der Schwefelaufnahme. Sie entspricht stéchio- 
metrisch richtiger Zusammensetzung (Genauigkeit 3 - 1078) und dndert 
sich nach langerer Diffusionsdauer nicht mehr. Nur der Hohlraum 
l6st sich allmahlich in kleinere Gebiete auf, eine Vergréberung der 


1 Lippert, E.: Diplomarbeit, Erlangen, Juni 1948. 
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CuS-Kristalle findet statt, und ihre radiale Struktur verschwindet. 
Der Stabdurchmesser erreicht den Grenzwert von 0,46 mm. 

Eine etwas eingehendere Betrachtung des Schwefelungsvorganges 
ist in Hinsicht auf die spaiter mitzuteilenden Messungen wichtig. Es 
besteht ein wesentlicher Unterschied gegentiber der bekannten Oxydation 
von Kupfer bei hohem Sauerstoffdruck. Dort handelt es sich im Anlauf- 
vorgang um das Wachsen der dauernd getrennt bleibenden Phasen 
Cu,0 und CuO. Beide Verbindungen sind auch bei hoher Temperatur 
fast stéchiometrisch (maximal 0,1 Atom-% O-Uberschu8 im Cu,O bei 
1000° C), also es besteht kaum eine Léslichkeit ineinander. Der Trans- 
port der Materie wird ebenfalls durch Kupferionen bewirkt. Die Bildung 
der Kupfersulfide hingegen diirfte wegen der guten gegenseitigen Lés- 
lichkeit der Phasen viel besser mit einer kontinuierlichen Ausbreitung 
eines Schwefeliiberschusses beschrieben sein als mit der geschichteten 
Ausbreitung getrennter Phasen. Eine gewisse Liicke befindet sich 
allerdings zwischen der Phase des CuS und der bei 470° mit CuS ge- 
sattigten Phase des Cu, gS. Die Schliffbilder mit der anfanglich radialen 
Struktur der CuS-Kristalle sprechen sehr daftir, daS beim Abkiihlen 
eine erhebliche Ausscheidung aus der iibersdttigten Lésung im Bereich B 
an den CuS-Keimen im Randgebiet erfolgt. Auf diese Weise entsteht 
also nach der Abkiithlung die scharfe Abtrennung des auBeren Bereichs 
aus CuS und des inneren aus Cu, ,S. Da nur diese beiden Verbindungen 
in den Kupfersulfidstaben vorkommen, wenn man von sehr kurzen 
Anlaufzeiten absieht, wird in den folgenden Daten der aufgenommene 
Schwefelgehalt auf beide verteilt. Es wird dort mit c der Atomanteil 
des CuS im Kupfersulfid angegeben, (1 —c) bedeutet also den Atom- 
anteil Cu, ,S. 

Die Tabelle 1 enthalt die Angaben fiir verschieden lange erhitzte 
MeBproben. Wir haben festgestellt, da die Zunahme von ¢ in keiner 


Tabelle 1. Zum Anlaufvorgang der Bildung von Kupfersulfid. 


a | b | ¢ d ie | i 
See a ae eee 
da Probe.) in mm be hga? in °C in Atom-% in em*-+sec* 

1 106 0,25 ls BO—=3'5 470 | noch Cu-Seele | = 

2} 98 0,25. 4 45 470 ~—«| 6 = 
3 | 55 0,25 60 470 Hgts — 
45 53a 0,25 120 470 63,0 WEG) Scad On! 
5 53b 0,25 | 240 470 1350 | enor 1077 
6 88 0,25 600 470 85,0 DA Ory 
PUES 4 0,25 | 1800 470 98,0 4,8° 1077 

8} 97 0;25...* he 23000 470 100 | oe 
9 | 31 0,275 | 1920 470 94,0 | 1,3 , DS 
10 | D 0,50 | 900 450 68,8 | 32° 107 

11 | 1 0,50 | | 3600 450 95,0 | 2,6+ 10 
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Weise mit dem zeitlichen Anlaufgesetz iibereinstimmt, das beim Vor- 
liegen getrennter Phasen (ahnlich wie im Fall der Oxydation) fiir das 
zylindrische Problem verlangt werden muB. Nimmt man dagegen die 
oben besprochene kontinuierlich verlaufende Eindiffusion eines Schwefel- 
oder CuS-Gehaltes von auBen nach innen an (bzw. eine Abnahme eines 
Cu*-Ionen- oder Cu,S-Gehaltes von innen nach auBen), so laBt sich 
der Vorgang befriedigend als zylindrisches Diffusionsproblem beschrei- 
ben. Aus: 


R? = 


R = Radius des Stabes t = Diffusionsdauer 


laBt sich die Diffusionskonstante D geniigend genau berechnen, wenn ¢ 
(mittlerer aus der Wagung erhaltener CuS-Gehalt) bereits mehr als 
50% betragt. Nur fiir diese Drahtproben geben wir D in Spalte f an. 
Drahte mit kiirzerer Heizdauer kénnen schon. deshalb nicht verwendet 
werden, weil eine ungewisse Anheizzeit bis zum Erreichen der Ofen- 
temperatur zu sehr ins Gewicht fallen wiirde. 

Die so berechnete Konstante D beschreibt natiirlich nur phano- 
menologisch die Diffusion von CuS, das an der AuBenflache durch den 
Schwefeldampf auf 100% gehalten wird, in einer Grundsubstanz von 
der Zusammensetzung Cu, ,S. Sie kann benutzt werden, um praktisch 
die Diffusionszeit fiir eine Probe gewiinschter Verteilung zu berechnen. 
Die Abnahme von D mit steigendem ¢ ist sehr verstandlich. Bei noch 
geringer Auffiillung mit Cu**-Ionen des CuS stehen viele Cu*-Ionen 
des Cu,S mit guter Beweglichkeit fiir die Diffusion im Gitter zur Ver- 
fiigung. Wenn c nahezu 100% erreicht, wird die Diffusion erheblich 
langsamer. Wir nehmen an, da} sie auch hier noch von einem Konzen- 
trationsgefalle von Cu,S getragen wird. Dessen Gehalt kann jedoch 
nur eine geringe Abweichung von der Stéchiometrie des CuS bewirken 
(nach den Wagungsversuchen héchstens einige 1073). Er kénnte durch 
eine Dissoziation des CuS bedingt sein. Ihre Gré8e miiBte noch von 
der verwendeten Temperatur und dem auBeren Schwefeldruck abhangen. 

Nach dem so beschriebenen Schwefelungsvorgang kénnen Stab- 
proben hergestellt werden, die nach der Abkiithlung einen 4uBeren Mantel 
aus CuS von verschiedener Dicke und im Inneren die Phase Cu, ,S 
enthalten. Der Gesamtanteil CuS kann dabei von 0 bis 100% je nach 
Heizdauer variiert werden. 

Wir haben auBerdem Stabproben in anderer Weise hergestellt. Man 
erhitzt Kupferdrahte in einem evakuierten ReaktionsgefaB mit einer 
abgewogenen Schwefelmenge. Diese soll fiir eine vollstandige Umwand- 
lung des Kupfers zu CuS nicht ausreichend sein. Damit kann jedes 
gewtnschte Gleichgewicht eingestellt werden. Nach vielen Stunden sind 
wir sicher, daB der CuS-Gehalt im ganzen Drahtquerschnitt gleichmaBig 
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verteilt und keine Schichtung vorhanden ist. Nach der Abkthlung 
tritt zusétzlich eine Phasentrennung ein. Man findet einen Anteil @ 
aus CuS in Form von kleinen Kristallen in der Grundsubstanz Cuy 32 
(Anteil 1—c) ausgeschieden. Dies la8t sich gut an Schliffbildern im 
Polarisationsmikroskop beobachten. Auch nach dieser Methode kann @ 
von 0 bis 100% variiert werden. 

Beide Arten von Stabproben mit geschichtet bzw. gleichmaBig ver- 
teiltem CuS-Gehalt sollen zur Messung der Supraleitung verwendet 
werden. 


§ 4. Experimentelles 
zur Messung der Supraleitung. 


Eine zur Herstellung der Tem- 
peraturen von 1,28° bis 350° abs 
geeignete MeBeinrichtung soll 
spadter eingehend verdéffentlicht 
werden. Sie ist vollstandig aus 
Metall hergestellt und erlaubt 
die Verwendung konstanter Tem- 
peratur im ganzen Bereich fiir 
viele Stunden. Die tiefsten Tem- 
peraturen werden nach Expansion 

«von Helium durch Abpumpen er- 


A 


p 
4 
H 
H 
i 
H 


reicht. Das ExpansionsgefaB aus Dosendeckel- Hetty 
dickwandigem Kupfer befindet ot ened 

2 - = 4 WA-4, Uy 

sich im Vakuum und ist durch Ieolterte Durchfiibrangen 
besondere mit fliissigem Sauer- Fig. 4. MeBSdose zur Aufnahme von 
stoff und Wasserstoff gekihlte Kupfersulfidproben (natiirliche GréBe). 


Metallschilde vor Warmezustrah- 

lung geschiitzt. Ein angedrehter Kupferkonus an seinem Boden dient zur 
thermischen Ankopplung einer die Probe enthaltenden kupfernen Meb- 
dose. Nach Fig. 4 enthalt sie einen VerschluBdeckel mit vier einge- 
léteten isolierten Drahtdurchfiihrungen (FERNIcO-Glasperlen) als Trager 
einer CuS-Stabprobe. Diese hat 40 mm Lange und wird an den Enden 
von je zwei Golddrahtklammern gehalten. Sie werden zur Strom- 
zufiihrung und Spannungsmessung benutzt. Nach Dichtung des Dosen- 
deckels mit Woopschem Metall kann durch einen Rohransatz mit 
Glasverschmelzung evakuiert und Helium von 0,1 at als W darmekontakt- 
gas eingelassen und abgeschmolzen werden. Die so bei Zimmertempe- 
ratur vorbereitete MeBdose wird mit ihrem Hohlkonus sehr fest mit 
der Expansionskammer verschraubt. So steht die Probe mit ihr in 
gutem warmeleitenden Kontakt. Um jede Zufuhr von Warme durch 
die vier a4uBeren sehr diinnen Zuleitungen aus Kupfer (@ 0,07 mm) 
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zu vermeiden, sind diese am ExpansionsgefaB und an der Dose warme- 
leitend abgefangen. 

Zur Temperaturmessung im Bereich bis 90° abs herunter ist ein 
Thermoelement aus Konstantan-Manganin eingebaut. Wenn die freien 
Enden in fliissigem Sauerstoff auf 90° abs gehalten werden, gelingt 
die Anwendung einer Ausschlagmethode mit geniigender Empfind- 
lichkeit bis 20° abs herab. Unterhalb dieser Temperatur steht ein Gas- 
thermometer zur Verfiigung. Die Temperatur im Heliumgebiet wird 
aus dem Dampfdruck des Heliums geschlossen. Mehrfache Kontrollen 
mit bekannten Supraleitern bestatigen auBerdem, daB keine temperatur- 
differenz zwischen Probe und Expansionskammer auftritt. 


Zur Bestimmung des Widerstandes der CuS-Stabe mit meist 0,46mm 
Durchmesser wird der Spannungsabfall an den inneren Elektroden von 
etwa 30mm Abstand mit Hilfe eines Zernickegalvanometers Zc in 
objektiver Anzeige gemessen. Der MeBstrom liegt bei tiefer Temperatur 
etwa bei 1 mA. Selbstverstaéndlich wird in jedem Fall darauf geachtet, 
daB er geniigend klein ist, um nicht die Ubergangskurve der Supra- 
leitung zu falschen. St6rende Thermokrafte werden kaum beobachtet 
und kénnen durch Kommutieren eliminiert werden. Bei der kleinen 
Stromstirke hat man im allgemeinen keine Schwierigkeit mit den nur 
angeklemmten Goldelektroden. Proben mit sehr geringem CuS-Gehalt 
zeigen manchmal unzulassigen Kontaktwiderstand. In solchen Fallen 
werden die Proben vorteilhaft mit Woop-Metall an den Kontaktstellen 
bei méglichst niedriger Temperatur umschmolzen. Sehr gute Festigkeit 
und geringsten Ubergangswiderstand ergeben auch kleine Drahtenden 
aus Gold, die schon vor der Schwefelung um den Kupierdraht gewickelt 
sind. Sie sind nach der CuS-Bildung fest eingewachsen (s. jedoch § 6). 
Platindrahte diirfen dafiir auf keinen Fall verwendet werden. Unter 
10° abs zeigen sich sehr groBe Ubergangswiderstande infolge der Bildung 
einer sehr diinnen PtS-Schicht. Sie scheint nur bei hdherer Temperatur 
gentigend elektronenleitend, also ein Halbleiter zu sein. 


§ 5. Die Supraleitung reiner Kupfersulfidstabe. 
A. Proben mit geschichtetem Aufbau. 


Fig. 5 enthalt zum Uberblick den Widerstandsverlauf eines reinen 
CuS-Stabes fiir Temperaturen unterhalb 0°C. Der nicht ganz gerad- 
linige Abfall ist fiir viele weitere Proben innerhalb sehr enger Grenzen 
vollig reproduzierbar. Die Abmessungen sind der Satzbeschriftung zu 
entnehmen und wie bei MEISSNER gewadhlt. Der Widerstand R, bei 
0° C ergibt damit einen spezifischen Widerstand o =—69- 107° Q cm. 
Der MEIssNERsche Wert hat fast die gleiche GréBe, seine Angaben fiir 
k/Ry liegen nur wenig oberhalb unserer Kurve (A-Punkte). Unser 
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Restwiderstandsverhiltnis R,,/R, ist mit 0,0031 noch kleiner (vgl. Fig. 2) 
und spricht fiir gute Reinheit der Probe. Der Abfall zur Supraleitung 
ist im Gebiet um 1,6° abs im 200fachen MaBstab dargestellt. Ein 
transversales Magnetfeld von 60 GB verschiebt die Sprungkurve und 
ergibt bei der Sprungtemperatur ein A H/AT = etwa 300 GB/Grad. 

In Fig. 6 sind zwélf solcher Sprungkurven fiir verschiedene Proben 
nach steigender Heizdauer (bei 470° C in gesittigtem Schwefeldampf) 
angeordnet. Die Drahtdicke des Ausgangskupfers ist hier, wie in allen 
spateren Messungen einheitlich 0,25 mm, d.h. halb so groB wie fiir 
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Fig. 5. Beispiel fiir den Widerstandsverlauf von reinem CuS (Heizzeit 4 Std bei470° C). Stab von0,9 mm @, 
Elektrodenabstand. /. Punkte nach Meissner. Nebenfigur im 200fachen Mafstab enthalt 
Sprungkurven fir H=0 und H, = 60GB. 


30 mm 
die Probe nach Fig. 5. Ein Teil der Angaben ist bereits in Tabelle 1 
enthalten. Soweit c, der CuS-Gehalt, infolge nicht beendeten Anlauf- 
vorganges noch nicht 100% betragt, liegen geschichtete Proben vor. 
In jedem Fall ist mindestens ein Mantel aus CuS an der AuBenflache 
des Versuchsstabes entstanden. In den Einzelbildern sind Heizdauer T, 
CuS-Gehalt c, R, und R,,/R, in 4 Zahlenangaben enthalten. Eine zweite 
gestrichelte Kurve zeigt eine etwa tiberall gleiche Verschiebung der 
Sprungkurve durch ein transversales Magnetfeld von 45 GB. 


Die Betrachtung der Ergebnisse dieser Reihe soll mit Fig. 7 er- 
leichtert werden. In der Folge soll unter Sprungpunkt oder Sprung- 
temperatur (abgektirzt Spt) die Temperatur 7} fiir R/K, = 0,5 auf der 
Sprungkurve verstanden werden. Man sieht, daB die Spt mit Zu- 
nehmender Heizdauer sehr schnell auf den Wert 1,06° abs ansteigen, 
um bei 1 Std, gerade wenn der ganze Stabquerschnitt zu CuS geworden 
ist (s. Pfeil), auf 1,60° abs abzufallen. Die Spt bleibt dann konstant 
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Widerstandsverhaltnis 
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und fallt spater bei sehr 
groBen ¢ weiter ab, obwohl 
sich die wagbare Zusammen- 
setzung nicht mehr andert. 


Die Deutung dieser Be- 
funde méchten wir schon an 
dieser Stelle bringen. Grund- 
satzlich hat man sich dar- 
iiber klar zu sein, daB die 
gemessenen Sprungkurven 
keine Auskunft tiber die 
Homogenitaét der Proben im 
Querschmtt geben k6nnen. 
Vollstandige Supraleitung 
(abgekiirzt S-leitung) tritt 
in jedem Fall ein, wenn 
sich eine s-leitende Bahn in 
der Langsrichtung des Stabes 


34 W. BuckeL und R. HitscH: 
a — 
| 35 sec / oe sec We 
LL 98 %o | 
-145Q [ 012Q ; 
+ 6,093 | | 00052 i 
———e 
; | | 
L j | 
0 é _ 106 
}. 45 sec ve f 
L 6 %Jo } i 
Lowa = | 
f 9927 | i | 
5 at! 
| ! 
LS lee | 
8 | 
ul 
ae 
AL / 98 
are 
| 60 sec ae a 
48 os i } i i 
| 0,34 &2 t F902 + 
Looe] 4 |] + ao047 | 1 
| 
/ I 


iS 


Ee 0286. 
100 Yo 
9122 


88 66 | 4006 


ausbilden kann. Es_ spielt 
dann keine Rolle, ob noch 
andere Bereiche mit niedriger 
Spt oder nur mit Normal- 
leitung parallel geschaltet 
sind. Man stellt also immer 
nur die Bereiche mit héch- 
ster Spt fest. Eine Inhomo- 
genitat in der Langsrichtung 
der Proben haben wir in der 
Herstellung méglichst ver- 
meiden wollen. Sie kann an 
breiten Sprungkurven  er- 
kannt werden, die unter 
Umstanden Treppenabsatze 
enthalten. 

Sprungkurven dieser Art 
treten in Fig.6 auf fiir Pro- 
ben mit der sehr langen Heiz- 
dauer von 97 und 302 Std. 


A ets ; 
3 0 i. 47 4 45 16  47°obs Wir sind sehr sicher, daB 


a 
Temperatur 
Fig. 6. Sprungkurven von Kupfersulfidproben mit verschie- 
dener Heizzeit im Schwefeldampf bei 470° C Durchmesser 
des Kupferdrahtes einheitlich 0,25 mm, Elektrodenabstand 
30mm. Gestrichelte Kurven mit H | =45 GB. Die Zahlen- 
angaben bedeuten: Heizzeit, Atomanteil CuS, Widerstand Ro 
bei Ztp. und Restwiderstandsverhdltnis R,,/Rp . 


hier eine Inhomogenitaét in 
der Langsrichtung vorliegt. 
Sie wird durch eine Verun- 
reinigung hervorgerufen, die 
im Laufe der langen Zeit 
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von den Enden des 50mm langen CuS-Drahtes her eindiffundiert. 
Dort ist die Probe mit dem Quarz der Halterung in Berithrung. Wir 
nehmen an, daB sich allmahlich winzige Mengen Silizium iiber den 
Stab ausbreiten. Durch diese Beimengung wird dann die Spt um so 
mehr heruntergesetzt, je hdher die eingewanderte Konzentration an- 
wachst. Nach 302 Std ist in Fig.6 nur noch partielle S-leitung zu 
finden. Wir setzen hier also eine auBerst empfindliche Beeinflussung 
der Spt von CuS durch sehr geringe Beimengungen voraus. Den Beweis 
dafiir geben wir erst in den §§ 6, 7 und 8. Die Verunreinigung von den 


° 
1,7 °abs———________ — =; — 100-1073 
er ae Coes : | 
J S. 
16 | BSRS 


rsa 
_— 


~ 
oH 


~ 
ine 


Sprunglemperatur |, 


hestwiderstandsverhalinis 


— 
Gs 
=—T 
ae 
I 


‘?. | —_ 
Sy eee! SO ey ee ee ee ee 
gs - == = Q 
10 10 1 10 10? 10° Std. 
Heizzeit t 
Fig. 7. Sprungtemperatur und Restwiderstand reiner Kupfersulfidproben in Abhangigkeit von der Heiz- 
zeit t im Schwefeldampf. Unterhalb t=1 Std besteht nur ein auBerer Mantel der Stabprobe aus CuS! 


Enden her macht sich bei Heizdauern unter 50 Std nicht mehr bemerk- 
bar, zumal alle Proben nur im mittleren Teil von 30 mm Lange gemessen 
werden. Bei diesen kiirzeren Zeiten findet man immer steile Abfalle 
der Sprungkurven bis zum Widerstand Null. Hier miissen die ver- 
schiedenen Spt in anderer Weise gedeutet werden. Es liegt nattirlich 
nahe, wieder an die Wirkung von Beimengungen zu denken. Wir haben 
uns mit vielen besonderen Versuchen tiberzeugt, daB nur die schon im 
Ausgangskupfer vorhandenen und nicht etwa andere aus dem Schwefel, 
GlasgefaB usw. stammenden Verunreinigungen von EinfluB sind. 


Wir sehen zunachst von dem ersten Anstieg der Spt solcher Proben 
ab, die nach wenigen Sekunden entstanden sind. Hier ist erst ein sehr 
diinner Mantel aus CuS von einigen » Dicke gebildet worden. Den 
dann folgenden etwa konstanten Bereich der Spt von 1,66° abs schreiben 
wir veinstem CuS zu. Es bildet sich von selbst im Anlaufvorgang, da 
wegen der schnellen Wanderung der Cu*-Ionen nach auBen jeder 
Fremdgehalt im Kupfer in Achsennahe zurtickgelassen wird. Dort, in 
der schwefelarmen Phase bleiben Fremdmetalle solange gelést, bis noch 
keine vollstandige Umwandlung zu CuS erfolgt ist. Dies tritt erst nach 
4 Std ein. Dann verteilt sich die Beimengung durch Diffusion tber 
den ganzen Querschnitt und erniedrigt in jedem Bereich des CuS die 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 128. 22a 


336 W. Bucket und R. Hitscu: 


Spt auf etwa 1,6° abs. Da im Ausgangskupfer der Reinheitsgrad sicher 
1075 war, kénnen nur Spuren den EinfluB ausiiben. Ein unreineres 
Kupfer mit genau bekannter Analyse (1,4° 10-2 Ag,y155 - 40s eb; 
1075 As, 107 Sb, 107-5 Sn, 2- 1075 Fe, 3 - 107° Ni, 107° Bi) ergibt schon 
einen Abfall auf 1,4° abs nach 40 Std Heizdauer. In §7 wird noch 
besonders gezeigt werden, daB auch gréBere Verunreinigungen dennoch 
die Spt von 1,66° abs nicht verandern, solange im Innern der Probe 
noch nichtstéchiometrisches Kupfersulfid vorhanden ist. Die Spt des 
CuS nach MEISSNER in Fig. 2 oder in unserer Fig. 5 ware danach be- 
reits durch Verunreinigung herabgesetzt. Das reine unter den genannten 
Bedingungen hergestellte CuS hat die Spt 1,66° abs. 

Die in den Fig. 6 und 7 angegebenen Werte fiir Ry und R,,/Ry ver- 
tragen sich durchaus mit der bisherigen Deutung des Vorganges. Vor 
dem Erreichen einheitlicher Zusammensetzung entstehen sie in kom- 
plizierter Weise aus einer Parallelschaltung verschiedener Zonen. Nach 
{ Std wird der geringste Restwiderstand mit F,,/R) = 0,004 erreicht. 

Wir weisen hier noch auf eine Abhangigkeit hin, die fiir den Minimum- 
wert des Restwiderstandes von dem Durchmesser des verwendeten 
Cu-Drahtes zu bestehen scheint. Mit doppelt so groBen Durchmesse1r = 
0,5mm nach Fig.5 (und entsprechend rund 4facher Anlaufzeit) hat 
sich R,,/Ry nur zu 0,0031 ergeben. Eine besondere Messung mit halb so 
groBem Durchmesser 0,125 mm ergibt tatsachlich ein grdBeres R,,/Ry = 
0,0093. Weiter haben wir diese Dickenabhangigkeit nicht verfolgt. 

An dieser Stelle ware die Erwahnung von vielen Messungen an diinnen 
CuS-Schichten von 0,05 bis 0,5 w Dicke wichtig. Wir haben sie aus 
dem gleichen reinsten Kupfer durch Aufdampfen auf kristallinen Quarz- 
platten mit nachfolgender Schwefelung bei 120 bis 200° C hergestellt. 
Wir kénnen nicht erklaren, weshalb keine einzige auch nur eine An- 
deutung von S-leitung ergeben hat. Vielleicht laBt sich auch bei gréBter 
Sorgfalt kein besserer Reinheitsgrad als 1074 erreichen, oder die win- 
zigen Kristallite haben (ganz im Gegensatz zu denen diinner Metall- 
schichten) etwa infolge Fehlordnung sehr niedrige Spt. 


B. Nicht geschichtete Proben. 

Soweit in den vorigen Messungen ¢ unter 100% liegt, sind die Proben 
von aufen nach innen geschichtet. Wir haben stillschweigend ange- 
nommen, dafi nur die Phase CuS und nicht Cu,.,S Trager der S-leitung 
ist. Den Beweis dafiir liefern wir mit den Messungen der Fig. 8a—f. 
Die zugehoérigen Proben sind nach der am SchluB von § 3 beschriebenen 
Methode in 40stiindiger Diffusion bei 470° C mit begrenzter Schwefel- 
menge hergestellt. Dadurch kann der gewiinschte Gehalt ¢ an CuS 
bequem eingestellt werden. Wir wissen aus mikroskopischer Beob- 
achtung der Querschliffe, daB CuS-Kristalle verschiedenster GréBe 
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regellcs in der Cu, ,S-Phase verteilt sind. Ihr Volumanteil entspricht 
gut dem durch Wagung bestimmten @. Insbesondere ist das Beispiel 
in 8f ein guter Beweis fiir die Richtigkeit der Aufteilung unserer Ge- 
haltsangaben in ¢ fiir CuS und (ie) tar Ca, 3s. 

In 8d—f fallt auf, daB bei kleinen 7 nur noch partielle S-leitung 
auftritt. Sie hangt offenbar noch von der zufalligen Anordnung der 
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Fig. 8a—f. Sprungkurven von reinen Kupfersulfidproben, homogen im Querschnitt, hergestellt in langer 
Heizzeit (etwa 40 Std) mit begrenzter Schwefelmenge. Die Zahlenangaben bedeuten: Atomanteil CuS, 
Widerstand Ry bei Ztp, Restwiderstandsverh4ltnis R,/Ro (MeBstréme 0,1 bis 6 mA). 


CuS-Kristalle in der nicht s-leitenden Phase Cu, ,S ab. Daf diese immer- 
hin noch ein recht guter metallischer Leiter ist, erkennt man aus der 
nicht allzu starken Zunahme von k, und R,/R, von Fig. 8a nach f. 

Zu beachten ist weiter die Verschiebung der Spt in den Einzel- 
messungen. Fiir ¢=100% gilt der friihere Befund, daB die Spt infolge 
gleichmaBiger Verteilung der Beimengung nach 40 Std etwas unter 
1,6° abs liegt. In Fig. 8b sind nach der gleichen Zeit 10% Cu, .S ent- 
halten. Offensichtlich gentigen diese bereits, um die Beimengungen 
weitgehend in sich aufzunehmen; die Spt liegt wesentlich hoher. In 
Fig. 8c sind nicht mehr geniigend ,,hochspringende“ Bereiche enthalten, 
die Kurve ist breit. In 8d unde machen sich noch mehr ,,tiefspringende™ 
Bereiche bemerkbar. Es ist schwer zu sagen, ob diese auch schon etwa 
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in 8b vorhanden sind und dort nur nicht bemerkt werden, oder ob sie 
bei kleinen @ neu hinzutreten. Es ware méglich, daB sie den sehr schnell 
aus der Cu,,S-Phase ausgeschiedenen kleinen Kristalliten zuzuordnen 
sind. Diese Cu,,S-Phase kann ja bei 470° C sehr viel CuS geldst ent- 
halten (roh geschatzt bis vielleicht zur Zusammensetzung Cu,, EO 
Innerhalb der von uns benutzten Abkihlzeit von 1 min waren dann 
mindestens im Fall 8e und f alle CuS-Kristallchen aus der Losung ent- 
standen. Hier wiirden Fragen der Keimbildung eine gréBere Rolle 
spielen. In 8b mit 90% CuS ist die nachtragliche Abscheidung der 
CuS-Kristalle gegentiber den schon bei 470° an sich vorhandenen von 
geringer Bedeutung. Man kénnte sich auBerdem vorstellen, daB die 
vorhandenen Kristalle wahrend der Abschreckung durch Abscheidung 
nur ein wenig vergroBert und keine zusdtzlichen Kristalle ausgeschieden 
werden, daB sie also als Keim benutzt werden. Danach wird also tiefe 
Spt den kleinsten wahrend der Abschreckung entstandenen Kristalliten 
zugeschrieben. Diese Deutung vertragt sich sowohl mit dem erwahnten 
Verhalten diinnster Schichten als auch mit den tiefen Spt der ersten 
diinnsten Anlaufschichten in Fig. 6, die im Abschnitt A noch nicht 
diskutiert worden sind. 


AuBer der hier benutzten Deutung der 7T.-Abhangigkeit von den 
Beimengungen, kann auch noch ein eventuell verschiedener Gehalt an 
Cut*-Ionen (Cu,S) im CuS, also ein Schwefelmangel in Betracht gezogen 
werden. Er kann nur in geringer Konzentration vorhanden sein. Das 
laBt die an sich gute Stéchiometrie der Verbindung CuS erwarten. Bis 
jetzt hat sich diese Frage aus unseren Versuchen noch nicht klaren lassen. 
Wir werden in §9 darauf eingehen. 


§ 6. Supraleitung des CuS mit Goldgehalt. 


Bereits in unseren ersten orientierenden Versuchen zur S-leitung 
des CuS haben wir den empfindlichen Einflu8 einer Beimengung be- 
merkt. Um moglichst jeden Widerstand an den Kontaktstellen zwischen 
MeBprobe und Elektroden zu vermeiden, haben wir eingewachsene 
Goldelektroden verwendet. Man stellt sie her, indem man an den 
Enden des 0,25 mm starken Kupferdrahtes je zwei diinne Golddrahte 
von 0,45 mm @ durch Umwickeln befestigt. Nach dem Schwefeln sind 
die Golddrahte fest von der Masse des gebildeten CuS umwachsen und 
haben keinen Ubergangswiderstand. Die MeBergebnisse in Fig.9 zeigen 
eigenartige, treppenformige Sprungkurven nach verschiedenen Anlauf- 
zeiten. Sie werden durch eine Inhomogenitat in der Langsrichtung des 
CuS-Stabes erzeugt. Schon nach 10 min ist ein Goldgehalt von den 
Elektroden her so weit in Richtung Stabmitte diffundiert, da8 nur 
noch ein mittlerer Teil der Probe die normale Spt von mehr als 1,6° abs 
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beibehalt. Die Goldbeimengung setzt offensichtlich die Spt in den 
von ihr befallenen Bereichen herab. Nach der sehr langen Diffusionszeit 
von 200 Std bleibt die Probe noch bis 1,35° abs normalleitend, weil 
sich dann das Gold iiber die ganze Lange verteilt hat. Aus dem Verlauf 
aller Kurven méchte man schlieBen, daB keine gréBere Herabsetzung 
der Spt als bis 1,3° abs eintreten kann, da in jeder Kurve Anteile mit 
einer Spt in diesem Temperaturbereich vorkommen. Daraus wird man 
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Fig. 9. Beeinflussung der Sprungkurven von Kupfersulfidproben durch eindiffundiertes Gold nach ver- 
schiedener Heizzeit. Das Gold stammt aus eingewachsenen Goldelektroden und ist in Langsrichtung der 
Stabe diffundiert. Elektrodenabstand 30 mm. 


vermuten, daB fiir das Gold eine Léslichkeitsgrenze besteht. Von der 
erreichten Héchstkonzentration laBt sich zunachst nur sagen, daB sie 
nicht extrem klein sein kann, wenn man folgende Beobachtung hinzu- 
nimmt, die auBerdem die Diffusion des Goldes in Langsrichtung direkt 
beweist. Man erhitzt eine CuS-Probe mit den eingewachsenen Gold- 
drahtenden (Abstand der Spannungselektroden 30mm) nach ihrer 
Herstellung (30 min im Schwefeldampf) in einem Glasrohr im Hoch- 
vakuum auf etwa 300°C. Dabei wird Schwefel abgegeben, weil sich 
das CuS oberflachlich in das niedere Sulfid zersetzt. Die einheitlich 
dunkelblaue Farbe des Stabes schlagt in grauschwarz um. AuBerdem 
sind die Endgebiete bis auf einen mittleren etwa 15 mm langen Teil 
des Stabes deutlich braunlich gefaérbt. Hier kann es sich nur um das 
eindiffundierte Gold handeln, das sich in metallischer Form ausscheidet, 
wenn das CuS zersetzt wird. Es ist kaum anzunehmen, da8B das Gold 
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anders als in seiner Jonenform diffundieren kann. Diese scheint im 
CuS unter Bildung von Goldsulfid vorzuliegen. 

Zur naheren Auskunft tiber die bei der Herabsetzung des Sprung- 
punktes wirksame Goldkonzentration sind die bisherigen Versuche nicht 
geeignet. Deshalb folgen weitere an Proben mit genau bekanntem 
Gehalt. Dem reinen Kupfer wird in einer elektrisch geheizten Wanne 
aus Tantalblech im Vakuum ein bestimmter Goldanteil zulegiert. Nach 
dem Abfeilen des anhaftenden Tantals wird wieder durch Walzen und 
Ziehen ein Draht von 0,25 mm @ und in iiblicher Weise das CuS her- 
gestellt. Wir geben die Resultate der Messungen nur in einer Tabelle 2, 
da die Sprungkurven keine Besonderheit und in jedem Fall den recht 
»scharfen Verlauf, wie etwa in Fig. 5 zeigen. 


Tabelle 2. Daten von MeBproben aus CuS mit Goldgehalt. 
(Abstand der Spannungselektroden 30mm. Durchmesser der CuS-Stabe etwa 
0,46 mm.) 
a b c d e f | g 
4H, 
: rs Restwider- S - —— 
Neardenl Au-Gehalt im | W iderstand weal ag | Pe ae AT Heizzeit ¢ 
a Bedarra a Pat ‘ Ne ees fo = ve “Std 
7 Ry !Ro Grad abs GauB | poe 
| Grad 

SS eS SSS... sss 
1 56 O 0,12 0,007 hy Sh 280 1 
2| 40 BRO Om Ong 0,022 1,42. 440 { 
3} 39 yf NO 0,13 0,067 1,385 860 1 
4) 38 Boh o HOT 0,14 0,070 1,38 1100 4 
S|) 41 Bo Ome 0,13 0,069 1,435 1000 1 
6 42 OVO 0,11 | 0,070 1,41 880 il 
7 107 @) Ol O00 awe =: 44 
|) By 500 AG O12 0,010 11452) al 370 48 
9| 47 3,0 ° io 0,13 0,026 1,39 740 44 
10 44 Syn NO) 0,14 0,083 Al55)5 | etwa 4000 44 
149 767 3,0+ 1075 0,13 0,010 1,46, | 350 302 


Zuerst sei bemerkt, daB das Herstellungsverfahren der Legierung 
nicht ganz einwandfrei ist, wie sich erst spater herausgestellt hat. In 
den Zeilen 4 und 7 ergeben Proben ohne Goldzusatz nach 1 Std und 
44 Std bereits eine zu tieferen Temperaturen verschobene Spt (vgl. 
Fig. 7). Das Kupfer ist hier nur im Tantalblech umgeschmolzen worden 
und hat dabei offensichtlich eine geringe Menge Ta aufgenommen. In den 
weiteren Ergebnissen hat jedoch diese zusatzliche kleine Verunreinigung 
keinen grundsatzlichen Einflu8. Aus den Zeilen 1 bis 6 mit einheit- 
licher Heizdauer von 4 Std 1aBt sich erkennen, da mit steigendem 
Au-Gehalt bis zu einigen Promille auch Ry, R,,/Ry und die ,Magnetische 
Harte (Spalte f) anwachsen, wahrend der Sprungpunkt bis 1,38° abs 
abnimmt. Bei einigen Prozent Au dndert sich entweder nichts mehr 
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oder ein schwacher gegenlaufiger Gang wird bemerkbar. Dies beweist, 
daB eine Sattigungskonzentration iiberschritten wird, und daB sich 
uberschiissiges Gold ausscheidet. Es verbessert bereits die Leitfahigkeit 
der Probe, aber der Restwiderstand hingt nicht davon ab! Die gegen- 
laufige Anderung der Werte in den Spalten e und f ist durchaus ver- 
standlich, weil bei Gegenwart von viel ausgeschiedenem Gold innerhalb 
der Abschreckzeit die ,eingefrorene’’ Konzentration des atomdispersen 
Goldes schon wieder abnehmen kann (kurzer Diffusionsweg). Diese 
,,gelosten’ Goldatome sind also allein fiir die Verdnderung der S-leitung 
maBgebend, nicht die ausgeschiedenen Au-Kristalle. 
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Fig. 10. Abhangigkeit der Sprungtemperatur des CuS von einem Goldzasatz. Obere Kurve nach 1 Std, 


untere nach etwa 44 Std Diffusionsdauer, [] Punkt nach 302 Std erhalten. 


Die langere Heizdauer von 44 Std bei gleichem Gehalt erniedrigt 
die Spt nach den Zeilen 7 bis 10 noch weiter. Dies zeigt an, daB die 
Au-Konzentration nach 1 Std noch nicht ganz gleichmaBig im Quer- 
schnitt verteilt ist. Wir miissen ja damit rechnen, daB entsprechend 
dem Vorgang der Sulfidbildung das Gold zunachst in Achsennahe 
angehduft bleibt. Die Abhangigkeit der Spt ist fiir die zwei Heizdauern 
bis zum Gehalt 4-107" in Fig. 10 aufgetragen. Die untere Kurve fiir 
44 Std kann bereits als Grenzkurve angesehen werden, denn ein Punkt 
fiir 302 Std (_)) fallt hinein. Der Abfall bei kleinsten Konzentrationen 
miiBte in Wirklichkeit steiler von T,=1,66° abs her erfolgen, da hier 
der ungewollte Ta-Gehalt und die unbekannte Verunreinigung des Aus- 
gangskupfers stérend wirken. Die geringe Léslichkeit des Goldes in 
CuS bei Zimmertemperatur macht sich wahrscheinlich schon bei sehr 
kleinen ,,eingefrorenen“ Konzentrationen bemerkbar. Die groBte mit 
etwa 5 - 107? Au-Zusatz erreichbare Verschiebung der Spt bis 1,3° abs 
herab (Tabelle 2 Zeile 10 oder Fig. 10) stimmmt recht gut mit der 
schon in Fig. 9 festgestellten iiberein. Also hat es sich dort um Gold- 
einwanderung dieser Grenzkonzentration von den Elektroden her ge- 


handelt. 


W. Bucket und R. HiLscH: 


342 


§ 7. Supraleitung des CuS mit Eisengehalt. 


Unter anderen Zusitzen ist das Verhalten des Eisens im CuS naher 
untersucht worden. Das Eisen wird dem Ausgangskupfer in gleicher 
Weise wie das Gold zugefiigt. Nach Tabelle 3 gelingt es schon mit 
etwa 107-4 Gehalt, jede S-leitung bis zur Grenze des MeBbereichs zu 
vernichten, wenn dem Eisen in einer Heizzeit von 40 Std Gelegenheit 
zur homogenen Verteilung gegeben wird. Trotz der betrachtlichen 
Senkung von J, ist hier kein Anstieg von Ry und nur eine schwache 
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Fig. 11. Sprungkurven von CuS mit Eisengehalt etwa 40 Std Diffusionsdauer 
(Daten der Proben siehe Tabelle 3). 

Tabelle 3. Daten von Mefproben aus Kupfersulfid mit Eisengehalt. 
(Abstand der Spannungselektroden 30mm, Durchmesser der CuS-Stabe etwa 
0,46 mm.) 

a d b c | d | e f g | h 
Wid Restwid s 2 
a ider- estwider- | - | 
| Nr. der RS ee stand Ry stands g | jeepers ihe AT Heizzeitt | ¢ eee: 
| Probe: | s aseaistien’ | pelos )) veenaléus [= a ein 7 Ds bei 470°C | V8 & 
| | inQ RAIRo | Grad abs GauB matey Atom-% 
| | Grad 
1 56 5,572 Hore 0,12 0,007 st Si7/ 280 1 100 
2 | 107 0 0,42 0,007 | 1,50 = 44 100 
3 61 11 10m 0,12 0,007 1/45 ees O 46 100 
4 | 103 3,0 Oe? Ons 0,008 1,38 490 43 100 
5 ey 55) 0 IO 0,12 0,008 1,34 730 44 100 
Cuieton 9,0: 10° Ons 0,014 | 1,28 = 45 100 
7 | 98a) 4,5+ 210-4 0,12 O;005, eat. 28 = 40 4100 
8 2 Ae Joe 0,12 Ose | alas} = 40 100 
9 7 il © WO) 0,13 0,010 1,46 350 302 100 
10 | 105 By EL Ome 0,15 0,006 | 1,62 — 0,33 92 
11 83 5, 59 Ore Ov12 0,006 AS 270 40 95 
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Zunahme des Restwiderstandes zu bemerken. AH,/AT wird wieder 
merklich beeinfluBt. Da die Breite der Sprungkurven etwas schwankt, 
ist R/R, in Fig. 141 noch besonders aufgetragen. In Fig. 12 ist auBer 
der Abhangigkeit der Spt fiir 40 Std Heizdauer noch ein Punkt ein- 
getragen (x), der nach 1 Std erreicht wird. Diese Zeit geniigt noch 
nicht, um das zundchst im Innern des Stabes vorhandene Fe in die 
auBeren Bereiche des CuS vordringen zu lassen. Ein anderer Punkt (Qa) 
fir 302 Std liegt auf der gezeichneten Kurve. Danach geniigen auch 
fir das langsamer diffundierende Eisen etwa 40 Std bei 470°C sicher 
zur Gleichverteilung des Gehaltes. Fiir die Grenzkurve besteht natiirlich 
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Fig. 12. Abhangigkeit der Sprungtemperatur des CuS von einem Eisenzusatz nach etwa 
40 Std Diffusionsdauer. x Punkt nach 1 Std, [J Punkt nach 302 Std erhalten. 


dieselbe Unsicherheit wie in Fig.10. Der Ta-Gehalt und die unbe- 
kannten Verunreinigungen kénnen auf einige 10~> geschatzt werden. 
Um diesen Betrag miiBte die Kurve nach rechts verschoben werden. 
Ihr Verlauf im benutzten Konzentrationsbereich l]a4Bt eine leidliche 
Loslichkeit im CuS vermuten. Leider kénnen groBere Gehalte wegen 
der dann unzugdnglichen tiefen Spt nicht mehr untersucht werden. 


§ 8. Supraleitung des CuS mit verschiedenen Zusatzen. 


Nicht so eingehend, sondern mehr zur Orientierung, haben wir das 
Verhalten von CuS-Proben mit anderen Zusdtzen untersucht. Bisher 
ist nur je ein Versuch meist mit einigen 10°-* Gehalt ausgefiihrt worden. 
Die Daten sind wieder in einer Tabelle 4 angeordnet. Wir gehen dabei 
von der CuS-Probe ohne absichtlichen Zusatz (Ta) mit der Spt von 
4,50° in Zeile 1 aus und betrachten die Verschiebung durch den Zusatz 
in den folgenden Zeilen. In Spalteh ist zur rohen Abschatzung der 
Wirksamkeit das Verhaltnis aus AT, der Verschiebung der Spt und 
dem benutzten Zusatz in 10-4 Atomanteilen berechnet. Da die Ab- 
hangigkeit von der Konzentration unbekannt und nach den Versuchen 
mit Au und Fe sicherlich vorhanden ist, hat die Angabe nur im Bereich 


344 W. BuckEL und R. Hirscu: 


Tabelle 4. Daten von Mefproben aus Kupfersulfid mit verschiedenen Zusdtzen. 


(Abstand der Spannungselektroden 30mm, Durchmesser der CuS-Stabe etwa 


0,46 mm.) 
—$—$—$————___ 0 SS _X 2-2 —O@«ws 
a b c | d € | f g ates h 
a ial, aa, | 
| | Wider- |Restwider-| Sprung- —— oan 4 | Verschiebung 
Nr. der | Zusdtze im CuS | stand stands- temperatur A Pr | es fun Ons 
Probe | in Atomteilen | Rg bei | verhaltnis hee aah in in Sta |... Zusatz 
| o inQ| Ryo Gradabs} Gau8 | in Grad abs 
| Grad | | 
| | | | 
4 107 (6) Wa Odie 0,007 1,50 300 44 — 
D, 93 0,8: 10°> Ge | 0,12 0,006 1,47 290 | 64 | —0,38? 
3 1014 0,9: 1074 Fe O48 0,014 1,28 1000 | 45 —— Ono) 
4 58 1,3: 10 4Zn | 0,12 | 0,007 (pao 450-.| 44 — 0,058 
5 47 3,040 > Aw 960,43 | 050264) 1,39 890 | 44 — 0,036 
6 87 Beare Ome LD | 0,11 0,006 “4. 1,46 340 48 (OA 
7 AW 2 Si Omar Noon S | 0,008 | 1,475 340° | 48 | — 0,010 
8 | 84 ALB 0 R= INS) = 0,008 1,46 280 40 | —0,009 
9 | 109 | 63-10% Be | 0,11 | 0,043 1,48 330 46 | 0,000 
10 63 P-Dampf | 0,13 | 0,006 1,62 | 360 ae _- 
147) 96 J-Dampf 0,20 0,051 1,47, | 740 3 | — 


der GréBenordnung 10-4 des Zusatzes einigermafen Sinn. Der Befund 
fiir Ge-Zusatz kann nur mit Vorsicht bewertet werden, weil ein zu 
kleiner Anteil von 0,8 +1075 gewahlt worden ist. Phosphor und Jod 
werden dem Schwefel und nicht dem Ausgangskupfer zugesetzt. Wah- 
rend des Anlaufvorganges entsteht durch die Einwirkung des Misch- 
dampfes im Fall der Zeile 11 nach der Gewichtsanalyse sicher teilweise 
Jodid. Eine Senkung der Spt ist also auch durch einen Gehalt an 
Nichtmetall sichergestellt. Mit der einzigen Ausnahme fiir Be-Zusatz 
setzen alle benutzten Metalle die Spt herab. Aus einem anderen Ver- 
such mit zwei gleichzeitigen Zusdtzen von Fe und Ag wissen wir, daB 
keine einfache Additivitat der Wirkung vorliegt. 


§ 9. Zur Diskussion der Versuchsergebnisse. 


Wegen der Fiille des Materials haben wir schon in den vorher- 
gehenden Paragraphen einige Deutungen vorweggenommen. Es ist nach 
den Ergebnissen dieser Arbeit erwiesen, daB die Spt des S-leiters CuS 
von Spuren fremder Atome (Gehalt etwa 1075) beeinfluBt werden kann. 
Es ist zum erstenmal quantitativ gezeigt worden, daB8 die S-leitung 
ebenso empfindlich reagieren kann, wie etwa die Leitfahigkeit einiger 
Halbleiter. Wir sind noch weit davon entfernt, eine Deutung des Ein- 
flusses geben zu kénnen, den diese Stérungen auf den Mechanismus 
der S-leitung ausiiben. Es kénnte durchaus méglich sein, da die 
S-leitung wenigstens im Fall des CuS keine Eigenschaft des idealen 
Gitters ist. Dann ware die Wirkung der Verunreinigung etwa mit der 
Bemerkung am SchluB des §5 zu verbinden. Es ist kaum anzunehmen, 
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daB die bei 470° C hergestellte Verbindung CuS frei von einem geringen 
Anteil Cu,S sein kann, der durch einen Dissoziationsgrad bei hoher 
Temperatur bedingt ist. Diese stéchiometrische Abweichung oder die 
dadurch hervorgerufene Fehlordnung im Gitter kann vielleicht fiir die 
S-leitung tiberhaupt verantwortlich gemacht werden, etwa so, daB die 
Spt um so héher liegt, je hdher die Konzentration solcher Stérung ist. 
Die Spt-herabsetzenden Zusatze miiBten nach dieser Auffassung geradezu 
eine Vorliebe fiir die stérenden Cu*-Ionen des Cu,S-Gehalts besitzen 
und sie durch eine Reaktion unwirksam machen kénnen. Besonders 
angestellte Versuche kann man in dieser Richtung deuten. In Fig. 13 


fy 


Widerstandsverhalinis &. 
S 
ry 


0 105 
(2 TTT! lS: SIE: im 72abs 
Temperatur 


Fig. 13. EinfluB von 5,5 - 10-* Fe auf die Sprungkurve von Kupfersulfid verschiedener Zusammensetzung. 
Probe Nr. 57 besteht zu 100% aus CuS; Probe Nr. 83 enthalt 5% Cu, 2S (homogen tiber den Querschnitt 
verteilt); Probe Nr. 105 enthalt 7,5% Cu;,.S im Kern der geschichteten Probe. 


sind die Sprungkurven von drei Kupfersulfidproben dargestellt, die 
samtlich 5,5-10°* Fe enthalten. Im Falle kurzzeitiger Schwefelung 
von 20min Dauer mit ¢=92,5% ist in der ,,Seele noch ein Cu,S- 
haltiger Bereich vorhanden. Er fesselt den gesamten Fe-Gehalt an 
sich, denn die Spt liegt tiber 1,6° abs (fiir die 4uBeren Bereiche)! Eine 
mit begrenzter Schwefelmenge behandelte Probe hat auch nach 40 Std 
Heizdauer mit €¢=95% noch die hohe Spt von 1,57° abs! Erst wenn 
jeder wagbare Anteil eines niederen Kupfersulfids vermieden wird, 
sinkt die Spt auf 1,35° abs. Wir miissen sagen, daB der Fe-Gehalt nun 
gezwungen wird, mit dem infolge der Dissoziation bedingten geringen 
Gehalt an Cu*-Ionen zu reagieren. Deren Wirkung auf die Spt fallt 
dann fort, das so gereinigte CuS ware danach gar nicht s-leitend. 


Fine Stiitze fiir diese Auffassung tiber die Wirkung der Zusatze 
bildet die Tatsache, daB fiir alle Metalle auBer fiir Be und Au, Ver- 
bindungen ihrer Sulfide mit den Kupfersulfiden bekannt sind. Im 
Kupfersulfid héchster Wertigkeit diirfte z.B. das Eisen als CuleS, 
(Kupferkies Min.) gebunden sein. Dieses kann erhebliche Mengen Cu,s 
einbauen. So sind in der Natur vorkommende Verbindungen bis 
Cu,FeS, = Cul’eS, + 4Cu,S (Bornite) bekannt. Es laBt sich verstehen, 
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daB der Fe-Gehalt unserer Proben erst dann in die CuS-Bereiche eintritt 
und sich dort mit Spt-Senkung bemerkbar macht, wenn an keiner 
Stelle sonst héhere Cu*-Ionengehalte verfiigbar sind. Mit der ferro- 
magnetischen Eigenschaft diirfte die Wirkung des Eisens nach den 
Ergebnissen der Tabelle 4 nichts zu tun haben. 

Eine Deutung fiir den eigentlichen Mechanismus der S-leitung im 
CuS kénnen wir nach unseren Versuchen noch nicht geben. Wir méchten 
nur feststellen, daB die in der Einleitung gewahlte Fragestellung sich 
schon nach der genauen Untersuchung des ersten Beispiels eines S- 
leiters als wichtig erwiesen hat. CuS muB einen abnorm groBen Rein- 
heitsgrad besitzen, wenn es s-leitend sein soll. DaB seine S-leitung 
tiberhaupt entdeckt werden konnte, liegt allein an dem besonderen 
Mechanismus des Anlaufvorganges bei seiner Bildung. Dadurch kann 
es trotz aller Verunreinigungen anfanglich sehr rein entstehen. Man 
diirfte daraus schlieBen, daB es noch eine ganze Reihe von Stoffen gibt, 
die S-leitung zeigen kénnten, wenn Verunreinigungen weitgehend ver- 
mieden wiirden, oder wenn geeignete Zusdtze allein wirksam waren. 

Nachdem wir neuerdings auch an reinen Metallen die besondere 
Wirksamkeit von Stoérungen ahnlicher GroBenordnung festgestellt haben, 
werden die Untersuchungen in der angegebenen Richtung fortgesetzt. 


Erlangen, Physikalisches Institut der Universitat. Mai 1950. 
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Berechnung der Matrixelemente des H-Atoms 
mittels der Laplace-Transformation~. 


(Weitere Mitteilung zu: Eine neue Darstellungsmethode 
wellenmechanischer Propleme“)'. 


Von 
H. KALLMANN, New York und M. PAsteEr, Berlin. 


(Eingegangen am 25. Mai 1950.) 


In einer Reihe friiherer Veréffentlichungen! wurde gezeigt, daB sich wellen- 
mechanische Rechnungen ausnahmslos wesentlich vereinfachen lassen, wenn man 
auf sie die Methoden der Laprace-Transformation (LT) anwendet. Nachdem mit 
Hilfe dieses Kalkiils bereits zahlreiche wellenmechanische Fragen behandelt wurden, 
wird in vorliegender Arbeit als weiterer Beitrag hierzu die Berechnung der Matrix- 
elemente, d.h. die Auswertung von Integralen iiber Eigenfunktionen, mittels 
der LT durchgefiihrt. Als Eigenfunktionen werden die radialen Wellenfunktionen 


R,,(7) des H-Atoms verwendet. Die Verwendung eines Satzes der LT gestattet 
co 


es, das Integral f R, )R,-y 7" 
0 


dy fir beliebige x, J, n’, l’, m auszurechnen. Aus dem 
gefundenen allgemeinen Ergebnis 148t sich dann durch Spezialisierung der Nor- 
mierungsfaktor, das elektrische Moment und der Mittelwert fiir eine beliebige 
Potenz v” sofort angeben, welche Ergebnisse also bei Verwendung der LT in 
einem einzigen Rechnungsgang hergeleitet werden, was bei Verwendung der tib- 
lichen Methoden nicht mdglich ist. Die Rechnungen werden, nach Erlauterung 
des Verfahrens und Zusammenstellung der benétigten Hilfsmittel, im einzelnen 
dure@hgefiihrt. Nach Herleitung des allgemeinen Ergebnisses ergeben sich aus ihm 
du Spezialisierung die vorstehend genannten GroBen (Normierungsfaktor usw.). 


I. Evnlettung und Problemstellung. 


In einer Reihe fritherer Arbeiten! haben wir gezeigt, in welcher Weise 
sich wellenmechanische Rechnungen gestalten, wenn man sie mit Hilfe 
der ,, LAFLACE-Transformation‘‘? (nachstehend mit LT abgektirzt) durch- 
fiihrt. Diese anzuwenden bedeutet: Anstatt da8 man mit einer von der 


* Diese Arbeit war bereits 1946 abgeschlossen. Ihre Verdffentlichung verzogerte 
sich infolge 4uBerer Umstande bis jetzt. 

1 KALLMANN, H., u. M. PAstER: Ann. Phys. (6) 2, 292 (1948) nachstehend 
als Arbeit A 1 zitiert. — Ann. Phys. (6) 2, 305 (1948) = A 2. — Ann. Phys. (6) 
4, 90 (1948) = A 3. — Ann. Phys. (6) 4, 46 (1948) = A 4. — Ann. Phys. (6) 3, 
305 (1948) = A 5. — Eine qualitative Zusammenfassung des Inhalts der vor- 
stehend zitierten Arbeiten findet sich im RamsauER-Gedenkheft der Phys. BI. 5, 
57 (1949) = A 6. — PAsiER, M.: Ann. Phys. (6) 6, 365 (1949) = A 7. — KALL- 
MANN, H., u. M. Paster: Z. Physik 126, 734 (1949) = A 8. — Z. Physik 126, 
749 (1949) = AQ. 

2 Vgl. hierzu etwa G. Dortscu: Theorie und Anwendung der LapLace-Trans- 
formation. Berlin: Springer 1937. 


bo 
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,,Oberbereichvariablen‘‘ x abhangigen ,,Oberfunktion ~ of (4%) rechnet, 
geht man von dieser mittels der Integraltransformation 


2 


F (x) e~?* dx =f (p) = 2 {F (x)} (1.4) 


on 


zu einer neuen, F (x) zugeordneten ,,Unterfunktion“ f(p) der Variablen p 
iiber und fiihrt die erforderliche Rechnung mit /(f) durch. Diese ge- 
staltet sich nun natiirlich anders, und zwar ist es im allgemeinen so, 
daB die neue Rechnung einfacher verlauft, als wenn man mit der ur- 
spriinglichen Funktion F(x) gerechnet hatte. Die Verwendung der 
LT bringt meistens rechnerische Vorteile mit sich, die insbesondere bei 
der Lésung von Differentialgleichungen erheblich sind. Indem man 
namlich (1.1) auf eine solche anwendet, erhalt man deren ,,Bildgleichung 
im Unterbereich‘‘, die in diesem wohl immer einfacher zu lésen ist als 
das Original. Ist die Ausgangsdifferentialgleichung insbesondere die 
zu einem wellenmechanischen Problem gehdrende SCHRODINGER- 
Gleichung, so findet man auf diese Weise deren Eigenfunktionen im 
allgemeinen viel einfacher als mit Hilfe der tiblichen Methoden. Wie 
weitgehend sich in der Tat die Integration der SCHRODINGER-Gleichung 
durch Verwendung der LT vereinfacht, haben wir in unseren zitierten 
Arbeiten gezeigt?. 

Indessen ist eine mit Vorteilen verbundene Anwendung der LT 
keineswegs auf das Lésen von Differentialgleichungen allein beschrankt, 
vielmehr lassen sich mittels dieses Kalkiils auch andere Rechnungen 
wesentlich einfacher gestalten, als sie im Oberbereich verlaufen. 

Dies trifft z.B. auch auf diejenigen Rechnungen zu, die sich in der 
Wellenmechanik im Anschlu8 an die Ermittlung der Eigenfunktionen 
ergeben. Denn da es bekanntlich nicht diese selbst sind, die wellen- 
mechanisch die Eigenschaften (Impuls, Moment usw., allgemein G ge- 
nannt) eines Systems beschreiben, sondern dies durch die Erwartungs- 
oder Mittelwerte (Matrixelemente) der jeweiligen GréBe G geschieht, 
gilt es, diese zu berechnen. Sie sind bekanntlich durch den Ausdruck 


Gi, = f UF O(G) YU, dr (1.2) 


definiert, worin bedeutet: Y%, die Eigenfunktion fiir den durch den 
Index k gekennzeichneten Zustand, Y* die zu Y, konjugiert komplexe 
GroBe, Q(G) das in der Wellenmechanik an Stelle der klassischen 
GroBe G tretende Analogon, welches oft ein Operator ist, der auf pee 


* In Aft u. 2 wurde die ScHRODINGER-Gleichung des KEPLER-Problems, in 
A 4 die des Oszillators und die Drracschen Gleichungen, in A 5 die Differential- 
gleichungen des Stark-Effektes, in A7 die Differentialgleichung des Raum- 


rotators, in A 8 u. 9 gestérte wellenmechanische Gleichungen mittels der Methode 
der LT integriert. 
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einwirkt, und dt ein Volumenelement. Zu integrieren ist in (1.2) tiber 
den ganzen Raum. Bei der durch (1.2) gegebenen Definition des Mittel- 
wertes ist vorausgesetzt, da die Eigenfunktionen auf 1 normiert sind, 
d.h. es wird verlangt, daB 


je Ae tA hate ats ; (1.3) 
ist. Sind die Eigenfunktionen noch nicht normiert — sie mégen dann 
mit u; bezeichnet werden — so sind obige Ausdriicke in 

G;, = N,N, f u*¥ Q(G) ude, (1.4) 

hea iN? [oF ud 7 (1.5) 


abzuandern, wobei N, der durch (1.5) festgelegte Normierungs faktor 
von 4; 1st. 

Im allgemeinen wird man bei einer Mittelwertbildung die beiden 
Gl. (4.4) und (1.5) einzeln ausrechnen miissen. Es gibt aber einen Sonder- 
fall, bei dem es im Prinzip nicht erforderlich ist, N, gesondert zu be- 
rechnen, sondern wo es geniigt, allein das Integral (1.4) zu bestimmen, 
aus dem sich dann der Normierungsfaktor N, durch Spezialisierung 
ergibt. Dieser Fall liegt vor, wenn die GrdBe G eine Koordinate gq ist, 
von der die Eigenfunktion uw abhangt und in dieser in Form eines allein 
von g abhangigen Faktors Q = Q (q) auftritt. Da das wellenmechanische 
Analogon einer Koordinate kein Operator, sondern jene selbst ist, ergibt 
sich daher fiir das Matrixelement gq”, der m-ten Potenz von q der Ausdruck 


7, = NON f OF 9" On (d2)g 
= No NiO f J (9) dq. 


Hierin ist (dt), der im Ausdruck des Volumenelementes dt auftretende 
g-abhangige Anteil und NV,” der Normierungsfaktor der Wellenfunk- 
tion Q, definiert durch 


(1.6) 


NE OF O(a 2),. (1.7) 


Man erkennt in der Tat leicht, daB man im vorliegenden Fall den 
Normierungsfaktor NV, nicht erst gesondert nach (1.7) auszurechnen 
braucht; denn wertet man zundchst das Integral (1.6) fiir eine vor- 
gegebene Eigenfunktion Q mit beliebigen 7, und m aus, was zu dem 
Ergebnis J =I (i, k, m) fiihren mége, so findet man N.” aus I, indem 
man darin =k, m=O und g,=1 setzt. Ferner mu8 sich, wenn 
wiederum m—0O, aber i-- Rk angenommen wird, als weiterer Spezialfall 
aus I die Orthogonalitat der Q ergeben. SchlieBlich stellt £ mit dem 
(aus ihm selbst bestimmten) Faktor N,” N{® multipliziert die Matrix- 
elemente fiir eine beliebige Potenz m der Koordinate g dar. Insbesondere 
ergeben sich daraus (bis auf den Faktor e=Ladung) fiir m=1 und 
23* 
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beliebige 7,k die Matrixelemente der g-Komponente mi? des elek- 
trischen Momentes . 

Eine Auswertung von Integralen der Form (1.6) tiber haufiger vor- 
kommende Eigenfunktionen ist verschiedentlich vorgenommen worden’, 
wobei natiirlich die Methoden der ,,Oberbereichmathematik* benutzt 
sind. Die diesbeziiglichen Rechnungen gestalten sich ziemlich um- 
standlich, obgleich vielfach noch vereinfachende Annahmen (z.B.7=k, 
oder ahnliche) gemacht wurden. 

Wir werden nun zeigen, daB mittels der Methode der LT die Be- 
rechnung ,,wellenmechanischer Mittelwertintegrale vom Typ (1.6) sich 
ohne groBere Schwierigkeiten mit elementaren Hilfsmitteln (erforderlich 
sind nur Differentiationen und einmalige Anwendung der CaucHyschen 
Formel) durchfiihren 148t. Erméglicht wird dies durch folgenden 
Satz?: Es sei F(x) eine reelle Oberfunktion und ihre — durch (1.1) 


definierte — L-Transformierte f{(p) fiir <0 konvergent. Dann ist 
| F(x)dx =limf (6). (1.8) 
0 p>0 


Diese Behauptung folgt sofort aus (1.1), wenn man darin # > 0 gehen 
14Bt. Erforderlich ist natiirlich, daB der Grenzwert existiert, wozu 
gewisse Voraussetzungen erfillt sein miissen?. 

Macht man von diesem Satz Gebrauch, so wird die Aufgabe, die 
Matrixelemente (1.6) zu berechnen, auf die Ermittlung der Unter- 
funktion 2 {J} des Integrandens von (1.6) zuriickgefiihrt, deren fiir 
b —O sich ergebender Grenzwert das gesuchte Resultat liefert. 

Zur Bildung der fraglichen Unterfunktion ist zu bemerken, daB die 
L-Transformierte & {Q} der in (1.6) auftretenden Eigenfunktion immer 
bekannt ist, wenn man die jeweils maBgebliche SCHRODINGER-Gleichung 
auch mit Hilfe der LT geloést hat. Es ist dann aus & {Q} die GréBe 
2 {J} zu bilden, was sich mit Hilfe gewisser Rechenregeln der LT aus- 
fiihren 1aBt. Welche von ihnen anzuwenden sind, hangt natiirlich 
wesentlich von der Form von J (gq), d.h. von Q(g) ab. 

Wir wollen nun nachstehend darlegen, wie sich die entsprechenden 
Verhaltnisse gestalten, wenn fiir Q(qg) speziell der radiale Anteil R (7) 
der Wellenfunktion des Einelektronen-Problems gewahlt wird. Zunachst 
erortern wir die Methode und geben die zu ihrer Anwendung erfor- 
derlichen Hilfssatze an (Abschnitt II), dann fiihren wir die Rechnung 
im einzelnen durch (Abschnitt III) und leiten schlieBlich aus dem dort 
gefundenen allgemeinen Ergebnis spezielle Ergebnisse her (Abschnitt IV). 

1 Vgl. etwa E. ScHrépINGER: Abhandlungen zur Wellenmechanik, S. 133. 
Leipzig: Johann Ambrosius Barth 1928, oder Ann. Phys. (4) 80, 437 (1926). — 
BetueE, H.: Handbuch der Physik, Bd. 24/1, S. 282. Berlin: Springer 1933. — 


Fues, E.: Ann. Phys. 80, 395 (1926). 
2 Vgl. dazu G. Dortscu: l.c., S. 210. 
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Il. Erérterung der Methode und Hilfssdtze. 
Die Funktionen R (7) sind bekanntlich die Lésungen der Differential- 


gleichung! 


he ae PAGS f 2B 
a tear t+ (44+ 4 4)R=0, (2.1) 


dr= ° y ar yY y2 


die man durch Separation der fiir das KEPLER-Problem giiltigen SCHRG- 
DINGER-Gleichung in raéumlichen Polarkoordinaten 7, #, gm erhalt. In 
(2.14) bedeuten 


A —— aa > = ae wR? (2.2) 
Ze*» 

B=, (2.3) 

a SS) (2.4) 


(m, = Elektronenmasse, E = Gesamtenergie, Z = Kernladungszahl, e = 
Elektronenladung, % =h/2z, 1 == Nebenquantenzahl). Fithrt man statt 7 
die Variable 


1g ue 
e=22; rate (2:5) 
ein, so ergibt sich bekanntlich als iiberall eindeutige und stetige Lésung 
von (2.1) der Ausdruck 


Ry = NW) ¢ 


Q 
bard big eal (2.6) 
wobei N\” den zu R gehdrigen Normierungsfaktor bedeutet und L?/>) 
die verallgemeinerten LAGUERREschen Polynome sind. Das in deren 
unteren Index auftretende ” ist die Hauptquantenzahl. 

Mit (2.6) erhalt man fiir den Mittelwert 7”, gem&B (1.6), wenn der 
Zustand 7 durch die Quantenzahlen ,/ und der Zustand k durch n’, l’ 
ere wird, 


7, ip = elise Ray (dt), 
(2.7) 
0 


— Ni NY fr ynr2 ol}, ote Mire (Oy)? iD a (0,,) dr (2.8) 
0 


= NY NYT. 
DaB die Variable @ die beiden Indizes n und m’ tragt, findet seine Be- 
griindung darin, daB 9 gemaB (2.5) und (2.2) der Energie E und damit 


1 Vgl. etwa A. SOMMERFELD: Atombau und Spektrallinien. Wellenmechanischer 
Erganzungsband, S. 78ff. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn 1944. 
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der Hauptquantenzahl » proportional ist. Natiirlich muB, damit das 
Integral (2.8) ausgerechnet werden kann, @ wieder durch 7 ausgedriickt 
werden. Denkt man sich dies ausgefiihrt, so erhalt das Integral HE 
von (2.8) offensichtlich folgende Form 


Co LT a) i ae, AO re (2.9) 


I 
i=) 
— 


worin «, B, y, 6 gewisse, von den Quantenzahlen n,n’, /, l’ abhangige Kon- 
stanten sind. 

Will man dieses Integral mit Hilfe der LT berechnen, so ist nach 
dem am Ende des vorigen Abschnittes angefiihrten Satzes (1.8) die 
Unterfunktion des Integrandens J von (2.9), also 


BJ} = Bee OLE yn) Lee” (67)} (2.10) 
zu bilden, woraus sich das gesuchte Ergebnis durch Grenzwertbildung 
fiir p— 0 ergibt. 

Zur Berechnung von (2.10) verhelfen nun folgende Satze: 
. Satz von der ,,Differentiation im Unterbereich“‘!: Ist 


| @{F (=F), (2.41) 
so gilt 
8 fF (»)} = (—1) - : (2.12) 


Wendet man dies auf (2.10):an, so kann dafiir geschrieben werden: 
AE See oer Bok 
{Jip A) ea Pr Lat (yr) Liab (Or)}. (2.43) 


Der ,,Differentiationssatz erlaubt es also, statt der urspriinglich in 
den Unterbereich zu tibertragenden Oberfunktion J nur 


D = Jo * = cPLA (yr) LEUEY (67) (2.14) 


der LT zu unterwerfen. Eine weitere is geal wird gewonnen 
durch Anwendung des 


2. ,,Verschiebungssatzes im Unterbereich‘‘?: Ist 
RF (r)} = f(p), (2.15) 
R{e-Pr F(v)} =f (p +8). (2.16) 


so gilt 
Danach ist, wenn 


S {Lest (yn) Ly ae ’(6r)} = (6) — (2.47) 


1 Vgl. dazu G. DortscH: l.c., S. 155. 
2 DOETSCH: Gs Inca SH ade 
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gesetzt wird, 


@{D} = 8 fe LEN (yr) LEE (67) =F +H), (2.18) 


also nach (2.13) 


87} = (1) 9b +8). (2.19) 


Die Ausrechnung von (2.10) lauft also im wesentlichen darauf hinaus, 
die Unterfunktion des Produktes der beiden LAGUERREschen Polynome 
zu bilden. Hierzu verhilft nun eine weitere Rechenregel der LT, der sog. 

3. son Es seien & (rv) und £(r) Oberfunktionen und 
2 {F (7)}=f(p), & {A (r”)} =f2(p) ihre Unterfunktionen. Dann 14Bt sich 
die LT des Nae: =f, - F, durch das komplexe ,,Faltungsintegral 


L141 (1) B()} =1(6) = 55 $h (6 —2) hele) dz (2.20) 


221 


darstellen, welches im positiven Sinne iiber einen Kreis Kp mit dem 
Radius |z)= P zu erstrecken ist, fiir den 


@< P<|p|—0, (2.20) 


gilt: Hierbei sind 0, bzw. 0, die Radien derjenigen Kreise, auBerhalb 
deren (und auBerhalb keines kleineren Kreises) /,(f) und /,(p) regular 
sind. Die Auswertung des Integrals (2.20) verlangt eine Residuen- 
bestimmung in den singuldaren Punkten von f,(f), die im vorliegenden 
Falle die Unterfunktion von L'?!7) ist. 

Was diese nun betrifft, so ist sie entweder schon aus vorher im 
Unterbereich durchgefiihrten Betrachtungen bereits bekannt? oder man 
kann sie unmittelbar einem &-Lexikon* entnehmen. Man findet etwa 
in diesem die Korrespondenz . 


Pui+k+1) (p—1) 
(r)} = a rr (2.21) 


Vey Lo 


Bei Anwendung dieser dem unten zitierten Werk* entnommenen Formel 
ist zu beachten, daB die dort verwendeten L® etwas anders definiert 
sind4 als die in der wellenmechanischen Literatur allgemein gebrauch- 
lichen®. Ein Vergleich zeigt, daB diese [etwa ‘“)L genannt] mit jenen 
(“OL genannt] durch die leicht zu ermittelnde Beziehung 


WL (= @-+- Rl L Oy) (2.22) 


INDOEnTSCE Gc 1 Co. 107. 

2 Etwa durch Integration von Gl. (2.1) mittels der LT, wie in A 1 durchgefihrt. 

3 Vgl. etwa W. Macnus u. F, OBERHETTINGER: Formeln und Siatze der spe- 
ziellen Funktion der mathematischen Physik, S.176. Berlin: Springer 1948. 

4 MAGNUS-OBERHETTINGER: l.c., S. 108. 

5 Vgl. hierzu etwa A. SOMMERFELD: l.c., S. 82ff. 
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verkniipft sind. Diese Relation ist bet Anwendung der &-Formel (2.21) 
zu beachten, sofern die im Endergebnis auftretenden Indizes (das sind 
die Quantenzahlen) ihre tibliche Bedeutung haben sollen. Im ubrigen 
liefert Gl. (2.21) nicht die LT der LacuErreEschen Polynome L selbst, 
sondern die LT der mit 7 multiplizierten L)). Der zur Anwendung 
von (2.21) erforderliche Faktor 7’ wird durch Abspaltung von der in 
(2.10) auftretenden Potenz 7% erhalten. 

Die Bildung der Unterfunktion & {J} des Integrandens ,(2.8) wird 
man also (von noch gelegentlichen kleineren zweckmaBigen Um- 
formungen und Zwischenrechnungen zunachst abgesehen) in folgenden 
vier grundsatzlichen Schritten vollziehen: 

4. ZweckmaBige Umformung des Integrandens (2.8), damit die vor- 
stehend genannten Satze angewendet werden kénnen, d.h. zunachst 
muB der Integrand auf die Form 


Ja Ph [PALCHD G5)] [PALEY (Ha)} (2.23) 


gebracht werden, wobei nun a, =a«—(2/-+1)—(2/’+1) ist. [Durch 
Verwendung der neuen Bezeichnung s statt des in (2.10) auftretenden r 
haben wir iibrigens schon angedeutet, daB spater von 7 zu einer ge- 
eigneteren Integrationsvariablen s iibergegangen wird. | 

2. Bildung der LT des in (2.23) auftretenden Produktes der beiden 
letzten in [ ] stehenden Faktoren mittels ,,Faltung“’ gemaB (2.20). 

3. a-fache Differentiation des gefundenen Ergebnisses und an- 
schheBende 

4. Anwendung des Verschiebungssatzes (2.15/16), womit die in (2.23) 
auftretende e-Funktion beriicksichtigt ist. 

Es sei noch bemerkt, daB die Schritte 3 und 4 natiirlich miteinander 
vertauscht werden kénnen, denn die LT einer Oberfunktion F (s), in 
der die Faktoren s*: und e~’* auftreten, durch welche Differentiations- 
und Verschiebungssatz anwendbar werden, ist definitionsgema8 von 
der Reihenfolge der Faktoren unabhiangig. Diese Tatsache werden wir 
spater benutzen, um die unter 3. angegebene «,-fache Differentiation 
in zwei Schritten auszufiihren, indem wir die Potenz in zwei geeignete 
Faktoren zerlegen. 


Die vorstehend angedeutete Rechnung fiihren wir nun im einzelnen 
durch. 


III. Durchfiihrung der Rechnung. 
1. Schritt. Umformung von (2.8). Zunachst ist zu beachten, daB 
die beabsichtigte Anwendung von (2.21) verlangt, die in (2.8) auf- 
tretenden, wie allgemein iiblich definierten LacuERREschen Polynome 
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auf die der 2-Formel (2.21) zugrunde liegende Definition umzuschreiben . 
Dies tun wir, wie schon vorher bemerkt, deswegen, damit die in den 
hergeleiteten Ergebnissen auftretenden Gréfen, insbesondere die Quan- 
tenzahlen ihre gelaufige Bedeutung behalten. Die Umschreibung hat 
auBer einer Indexanderung das Auftreten zweier konstanten Faktoren 
zur Folge und Gl. (2.8) geht iiber in 


ym AT(r) AT(r) / | POW orf ee el 2141 
nin V = Nii Nv (1 Pil !) (n aur l ) 1 fm c Q boys) (0,,) x ( ) 
, 0 3.4 


Hier tritt die Variable 9 auf, wahrend iiber 7 zu integrieren ist. Genau 
so, wie man in der ,,Oberbereich-Rechnung“ zur Auswertung des Inte- 
grals (3.1) verfahrt!, driicken wir — weil g von ” abhaingt — nicht 0 
durch y aus, sondern fiihren die neue Integrationsvariable 


2 
$=58, e@=—s (3.2) 


n 


ein. Dann gelten gemaB (2.5) und (2.2) die Beziehungen 


n y aa 
eh an el ea (3.3) 
woraus, wenn man fiir A seinen Wert (2.2) und in diesem fiir E die 
bekannten Energieeigenwerte der H-ahnlichen Stoffe einsetzt?, folgt 


es ay y=—S. (3.4) 


Hier ist wie ublich mit 


oa (3.5) 


der Radius des ersten Bourschen Kreises bezeichnet. Mit (3.2) und 
(3.4) wird aus (3.1): 
wr ; \m+3 /2\l/2 \v 
Ty = NG NY) (2 +) in’ +P)! a (7) eA ie 
ro -(+<7)s 2 av 2 (3.6) 
x f smrt4142 ¢ a Ww) * 72141) (= s} pers), (= s)ds. 
0 


Um von Gl. (2.21) Gebrauch machen zu k6énnen, waren die beiden 
LaGcuErreEschen Polynome mit den Faktoren s*!*+! bzw. s?”+" zu multi- 
plizieren. Aus einem sofort zu ersehenden Grund andern wir aber diese 


1 Vgl. A. SOMMERFELD: l1.c., S. 90 u. 98. 
ie ae 


En aa 
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\2141 Pel ; 
Faktoren in( “ s] bzw. (= s] ab. Dann wird aus (3.6): 


= ; ‘ ; ; a \m+38 (2 \—(1+1) / 2 \— (+) 
Ten Nf? Ny} (1 +H) 1 (n' +0)! (=) bel (=) es | 
\ 
| 


co (- , J )s 5 2141 
| ae ipsa | fae es SemNet lel s 
x fe n n sm 1—] ( takers) é 
0 


Nn 


<lfef geen | 


n’ n’ 


Damit hat der Integrand bereits die erforderliche Form, die seine LT 
durch die drei Operationen: Faltung, Differentiation und Verschiebung 
zu berechnen gestattet. 

2. Schritt. Faltung. Bevor wir diese vornehmen, bedarf es noch 
einer erganzenden Bemerkung, die die nun anzuwendende Formel (2.21) 
betrifft. In ihr heiBt die Oberbereichvariable 7, woftir man nattirlich 
auch s schreiben kann, wodurch die rechte Seite von (2.21) nicht ge- 
andert wird. In den in [ | stehenden Ausdriicken von (3.7) tritt dagegen 
nicht s allein, sondern mit dem Faktor k = 2/n multipliziert auf. Durch 
das Auftreten von k erfahrt die LT eine einfache Veranderung, die 
durch Anwendung der als_,,Ahnlichkeitssatz‘‘! bezeichneten Regel 
sofort angegeben werden kann. Letztere besagt, daB, wenn 


& {F'(s)} = f(A) (3.8) 
ist, beim Ersatz von s +s (k =const) 
8{F (es)} => 1(4] (3.9) 


wird. In (3.7) ist k=2/n, also wird nach (3.9) und (2.21) 


nN n—I—1 
2s er (21-41) PASS ‘a 2\-1 LP’ (n+ 1+ 1) (Fe—1] 
¢{( n Le } = () Ge SIS e ee (3-10) 
D 
b 2 \n—I—1 
eof 2\* Peat 1) ( Bay, 
Al | ea peat? (3-41) 


oder in inverser Form, d.h. als Oberfunktion geschrieben2 


, 2 \n—i—1 
25 \21+1 _ 1 25 2\2l+1 Pm +144) ( He 
2s Ley ie a) (> : ti + aaah n 
( n PNT n (n—i— 1)! ane - G.12) 
1 DoEtscH, G.: l.c., S. 147. 
i Hierbei bedeutet wie itblich @'1{f(p)} = 242 {F(s)} = F(s) die zu f (p) 
gehorige Oberfunktion F(s). 
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Setzt man dies in (3.7) ein, so erhalt man 


7 ae Nw) No, {T" (n +11) Poi +v a3 1)} 2 iss fe i \ r 
(n — 1 — 1)! (n’ — 1’ — 14)! zy Ns 
» F : — os (aS —l’—1) \ (3.13) 
x fe DS gtr eee — os] at ‘ds | 
r geritt J iH p” +1 +1 j 2 


2. Schritt. Ausfihrung der Faltung. 

Nun bilden wir die LT der beiden letzten Faktoren des Integrandens 
der vorstehenden Formel. Bezeichnet man sie mit p(f), so erhalt man 
gemaB Gl. (2.20) dafiir 


ohn b= \ eee 
royale (O=T7) ao ft30-7) | 


\ pntl+l \ Wed 
ca be De (3.14) 
(- ~ are je 2007S 
ee: f w’) d 
ant ; pried a (o— gvte+i & ) 


Nach dem in Abschnitt II zur Faltung Gesagten ist das Integral iiber 
einen Kreis, der die (einzige) Singularitatsstelle z=0 von f,(z) = 


j 2, \n—I-1k ; 
(z—- )" z"*'*1 umschlieBt, zu erstrecken. Der Wert des Integrals 


(3.14) laBt sich sofort angeben, indem man sich der aus der Funktionen- 
theorie her bekannten CAucHyschen Formel? 
LARA ir ! ~ malts 
yO ) : ke) gy (3.15) 


at’ 221 pyytd 


= S) 


bedient. Denn die Integranden der rechten Seite von (3.14) und (3.15) 
stimmen iiberein, wenn man 


, 


eae (p Si \ 
whe (2) (z =| * ce renee 7 (3.16) 


y=n-+l und €=0 setzt. Daher ist 


1 ant? 4 (C) 2 
= ; ; od 
Um den Differentialquotienten auszurechnen, setzen wir 
eS aa 
sC6.0)=(C-—! 2.2) 
=v 18 
Reon (18) 
10.2) = ater 
x (p co c)” +1’4-1 


1 Vgl. etwa K. Knopp: Funktionentheorie, S. 65. Sammlung Goschen, Bd.- 
Nr. 668. Berlin: W. de Gruyter 1944. 
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und wenden darauf die LeErBNizsche Produktenregel 


n+l 


a” (4 v) ml stent 
=a — (n+1—1) w(t) 
er = ("Pu 3.19) 
2 i=0 
2 \n—1—-1 : 

an, mit w=y und v= (c=) 5 INiotay aS 

div (n—1—4)! (. 2)\e-l= 1-4 

(7) => —_—_— = - ‘ ON) 

i att (n —1—1—1)! ( | (3.20) 


fir i<n—l—1, dagegen v") =0 fiir « >n—l—1. Von den Gliedern, 
der Summe (3.19) verschwinden daher alle, in denen die Ableitung 
von v groBer als »—/—1 ist, also Ableitungen von #=—y kleiner als 
(n +1) —(n—/—1) =21+1 auftreten. Somit wird 

n—I—1 


= { n+] @=l— i) 
r= att Dad i ay PEST 
i=0 (3.24) 


2 2\n-I-1-i qt tl-iy 
, en+l—t 
n at t=0 | 


In diesen Ausdruck ist € =O zu setzen. Dabei ist zu béeachten, daB € 


2 


: n—l—1-i 
nicht nur in den Potenzen lc = , sondern auch in y= 7(C, p) 


auftritt. Die Form dieser durch (3.18) festgelegten Funktion erlaubt 
es aber, den Schritt € =0 zu setzen, zu vollziehen. Denn ersichtlich gilt 


axy(l.p) ax (C.D) 
ie & ee (3.22) 


Von dieser Beziehung machen wir bei Gl. (3.21) Gebrauch und erhalten, 
indem gleichzeitig der Binominalkoeffizient durch Fakultaéten ausge- 
driickt wird, 


n—l—1 2 \n—I—1-i 
> m+ —1—1)1(¢——) ie 
a = (w+ 1)!i! (n +1—i)!(n —1—1—1)! aU a : is (3.23) 


= 
— ip i 
n—I—1 (" a a 2 \n—1l—1—1 
mime 


==(=4) 5 A (3.24) 
aa (n+1—1)! dp +1—1 
— MIL  \n—1 fgg |] 4 
quit >, (=) ( ; gr—-1-is 
= a x 
le dpett — (n+1—i)! eS , (3.25) 


wobei nun nach (3.18) 


Xo(h) = XC, peo = peated (3.26) 
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ist. Damit ist die Faltung erledigt, d.h. das Integral (3.14) ausgerechnet. 
Sein Wert y(f) ist durch Gl. (3.25/26) gegeben. Setzt man (pf), als 
Oberfunktion geschrieben, in das auszurechnende Integral (3.13) ein, 


so wird 

i a eyes 

pe ==5 c| e \n ees gm—l-l el {p (p)} ds ; (3.27) 

0 
wobei 
—_ az(r) ar(r) AE (mw F141) (n’ +1 +1) fa\mt3(a\ifay 
CN NY LOSS (F) & (=) (3.28) 

eine Abktirzung fiir alle vor dem Integral (3.13) stehenden Konstanten 
ist. 


Um die Bildung der LT des Integrandens (3.27) fortzusetzen, sind 
seine beiden ersten Faktoren noch zu beriicksichtigen. Dies geschieht 
zunachst bei der s-Potenz durch den 


3. Schritt. Differentiation im Unterbereich. Nach (2.15) ist 
B {or 8 fp H)}} =A) = (— tyr 


Setzt man fiir p(f) seinen Wert (3.25) ein, so wird 


a yi leigh) seri (3.30) 
ra — (n +1—1)! ipo | : ; 

Mit den Differenzquantenzahlen 

en nt! kil (3.31) 


kann dafiir geschrieben werden 


es 2 \a—l—1—1 as A . 
qmti—6. ) My ) Z ) Fe Zo 


it) apni | (n +1—7)! apt (3.32) 


4=0 


Um auch noch die in (3.27) als erster Faktor auftretende Funktion 
in die LT mit einzubeziehen, ist schlieBlich als 
4. Schritt der Verschiebungssatz anzuwenden, d.h. es ist die Variable 


p>pt+—+-—, (3.33) 


zu ersetzen. Dadurch geht die durch (3.26) definierte Funktion 7 in 


4 1 n—Il—1+6,+ 0, 
[> 


(3.34) 


n’ 
Me 1 1 \n+1+146,+6, 
(» ay tee ~| 
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iiber, an der die durch (3.32) ausgedriickten Differentiationen vorzu- 
nehmen sind. Hat man diese ausgeftihrt, so ist das sich dann daraus 
fiir » > 0 ergebende Resultat der gesuchte Wert 7”. Fiir ihn erhalt 


man also endgiiltig 
n—l—1 / 2 \ n—I—1—1 f(y —1— 1 
» (=) (7 =% i F qmti-&+n—I-1—-1 % | 


e | ~ 4)m-I-¥-1 — ee zt, 
nin’ l eal ) — (n i 1)! Co ae | 


wobei 7% durch (3.34) und C durch (3.28) gegeben ist. 

Mit der letzten Gleichung ist die eingangs gestellte Aufgabe, den 
Ausdruck (2.8) auszurechnen, erledigt. Er ist in (3.35) als Summe von 
Gliedern dargestellt, deren Anzahl und Wert von den beliebigen Zahlen 
m, n, n', l, l’ in der oben angegebenen Weise abhangt. Unbekannt 
ist vorerst noch NV) N'”),, also der Normierungsfaktor. Ihn kann man 
aber aus (3.35) fiir den Sonderfall: =’ ermitteln. Dies tun wir an- 
schlieBend und geben, wenn N.") bekannt ist, Beispiele zur Berechnung 


von Matrixelementen fiir einige Werte von m. 
IV. Sonderfalle. 
1. Normierungsfaktor. Um ihn zu bestimmen, muB gesetzt werden 


=n “alsor ‘0, —=10; 
bal’ - also 6,0; (4.1) 


m=0 also f =4. 
nn 


Dann spezialisiert sich das allgemeine Ergebnis (3.35) zu 


) 
= w—1— ; n+1= 
f,=1=—Cli I) pf ee) Ni ee Tee 
nt ee (3 ( (6) ) apo ae : 
2 \n—1—-2 (ym —1— 1 
ie) coli latent (4.2) 
Cee si ap—-1 
(7) GSS) 2\°/n—1—1 
L NaN ees BX bs (=) (=) a3| 
(27 + 2) dp iy aps? 
wobei nun %) nach (3.34) wegen (4.1) ist: 
elk | ea 1" 
Xo 5 2 \n+14+1 
(p+=| 
2 nsicnleteoaee —n—I1—1\/2\—n—-i-2 4.3 
Prec Meee ede pe 


2a i a es i (2) ps toot, 
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2 0 ee ea di 


af ti Sy (ZT pees ie? 


in 


(4.4) 


Bei Ausfithrung der Differentiation, die mit der héchsten — das ist 
nach dem ersten Glied in (4.2) die (m—J)-te beginnen moge, wird das 
erste Glied in (4.4) gleich Null, da in ihm # nur den Exponenten » —] —1 
hat. Aus dem zweiten Glied hingegen entsteht die Konstante 


aie . : cela lame ama 
SS area hese ee ae Fie a 


wahrend alle folgenden Glieder Potenzen von # als Faktoren enthalten. 
Von der nachsten, der (7—J—1)-sten Differentiation [zweites Glied 
der rechten Seite von Gl. (4.2)] liefert nur das erste Glied von (4.4) 
eine Konstante: 


(2 \n—l—2 (yn —1—1 
‘ai pre a4 (Spr, (4.6) 


(n ae 1)! 


wahrend wiederum alle folgenden mit Potenzen von # behaftet sind. 
Alle dann noch auszufiihrenden Differentiationen [von der (m —/ —2)-ten 
bis zur einfachen] liefern ebenfalls ausschlieBlich Glieder, die Potenzen 
von # enthalten. Das Ergebnis der Differentiation (4.2) ist also eine 
Summe von den beiden Konstanten (4.5/6) und einer Anzahl von mit 
Potenzen von # behafteten Gliedern. Diese interessieren aber nicht, 


da es auf den Grenzwert lim der Summe ankommt, wobei alle mit ~ 
p90 
behafteten Glieder verschwinden. Nach der lim-Bildung verbleibt nur 


die Summe S der beiden Konstanten (4.5/6): 


2 \n—l—2 (ny —I1—1 
s—[( ieoina) yen yg 14) | 
( 


ee (n — 1)! 
ea i os", 2 a 
(n+ 1)! \ 1 Meet 
od 2\H 248 (ng —1— 1)) fas EF ony. «1 
=—(<} (n +1— 1)! [n+l (n + L+ 1) (n l Si (4.8) 


=p aes 


Multipliziert man dies noch mit dem in (4.2) vor dem Integral stehenden 
Faktor C, der durch (3.28) gegeben und in dem natiirlich auch » =n’, 
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1—I', m=O zu setzen ist) und beachtet, daB das sich dann ergebende 
Produkt gemi8 der Normierungsbedingung=1 sein mu8, so ergibt 
sich fiir den gesuchten Normierungsfaktor N, sein bekannter Wert? 


(4.9) 


NP = (22) (n —1— 1)! 


2n [(m + 1)!]8 ° 


Bemerkung. Es ware naturgemaB, die Reihe der Beispiele mit dem 
Nachweis der Orthogonalitat der radialen Eigenfunktionen fortzusetzen. 
Hierzu ware wiederum m = 6, =0, aber n+ n’ zu setzen. Die Rechnung 
verlauft dann zwar im Prinzip genau so, wie die vorstehende, jedoch 
gestaltet sie sich nicht mehr so einfach. Wir haben den Beweis der 
Orthogonalitat der R,, im Unterbereich auch (1946) durchgefiihrt, 
jedoch zeigte eine jetzt (1950) vorgenommene Durchsicht der Rech- 
nungen, daB sie nicht in Ordnung sind. Deshalb kann dieses Beispiel 
vorerst nicht angefiihrt werden. 


an 


2. Matrixelemente der Koordinate r. Als nachstes Beispiel berechnen 
wir die Erwartungswerte (Matrixelemente) der Koordinate 7, die in 
der Schreibweise der ,,Oberbereichwellenmechanik“ durch 


ae =p = (Rar Rey (dt), =fPR Ryy ar (4.10) 
0 


definiert sind. Welche Werte man den Quantenzahlen 1, /, 1’, l’ erteilt, 
ist nattirlich gleichgiiltig. Wir wahlen, um eine Moglichkeit des Ver- 
gleichs zu geben, einen in der Literatur behandelten Fall und zwar 
den Ubergang von einem beliebigen Zustand mn’, l’ auf das LymMan- 
Niveau?. Fiir dieses ist »=1, /=0. Damit folgt aus der bekannten 
Auswahlregel /’=/-+ 1, daB /’=4 sein mu8. Aus unseren allgemeinen 
Ergebnissen (3.34/35) ergibt sich also (4.10) mit 


n=1 n =n’ 6, =n'—1 
1=6 a4 6b. =1 (4.11) 
i = 


Wegen »—l=1 wird in diesem Fall Gl. (3.35) sehr einfach: 


— Mee G3 
hov1 =—Clm—, silD 
| 10n/1 nae (4.12) 
wobei nun nach (3.34) 
4 \n-2 
= (» : 7) 
Xo = PEC) (4.13) 
ieee 
n 


1 Vgl. A. SOMMERFELD: l.c., S. 84. 
2 Vel. etwa A. SOMMERFELD: 1. he tsi YS, 
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ist. Also wird, wenn man die Differentiation ausfiihrt 


sus (p41 ain | 
2) = - ie (n’ — 2) (p ESS Tae 
oP (p+ 1+ a | - : (4.14) 
=(n+2)(p +1—5]). | 


Indem man in diesen Ausdruck ~=0 setzt und etwas umformt, ge- 
langt man zu =, , 
iad 2n’6 Bae =e: 
p->0\ &P | (n’ + 1)” ae 
Wird schlieBlich (4.15) mit dem noch nicht beriicksichtigten konstanten 
Faktor C (3.28) multipliziert, in den die Quantenzahlen (4.11) einzu- 
setzen sind, so wird schlieBlich 


fone Nn 4n’6(2) 


a 


(4.45) 


4 [(n! + 1) 172 (n’ — 1)" —° 


(n’ — 2)! (n’ + Wide 


(4.16) 


in Ubereinstimmung mit dem dafiir in der Literatur sich findenden 
Wert [A. SOMMERFELD, l.c. S. 100, Gl. (16)]. 

3. Mittelwert r,. Als nachstes berechnen wir, das vorige Beispiel 
etwas V erallgemeinernd, den Mittelwert 7, fiir einen, durch die Quanten- 
zahlen » und / gegebenen Zustand R,,,, re nun aber ” und J im 
Gegensatz zum vorstehenden Beispiel keine speziellen Werte erhalten 
soll, sondern beliebig sei. Das bedeutet nach (2.8) die Auswertung des 


Integrals 


1. = NY ‘JR WR tAOr. (4.17) 
In den allgemeinen Ausdriicken (3.34/35) ist also in diesem Fall zu 
setzen n=n' hie a8) | 
Leds ox 0 (4.18) 
m= 1 | 


Die Rechnung verlauft hier ebenso wie in Beispiel1, nur ist wegen 
m-=1 noch einmal mehr zu differenzieren als vorher. Nach (3.35) 


erhalt man 


2\r—1-1 [fn — 1 — 1 
Ecim| Gf Ce) eng 
nl ea (n+ 1)! ag = Tl 
Di a EDN aS sg Wg 
() (2 1 ) ay, be) ( Zi! Jar ma _ (4.19) 
*E (n +1— 1)! ap (n +1— 2)! prt 1 
2\0(n —1— 1) 
Gi) ex, 
ee Braet ap? 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 128. 
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wobei nun 7% wiederum (wegen =’) durch (4.3/4) gegeben ist. Von 
den nach der Differentiation verbleibenden Gliedern interessieren 
wiederum nur die #-freien, da sie allein, nachdem =O gesetzt ist, 
verbleiben. Im vorliegenden Fall sind es die drei mit den Exponenten 
nm—l+41, »—l und »—l—1 behafteten, in (4.4) auftretenden Potenzen. 
Nach Ausfithrung der Ableitung, Multiplikation mit dem Koeffizienten 
des entsprechenden Differentialquotienten und Addition erhalt man: 


| 


—_ C lepe= (~ j= Ail ' 2h" n—Il—1 
(es = : ) 1+ 4)! ( )+ 


(n-+1)! \n—1—1 


2, \n—Il—2 
») 


A el aad ‘ MaDe ee eeny ene ) ae 


2\—n-1-8 (—_m —1— 1), (2 i= —4 5 
$ (2 I ty (Rp f 420d 


n 0 


(2) (n —1— 1)! 


WH 


=a) qr E Has ef te Th (aed Se 2) 
(2 +1+1) (n—L) (n +1) (n—1—1) + 


+4 (w +1-4) (w +1—2) (w—-1-1) (1 >| | 
(2y"" in = eu 
=¢ ean 2[3n®—1 (1 +41) (4.21) 


Dieser Ausdruck ist wiederum mit dem vor dem Integral (3.13) stehenden 
Faktor C (3.28) zu multiplizieren, in dem m=n’, J=/’ und fir N, 
sein oben gefundener Wert (4.9) einzusetzen ist. Dies liefert 


22. im—b=s\l ime at “2”? 


‘nt = Gink Tin EDIE [mS O= ye Ze or 
: et 1)! 5 eae cree (4:22) 
. 22I+4(, + i)! a [3 ae ( aig )] 
a 
Se i ge (4.23) 


und das ist wiederum der bekannte Wert! fiir den Mittelwert 7 der 
Koordinate 7 fiir einen gegebenen Quantenzustand. 

d. Mittelwert ee . Als letztes Beispiel werde schlieBlich der Mittelwert 
der reziproken Entfernung 1/r berechnet. Dies Beispiel sei deswegen 


* Vgl. etwa H. BetHE: Handbuch der Physik, Bd. XXIV/1, S. 286. Berlin: 
Springer 1933. 
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angefiihrt, weil es besonders einfach ist, denn da jetzt 


m=—1 (4.24) 
ist, wird Gl. (3.35) | 


& i a hee aaa x, | 

7 =e es ay es J... re Si ; 
Hierbei ist wieder 7, weil » =n’, =I’ ist, durch (4.4) gegeben. Von 
dieser Gleichung interessiert dieses Mal nur deren erstes Glied, weil es 
allein nach Ausfithrung der Differentiation zu einer Konstanten fihrt, 
die nach der lim-Bildung verbleibt. In diesem Fall kann also das Er- 
gebnis unmittelbar hingeschrieben werden. Es lautet, wenn fir C 
gleich sein Wert eingesetzt wird 


=n lnton (AEE See a9 


woraus mit N,=(4.9) der bekannte Wert! 


=e (4.27) 


an 


| 


folgt. 


Berlin-Charlottenburg, Technische Universitat, Lehrstuhl fiir Theo- 
retische Physik. 


f Vel i, bet. 1c. 


24* 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 128, S. 366—377 (1950). 


Die Isotopenhauftigkeit des Bors. 
Massenspektrometrische Untersuchung 
der Elektronenstofprodukte von BF; und BCI. 
Von 
O. OSBERGHAUS, G6ttingen. 

Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 17. Juni 1950.) 


Zur Messung der Isotopenhaufigkeit des Bors wird ein Massenspektrometer mit 
60°-Ablenkung verwendet, bei dem die lonenstr6me auBer mit dem Galvanometer 
auch auf einem Braunschen Rohr registriert werden kénnen. Das Mischungs- 
verhaltnis B!/B!° wird zu 4,11+0,02 ermittelt. Die Abweichungen der Iso- 
topenzusammensetzung von sechs verschiedenen Bormineralien, die miteinander 
verglichen werden, liegen noch innerhalb der MeBfehler (0,5%). Die Einsatzspan- 
nungen (Appearance-Potentiale) der aus BF, und BCl, entstehenden Ionen werden 
gemessen und in ihrer Verkniipfung mit thermochemischen Daten diskutiert. Die 
Tonisierungsfunktionen der aus BF, und aus BCl, durch Elektronensto8 erzeugten 
Jonen zeigen ausgepragte Unterschiede. 


Uber das Haufigkeitsverhaltnis der beiden Borisotopen B!® und B11 
liegen eine Reihe von alteren Messungen vor, die fiir das Verhaltnis 
Bl/B!0 =a Werte zwischen 3,63 und 4,86 lefern. BriscoE und RoBIN- 
son! fanden weiter bei Atomgewichtsbestimmungen des Bors erhebliche 
Unterschiede (bis zu 15%) der Isotopenzusammensetzung von ver- 
schiedenen Mineralien. Eine neue massenspektrometrische Bestimmung 
von INGRHAM? am BF; liefert «=4,31+0,01. Die starke Streuung 
der bisherigen MeBwerte gab Veranlassung zu einer massenspektro- 
metrischen Untersuchung einer Reihe von Bormineralien médglichst 
verschiedener geologischer Herkunft. 


Verwendetes Massenspektrometer. 
Konstruktion. 


Es wurde ein Massenspektrometer vom Nierschen Typ benutzt, 
das, von technischen Einzelheiten abgesehen, weitgehend der Kon- 
struktion von W. PAuL® entspricht, mit magnetischem 60°-Sektorfeld, 
Abb. 1:4 und einem Kriimmungsradius von 12cm. Das Spektro- 
meterrohr aus Glas ist ohne dazwischenliegenden Hahn oder Flansch 
direkt an eine Kithlfalle angeschmolzen. Alle Teile bis zur Kiihlfalle 

1 Briscokz, H. V. A., u. P. L. RoBInson: J. chem. Soc. 127, 150, 696 (1925). 


? INGRHAM: Phys. Rev. 70, 652 (1946). 
3 PauL, W.: Z. Physik 124, 244 (1946). 
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einschlieBlich sind bis 300°C ausheizbar. Der Untergrund an Fremdionen 
kann infolgedessen weitgehend herabgedriickt werden. Beispielsweise 
betragt in ausgeheiztem Zustand bei einer Messung des Verhiltnisses 
NYNM/NN1 in Luftstickstoff der dem Untergrund zuzuschreibende 
Anteil des Ionenstroms auf den normalerweise stark belegten Massen 
28 und 29 (CO) weniger als 1%. Als geerdeter Wandbelag fiir das Glas- 
rohr dient 0,1 mm Kupferfolie. 

Die Ionenquelle ist mit der von PAut! angegebenen identisch. Ein 
zwischen Ionenquelle und magnetischem Sektorfeld angebrachter Justier- 
kondensator, dessen Feldlinien senkrecht zum Spalt verlaufen, erlaubt 
es, das Ionenbiindel in einer zu den Polschuhflaichen des Sektorfeldes 
parallelen Ebene zu schwenken und dadurch eine mangelhafte geo- 
metrische Justierung der Ionenquelle zu korrigieren. 

Das Vorbeifiihren der Massen am Auffanger kann durch Anderung 
des Magnetfeldes oder der Ionenenergie erfolgen. Im zweiten Falle 
miissen natiirlich die Potentiale des Linsensystems in der Ionenquelle 
und des Justierkondensators im gleichen Verhaltnis variiert werden, 
was durch Abgriff an einem gemeinsamen Potentiometer geschieht. 
Das Ziehfeld dagegen, das das Herausfiithren der Ionen aus dem Ioni- 
sationsraum besorgt, wird konstant gehalten. 

Als Magnet wird ein Permanentmagnet aus Oerstit 400 mit einer 
Feldstarke von 1600 Oe bei 14mm Polschuhabstand oder ein kleiner 
Elektromagnet mit Feldstarken bis zu 3200 Oe verwendet. 


Die Beschleunigungsspannung fiir die Ionen liefert ein Netzgerat, 
dessen Gleichspannung von 1500 V durch eine Glimmlampenkette und 
weiterhin durch eine Rohrenstabilisierung (Fig. 1) konstant gehalten wird. 

Die Ionenbeschleunigungsspannung kann sagezahnformig moduliert 
werden!. Dazu dient die iiber die Stabilisierungsrdhre verstarkte 
Kippschwingung einer Glimmlampe. Durch Anderung des Verstar- 
kungsfaktors und des Réhrenarbeitspunktes kann Amplitude und Null- 
lage der Modulation eingestellt und damit ein beliebiger Ausschnitt 
des Massenspektrums am Auffanger vorbeigefiihrt und nach entspre- 
chender Verstaérkung auf einem Braunschen Rohr sichtbar gemacht 
werden. Die Modulationsfrequenz ist nach oben durch die Zeitkonstante 
des Réhrenvoltmetereingangs und nach unten durch die Zeitkonstante 
der Verstarkeranordnung begrenzt. Bei einem Ableitwiderstand von 
401° Q kann man nach oben nicht tiber 1/, Hz hinausgehen. Stehende 
Bilder, also Frequenzen von 20 Hz, wiirden Ableitwiderstande von 
héchstens 2-108 erlauben; die Anforderungen an die Verstaérkung 
werden dann entsprechend gréBer. Zur Spannungsverstarkung dient 
eine batteriegespeiste Gleichspannungsverstarkerstufe und anschlieBend 


1 Pau, W.: Z. Physik 124, 244 (1946). 
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ein zweistufiger, widerstandsgekoppelter Wechselstromverstarker mit 
zwei EF 12, der netzbetrieben ist, doch seiner groBen Zeitkonstante 
wegen im Netzteil vorziiglich stabiliert sein muB. Bei Verwendung 
hochisolierender Ankoppelungskondensatoren ist es méglich, mit Kop- 
pelungskapazitaten von 4uF und Gitterableitwiderstanden von 20 MQ 
zu arbeiten. Die Linearitat der Verstaérkung ist bis zu ?/; Hz herunter 
ausreichend. Der Verstarkungsfaktor ist 5-104; damit geniigt bei 
einem Ableitwiderstand von 10! Q ein mit nur 1°/5, vertretenes Isotop 


| 
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Fig. 1. Hochspannungsgerat (Prinzipschaltbild). I Stabilisierungskreis fiir die Ionenbeschleunigungs- 
spannung und gleichzeitig Verstarkerkreis fiir deren Modulation. II Kippkreis (Modulationserzeugung). 
III Verstarkerkreis fiir die Zeitablenkung des Braunschen Rohres. () Zeitablenkung fiir BRauNsches 
Rohr; (@) Glimmlampenkette, 14. StV 150/15; (8) EF 14, Verstarkerréhre fiir Zeitablenkung; (4) LV 1, 
Stabilisierungsréhre und Verstarker fiir die Modulation; (6) und () zur Einstellung des Stabilisierungs- 
punktes; (7) 100 MQ und (8) 1 bis 20 u F bestimmen Frequenz der Modulation; (Q) und (0 regulieren Am- 
plitude und Nullage der Modulation; (1) Glimmlampe zur Erzeugung der Kippschwingung; (2 Umschalter 
zur Einstellung der Réhre 4 auf ,,Stabilisierung‘‘ oder ,,Modulation“. 


zur vollen Aussteuerung eines groBen BrRAuNschen Rohres. Die untere 
Grenze der Nachweisbarkeit ist durch Erschiitterungen gegeben, die 
von der Hochvakuumpumpe (Siedeverzug) tiber das Spektrometerrohr 
auf das Rohrenvoltmeter tibertragen werden. Das auf dem Braunschen 
Rohr aufgezeichnete Diagramm des Ionenstroms gestattet natiirlich 
keine exakte Messung von Isotopenhaufigkeiten, ist aber von Nutzen 
fiir eine schnelle und tbersichtliche Beurteilung von Linienform und 
Auflésungsvermogen. Wird die Modulationsfrequenz so tief gewahlt, 
daB der zu messende Ausschnitt des Massenspektrums etwa alle 100 sec 


einmal durchlaufen wird, so kann der Ionenstrom auch mit dem 
Galvanometer gemessen werden. 


Leistungsgrenze. 


Das Auflosungsvermégen des Spektrometers ist durch die maximale 
Feldstarke des hier verwendeten kleinen Elektromagneten begrenzt, 
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und zwar aus folgendem Grund: Kleine Feldstirken des magnetischen 
Sektorfeldes bedingen kleine Ionenenergien. Bei kleinen Ionenenergien 
wird aber die Linienbreite groB, soweit sie durch die Energieinhomo- 
genitat der Ionen und eventuell auch durch Gasstreuung bedingt ist. 
Damit sinkt das Auflésungsvermégen. Werden zwei benachbarte Massen 
als ,aufgelést’’ bezeichnet, wenn bei einem Haufigkeitsverhdltnis von 
1:10 der durch mangelndes Auflésungsvermégen bedingte MeBfehler 
<1% ist, dann liegt bei Verwendung des Permanentmagneten (Feld- 
starke 1600 Oe, Ionenenergie 360 eV fiir Masse 50) die Grenze etwa 
bei Masse 50, bei Verwendung des Elektromagneten (maximale Feld- 
starke 3200 Oe, Ionenenergie 720 eV fiir Masse 100 und ein Magnetfeld 
von 3200 Oe) ungefahr bei Masse 100. Die untere Nachweisgrenze 
fiir benachbarte Isotope ist in beiden Fallen etwa 1074. 

Die Ionenstréme im Auffanger erreichen bei Gasen maximal 1 bis 
2-10-® Amp, wenn die durch hohen Gasdruck erzeugte EinbuBe an 
Auflésungsvermégen in Kauf genommen werden kann, sonst 107! Amp. 
Bei der hier vorliegenden Empfindlichkeitsgrenze der MeBanordnung 
von 5 - 1018 bis 104° Amp bedeutet das eine untere Nachweisgrenze 
fiir seltene Isotope von 107° bzw. 1075, natiirlich mit der Einschran- 
kung, die oben beziiglich des Auflésungsvermégens bei schweren 
Massen gemacht wurde. 


Mefgenauighert. 

Durch Messungen an gasférmigen Verbindungen genau bekannter 
Isotopenzusammensetzung wurde die MeBgenauigkeit des Spektro- 
meters mehrfach wberpriift. Der Fehler kann bei kleinen relativen 
Massendifferenzen (4M/M# 1/100), einwandfreie Auflésung voraus- 
gesetzt, zu <0,5% angenommen werden, wenn das immer Fehler 
verursachende magnetische Fiihrungsfeld fiir die Elektronen nicht zu 
stark (nicht iiber 100 Oe) gemacht wird. Bei groBen relativen Massen- 
differenzen (4 M/M ~ 1/10) zeigte sich, daB mit einem Fehler unter 1% 
nur dann gerechnet werden kann, wenn ohne Fihrungsfeld gemessen 
wird und das Vorbeifiihren der Ionen am Auffanger nicht durch Anderung 
der Ionenenergie, sondern durch Variation des magnetischen Sektor- 
feldes geschieht. 

Die ,,Relativgenauigkeit‘‘’, d.h. die Reproduzierbarkeit einer Messung 
bei Konstanthaltung aller Parameter (Gasdruck, Elektronenstrom, 
Ziehspannung usw.), die gleichzeitig die Genauigkeit angibt, mit der 
zwei Proben von annahernd gleichem Isotopengehalt gegeneinander 
gemessen werden kénnen, kann natiirlich gréBer sein als die obengenann- 
ten Zahlen. 

Als Ionenableitwiderstand am Gitter der Elektrometerréhre (10° bis 
404Q) werden Platinschichtwiderstande (Kriigerwiderstande) benutzt. 
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Bei Verwendung dieser Widerstaénde wurde niemals eine Abhangigkeit 
des MeGresultates von der Jonenstromstarke festgestellt, wahrend sich 
im Gegensatz hierzu Kohleschichtwiderstaénde als véllig unbrauchbar 
erwiesen; sie sind stark stromabhangig und kénnen bei der Messung 
seltener Isotope Fehler bis zu 100% ergeben. 

Um von der Linearitat von Elektrometer und Galvanometer unab- 
hangig zu sein, wurden die Galvanometerausschlage wie tiblich durch 
Anlegen einer an einem 5-Dekaden-Potentiometer abgegriffenen Span- 
nung zwischen dem unteren Ende des Ionenableitwiderstandes und Erde 
reproduziert. Eine eingehendere Diskussion der Genauigkeit und der 
Fehlerméglichkeiten der massenspektrometrischen Bestimmung von 
Isotopenhaufigkeiten wird an anderer Stelle gegeben. 


Messungen am Bor. 
1. Vergleich verschiedener Mineralien. 
Die folgenden 6 Bormineralien wurden in ihrem Isotopengehalt 
miteinander verglichen: 


Tabelle 1. 
Mi 1 | Relative Abweichung 
ape | gegentiber Probe 3 in % 
i Boronatrocalcits (Chile) mee | +0,1 + 0,3 
2 SEssoliiat (hOSezIMEN) 5 4 a sn © : +0,3 + 0,5 
ie SESOlea (WCCO). 55 a oo « : _ 
A BOLACIt a (Sta iuacc) meee eae — 0,2 == 0,5 
5. Colemanit (Venture City, Calif.) . | =—(0),2 22 0,3 
On and ernie (Ileim=:\siem) ie mn eects OD Se (0x5! 


Die Bormineralien wurden zu KBF, aufgearbeitet und das BF, 
daraus durch thermische Zersetzung in einem Kupferrohr entwickelt. 
Die Gaszufiithrung zum Spektrometer erfolgte durch Quecksilberventile. 
Die Messungen wurden an dem Ion BF, durchgefiihrt. Als Bezugs- 
substanz fiir die Vergleichsmessungen diente Probe 3. Die Zahlenwerte 
geben den relativen Unterschied des Verhaltnisses B"/B!° in Prozent 
gegentiber der Bezugsprobe. Die Abweichungen in der Isotopenzu- 
sammensetzung liegen bei allen 6 Mineralien innerhalb der MeBfehler. 


2. Absolutwert des Mischungsverhiltnisses B4/ B®, 

Der genaue Absolutwert des Verhaltnisses B¥/B1° wurde an einem 
Kahumborfluorid unbekannter Herkunft (Industrieprodukt) bestimmt, 
das in seiner Isotopenzusammensetzung ebenfalls mit den untersuchten 
Mineralien innerhalb der MeBfehler (0,5 %) iibereinstimmt. Die Messung 
erfolgte an den Ionen BF; und B*. Als Ergebnis folgt: 

Mittelwert der Messungen als ily. “a= 4,11 +0,02; 

Mittelwert der Messungen als B*: a =4,14+0,04; 

Zuverlassigster Wert: a= 4,11 + 0,02. 
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Gemessen wurde stets durch Anderung des magnetischen Sektor- 
feldes. Der Wert beim BF, ist das Mittel aus 6 MeBreihen (AAO: 
4,13; 4,10; 4,10; 4,12; (4,07)], ausgefiihrt tiber einen Zeitraum von 
mehreren Wochen mit stark verschiedenen Parametern (Gasdruck, 
Ionenstromstarke, Justierung des magnetischen Sektorfeldes, magne- 
tisches Fiihrungsfeld der Elektronen). Der letzte Wert von AN OYA, Clete 
als einziger herausfallt, wurde bei der Mittelung nicht beriicksichtigt. 
Die einzelnen MeBreihen bestehen im Durchschnitt aus 8 Einzelmes- 
sungen. Der mittlere Fehler der einzelnen MeBreihe ist immer kleiner 
als eine Stelle der letzten Dezimale. 

Der Wert beim B* ist ein korrigiertes Mittel aus 4 MeBreihen ohne 
magnetisches Fihrungsfeld (4,18; 4,16; 4,13; 4,19), die zwar hinter- 
einander, aber mit absichtlich stark variierten Parametern (Magnet- 
justierung, Ziehspannung, EinschuBwinkel der Ionen ins Rohr) gemacht 
wurden. Wegen der groBen relativen Massendifferenz sind diese Werte 
mit einer groBeren Unsicherheit als beim BF} behaftet. Die Korrektur 
von 4,16 auf 4,14 beriicksichtigt die Isotopentrennung durch Zufiih- 
rungskapillare und Pumpensauggeschwindigkeit; sie ist nicht genau 
anzugeben, liegt zwischen 1 und 3 Einheiten der zweiten Dezimale und 
wird bei den Messungen als B* deswegen merklich, weil wegen der 
kleinen Ionenstréme (Haufigkeit von B* 3% von BF, magnetisches 
Fiihrungsfeld abgeschaltet) der Druck im Gasvorratsbehalter etwa 5mal 
so hoch wie bei den Messungen am BF,-Ion gewahlt werden muBte. 
Die Isotopentrennung kommt dadurch zustande, daB bei hohen Gas- 
drucken im Vorratsbehalter die Strémung durch die Zufihrungs- 
kapillare als viskose Stré6mung ohne Entmischung der Isotope erfolgt, 
wahrend das Absaugen des Gases aus der Ionenquelle nach den Gesetzen 
der Molekularstrémung vor sich geht, bei der die Stromungsgeschwin- 
digkeit ~4/|/M ist. 

Als maBgeblich ist die Messung als BF; anzusehen. Die Uberein- 
stimmung zwischen den Werten von B* und BF, geniigt, um sicher- 
zustellen, daB der Unterschied von 5% gegeniiber den Messungen von 
INGRHAM! nicht auf einem systematischen Fehler beruht. 

Besondere Sorgfalt wurde aufgewandt, um die Moéglichkeit einer 
Uberlagerung von BF, (Masse 48 u. 49) durch Fremdionen auszuschlie- 
Ben. Weil der zwischen Kiihlfalle und Pumpe legende groBe Hahn 
nicht durch ein Quecksilberventil ersetzt werden konnte und ein Gas- 
molekiil, das ein oder einige Male auf gefettete Teile des Hahns gestoBen 
ist, eine erhebliche Chance besitzt, wieder in den Jonisierungsraum 
zuriickzugelangen, muBte damit gerechnet werden, da’ Reaktions- 
produkte zwischen BF, und dem Hahnfett auftraten. Tabelle 2 gibt 


1 INGRHAM: Phys. Rev. 70, 652 (1946). 
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Tabelle 2. Ionenhdufigheiten beim BE,. 


Masse Haufigkeit | Ion Masse Haufigkeit | Ion 
SS ee ee = SE 
10 0,7 eye 47 0,90 SMO, Sess 

11 3,0 ieee 48 24 BOR, Sieber 
el ee O 49 100 BUF,, Si30F 

18 0,3 H,O 50 0—0,1 BES bias 

19) i) “Ors F 64 0,01 | B&F, 

20 0,2 HF 65 0,08 BYF,OH, BUFO 
ASSN ahr C20, N,, Si? 66 0,32 BUF,OH, Si%F, 
29 0,4 IgM, CXO, Sr 67 0,75 iO, SU, 
30 AA BE ese 68 3,0 iB, Sen, 
44 | 7,0 CO, 85 0,7 Si28F, 

ay ||| yale CHO, Iss VNO 86 0,04 Sivhe 

46 OO) || lexIRONRL, JsKO) 87 0,03 Sie 


eine Ubersicht iiber alle bei der Messung von BF; bei einer Elektronen- 
energie von 60 eV bei einer bestimmten MeBreihe beobachteten Ionen 
mit einer Haufigkeit gréBer als 0,1 (BUF}=100 gesetzt). Dariiber 
hinaus sind nahezu alle Massen zwischen 12 und 43 mit 0,01 bis 0,1 % 
von Masse 49 belegt. Die Ionenhaufigkeiten der Abbauprodukte des BF, 
stimmen bei BF’ und BF, nicht mit den von INGRHAM angegebenen 
iiberein (INGRHAM, Elektronenenergie 85 eV: B°=4,2; BF’ =6,2; 
BF, =100; BF; =0,2. Eigene Messung, Elektronenenergie 60 eV: Bt = 
3,0; BF* =1,1; BF; =100; BF; =3,0). Als Verunreinigungen erscheinen 
CO,, BF,OH und SiF,, alle drei in stark wechselndem AusmaB. CO, ent- 
steht vermutlich bei der thermischen Zersetzung des KBF, aus erhitzten 
Metallteilen, BF,OH durch partielle Hydrolyse an adsorbierten Wasser- 
schichten oder durch Reaktion mit dem Hahnfett des Pumpenhahnes; 
die dabei frei werdende FluBsaure bildet SiF,. Verfalschung von Masse 49 
durch Hydridbildung (B!°F,H*) ist ausgeschlossen, anderenfalls miiBte 
Masse 50 starker belegt sein. Si2?®F* auf Masse 48 kann das Resultat 
gleichfalls nicht merklich beeinflussen. SiF* ist nach INGRHAM? seltener 
als SiF;. Nach der Belegung von Masse 86 (Si?F,) ist der Anteil des 
Si?°F* an Masse 48 zu kleiner als 0,04 (BUF) = 100) anzunehmen. Ebenso 
1aBt sich die Verfalschung von Masse 48 durch Si2°F* ausschlieBen, 
wenn aus der Belegung von Masse 44, 45 und 46 (Tabelle 1) der Anteil 
des BUFOH an Masse 47 abgeschatzt, daraus Si?8F ermittelt und auf 
SP°F umgerechnet wird. DaB fiir die Belegung von Masse 65 und 66 
bzw. 46 und 47 Ionen der Verbindung BF,OH verantwortlich sind, ist 
nur eine Vermutung. In der Chemie ist BF,OH im Gegensatz zu 
der Additionsverbindung BF,-H,O anscheinend nicht bekannt. Wird 
BF,OH* bzw. BFOH* als Abbauprodukt von BF,-H,O angesehen, so 
wirde BUF -H,O* gerade auf 48 liegen. BUF, - H,O+ (Masse 86) fallt 
mit Si?°F; zusammen. Aus einer Messung des Verhaltnisses M 85/M 86 
und der bekannten Isotopenhaufigkeit des Si laBt sich die AusschlieBungs- 
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grenze fir dieses Ion zu kleiner als 0,01 (bezogen auf BF; = 100) er- 
mitteln. Auch fiir das Ion BUF, - H,O* (Masse 67) zeigt die Belegung der 
benachbarten Massen (Tabelle 1), daB es mit weniger als 0,1% auftritt. 
BUF -H,O* kénnte natiirlich haufiger sein. Eine Verfalschung von 
Masse 48 ist aber in jedem Falle unwahrscheinlich, weil das MeB- 
ergebnis BUF,/B!F, unabhangig von der Belegung von Masse 47 ist, 
die bei den verschiedenen MeBreihen zwischen 2 und 20% von Masse 48 
variierte. 

Um sicher zu gehen, wurde noch folgender Versuch gemacht: BF, 
wird von den Glaswanden usw. des Spektrometers stark adsorbiert; 
infolgedessen ist das BF,- bzw. BF,OH-Spektrum viele Stunden nach 
dem Absperren der Gaszufuhr noch meBbar. Dabei sinkt die Intensitat 
der aus BF; entstehenden Ionen schneller ab als die der von BF,OH 
herriihrenden. Nach Absperren der Gaszufuhr blieb der Wert von 
a= BUF>/BMF, zunachst unverdndert. Nach 48stiindigem Pumpen 
war BF, auf 14/49) der urspriinglichen Intensitat zuriickgegangen und 
das Verhaltnis von B'FOH* (Masse 47) zu BlF, (Masse 48) von 0,05 
auf 1,5 angestiegen. Der Wert von « sank dabei von 4,1 auf 4,0. Wenn 
auBer BF, noch eine andere Verbindung, z.B. BF,-H,O, Ionen der 
Masse 48 lieferte, so miiBte das Adsorptionsvermégen fiir diese Ver- 
bindung das gleiche sein wie fiir BF,. Das ist unwahrscheinlich. 

Messungen an BF* waren wegen der geringen Intensitat des Jons 
nicht mdglich, weil B1°F* auf Masse 29 durch C1O* verfalscht wird. 

Messungen an BF* lieferten den Wert 4,0, der nicht beriticksichtigt 
wurde. Beim Abstellen der Gaszufuhr sank er ab auf 2,4 (Intensitats- 
riickgang auf 4/,)) und weiter auf 1,4 (Intensitatsriickgang auf 1/g99), 
ein Beweis dafiir, daB Masse 67 (B1°F;) mit Fremdionen belegt ist, 
vermutlich mit Si28F;. Wenn auch die Messungen als BF, kein ge- 
naues Ergebnis liefern, so 1aBt sich doch aus der Konzentration der 
Verunreinigungen (SiF,) abschatzen, daB der wahre Wert von B'F,/BMF;, 
bei den hier gemessenen Proben eher bei 4,1 als bei 4,3 liegen mubB. 

Der groBe Unterschied zwischen dem « von 4,11 und dem von 
INGRHAM angegebenen Wert von 4,31 laBt es méglich erscheinen, 
daB durch die chemische Aufbereitung eine Isotopentrennung bewirkt 
wurde, die allerdings, wenn sie die Differenz erklaren soll, erheblich 
gréBer sein mtiBte als bei allen bisher bekannten Prozessen. Es wurden 
darum die folgenden Versuche gemacht: 

4. KBF, (Probe 7), dessen Isotopengehalt an BF; bestimmt worden 
war, wurde dem gleichen Aufbereitungsverfahren wie die Mineralien 
unterworfen, in KBF, zuriickverwandelt und erneut als BF, gemessen. 

2. KBF, (Probe 7) wurde mit AICI, in BCI, iibergefiihrt (30% Aus- 
beute), das BCI, hydrolisiert, zu KBF, umgesetzt und wiederum als BF; 


gemessen. 
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Die Verschiebung des Isotopenverhaltnisses durch jeden dieser 
beiden Prozesse ergab sich zu kleiner als 1%. Der Unterschied zwischen 
den MeBwerten von 4,11 und 4,31 kann also nicht durch eine Isotopen- 
trennung bei der chemischen Aufbereitung der Mineralien erklart werden. 


Messungen an BCI;. 

Messungen an BCI, stoBen wegen der groBen Reaktionsfahigkeit des 
Molekiils auf Schwierigkeiten. Wahrend bei BF, HF und dessen Folge- 
produkte (SiF,) nur einen geringen Anteil (1% nach Tabelle 2) des 
Gesamtionenstroms ausmachten, waren beim BCI, die aus HCl ent- 
stehenden Ionen weitaus haufiger als alle BCl,-Ionen zusammen. Dab 
das HCl nicht etwa gelést in BCl, enthalten war, wurde sichergestellt. 
Die Hydrolyse bzw. der chemische Umsatz des BCI, erfolgt vermutlich 
mit dem Fett des Pumpenhahnes, vielleicht auch mit adsorbierten 
Wasserschichten. Gemessen wurden die Ionen B* und BCl,. Die MeB- 
ergebnisse weichen von denen am BF; erheblich ab, und zwar bis zu 

% im Sinne einer Anreicherung des leichten Isotops und erweisen sich 
im Gegensatz zu ihrer einwandfreien Reproduzierbarkeit beim BF, als 
stark abhangig von der chemischen Vorgeschichte (Reinheit) des Bor- 
trichlorids; sie sind aber, insbesondere bei dem Ion B*, trotz der groben 
Verunreinigungen des BCl, wahrscheinlich als reell anzusehen, denn 
Fremdionen auf Masse 10, die den Wert von « herunterdriicken kénnten, 
gibt es nicht. Sie werden weiter gestiitzt durch die leidliche Uber- 
einstimmung (Abweichung + 1%) der an B* und BCI} gemessenen Werte. 

Eine moégliche Erklarung konnte in der Annahme liegen, daB der 
durch das starke Auftreten von HCl erwiesene chemische Umsatz eines 
erheblichen Teils der in das Spektrometer gelangenden BCl,-Molekiile 
infolge verschiedener Reaktionsgeschwindigkeiten von B™Cl, und B°Cl, 
zu einer Verschiebung der Isotopenzusammensetzung fiihrt. 

Eine weitere Verfolgung des dieser vermuteten Isotopentrennung 
zugrunde liegenden Mechanismus war bisher aus zeitlichen Griinden 
nicht moglich. Die Beobachtungen am BCl, werden trotz ihrer Un- 
fertigkeit mitgeteilt, weil sie méglicherweise einen Anhaltspunkt fiir 
die Ursache der groBen Schwankungen in den Messungen der Iso- 
topenhaufigkeit bzw. des Atomgewichts des Bors liefern kénnen. 


Die Einsatzspannungen (Appearance-Potentiale) und 
Tonisierungsfunktionen der Ionisierungsprodukte von BF, und BCi: 
Die hier benutzte Ionenquelle ist fiir die Bestimmung von Einsatz- 
spannungen (ES) wenig geeignet. Die ionisierenden Elektronen sind in 
ihrer Energie stark inhomogen (1,5 V Spannungsabfall an der Kathode, 
Elektroneneinschlu8 senkrecht zur Spaltrichtung), Elektronenstrom 
und Elektronenenergie kénnen nicht unabhangig voneinander durch ein 
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Raumladungsgitter variiert werden, und endlich ist es nicht moglich, 
den Anteil des Elektronenstroms, der den Tonisierungsraum_passiert, 
gesondert zu messen. DaB die Gesamtzahl der Elektronen, die das 
Ionisierungskastchen erreichen (J,), nicht unmittelbar ein MaB fiir die 
Zahl der tatsachlich ionisierenden Elektronen ist, zeigt sich daran, daB 
Ionenstrom (JZ) und J, nicht 
streng proportional sind. 
Trotzdem zeigen die Mes- 
sungen am Krypton und 
Neon (Fig. 2), daB bei ge- 
niigend haufigen Ionen mit 
einer Genauigkeit der ES 
von etwa 0,5 V_ gerechnet 
werden kann. 

Alle Messungen wurden 


fa 7 = 


oN ——p 


ohne magnetisches Fiih- —— 
rungsfeld ausgefiihrt, das Fe 17] 
bei dieser Ionenquelle (Pen- aa + 
del-Ionenquelle) den Ge- + mera =f 
samtverlauf der lonisie- 7— ae = 
rungsfunktionen vollig ver- { 6} / 
falscht. ae | ae wae ier 
Die Differenz der Ioni- i 1 nie 
sierungsspannungen von Ne a ey ft 4 
(spektroskopischer Wert diet tae’ e y 
21,47 V) und Kr (13,94V) VA mel 


, : 0 
ergab sich aus den Einsatz- 23 24 25 26 27 28V 15 16 17 18 19 20V 


punkten der Jonisierungs- Ye " Cees 
Fig. 2au.b. Anfangsteil der Ionisierungsfunktionen (unkorri- 


funktionen zu 8,0 V und giert) von Ne* und Kr*+; a kleiner, b groBer MaBstab. Ordi- 


aus deren linearer Extra- nate ist der Quotient aus Ionenstrom und Elektronenstrom 
in willkiirlichen Einheiten, Abszisse die von den Elektronen 


polation (Fig. 2) Zu 7,0 Vv durchlaufene Potentialdifferenz (Volt). 


(spektroskopischer Wert 
7,35 V). Die Ionisierungsfunktion (IF) des Kr verlauft in ihrem linearen 


Teil etwa 6mal steiler als die des Ne. Versucht man, der Abhangigkeit des 
MeBresultates von der Empfindlichkeit der MeBanordnung dadurch 
Rechnung zu tragen, daf man fiir die Messung der Einsatzspannung (ES) 
des Kr* eine 6mal kleinere Galvanometerempfindlichkeit benutzt, so ver- 
ringert sich die Differenz der ES von Ne* und Kr* von 8,0 auf 7,7 V. 
Bei den Ionen aus BF, und BCl, war im Gegensatz zu Ne* und Kr* 
eine eindeutige lineare Extrapolation nicht in allen Fallen moglich, 
weil die IF nicht iiber einen geniigend groBen Energiebereich linear 
verlaufen. Es wurden daher ausschlieBlich die ES verwendet und auf 
Kr als Eichsubstanz bezogen. Bei intensitaétsschwachen Ionen wurde 
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entsprechend dem Vorgehen bei der Differenz Ne*—Kr* gemaB der 
Steigung der IF einige Volt itber der ES korrigiert. Diese Korrektur 
ist immer kleiner als die bei den Werten fiir die einzelnen ES in Tabelle 2 
angegebenen Fehlergrenzen. Wie aus Tabelle 3 ersichtlich, ist die 
Unsicherheit der ES bei den Ionisierungsprodukten des BF; durchweg 
gréBer als bei denen des BCl,;. Grund dafiir ist der relativ langsame 
Anstieg der Ionisierungswahrscheinlichkeit beim B* und BF*, der aus 
Fig. 4 hervorgeht. 


Tabelle 3. Einsatzspannungen dey Ionen aus BF, und BCl,. 


Haufigkeit 


bei 60 V Jon MutmaBlicher ProzeB | ES (Volt) 
3,0 BFt 
100 BFY BFY + F- 47:0 42°0,5 
iil BEF BE* -— 2? 27,2 + 1,0 
3,0 Ba Br + 3F? 31,5 1,0 
27 BClt {2,0 + 0,5 
100 BClt BC+ Cs 13,2 + 0,5 
8,2 Bel BCl*t + 2Cl1? 19,2 + 0,5 
6,2 Be IB | JE 20g 22,5 == 055 


Die in Tabelle 3 gegebenen Deutungen fiir die Entstehung der 
einzelnen Ionen sind nicht zwingend. Als sicher erscheint nur die Bil- 
dung von negativen Halogenionen bei der Entstehung von BF} bzw. 
BCl,, die den geringen Unterschied der ES von BCI} und BCI, erklart 
und sich bei allen bisher untersuchten Halogeniden findet. Bei BX* 
(X = Halogen) und B* kann tiber den Abbaumechanismus nicht sicher 
entschieden werden. Es laBt sich aber aus Messungen an anderen 
Halogenverbindungen folgern, da8 bei der Abspaltung mehrerer Halogen- 
atome die Bildung negativer Halogenionen offenbar unwahrscheinlich 
ist und daB weiter ein zu freien Atomen fithrender Abbau haufiger auf- 
tritt als die Abspaltung von Halogenmolekiilen. 

Die ES des B* ist von Interesse, weil sie eine Aussage iiber die 
Sublimationswarme (L,) des Bors erlaubt mit der Einschrankung, die 
durch die Unsicherheit ttber den Reaktionsmechanismus und die kine- 
tische Energie der Molekiilbruchstiicke gegeben ist. Aus BCl, =B* + 
3 Cl—22,5 +0,5 eV, der Ionisierungsspannung des Bors von 8,3 V, der 
Warmetonung der Reaktion (B) s5_ +3/2 Cl, = (BCls)¢,; +3,8 eV und der 
Dissoziationsenergie des Cl, (2,48 eV) wiirde sich als obere Grenze fiir Lp 
6,7 £0,5 eV ergeben. Der Unterschied zwischen dem tatsichlichen L B> 
das nicht bekannt ist, und seiner oberen Grenze von 6,7eV tritt als kine- 
tische und Anregungsenergie der Molekiilbruchstiicke in Erscheinung. 

Der groBe Unterschied zwischen den ES des B* aus BF; und BCI, 
weist auf die besondere Festigkeit der BF-Bindung hin. Legt man 
wieder den Mechanismus BX; — B* +3X und die Annahme zugrunde, 


Die Isotopenhaufigkeit des Bors. 370 


daB die Molekiilbruchstiicke keine nennenswerte kinetische Energie 
auinehmen, so wiirde fiir die mittlere Bindungsenergie der 3 Halogen- 
bindungen folgen: 4,7-+0,2eV bei BCl, und 7,7 -+0,3 eV bei Bee 
In der Tat ist der Unterschied der Bildungswarmen von BF, (41,2 eV 
nach BicHowsky und Rossini!) und BCl, (3,8 eV) ganz auBergewohn- 
lich hoch, aber doch nicht ausreichend, um voll fiir den Unterschied der 
ES aufzukommen. Das bedeutet, daB beim BF; die kinetische Energie 
der Molekiilbruchstiicke gréBer ist als beim BCl,, und zwar zusammen- 
genommen um rund 1 bis 2 eV. 


A xt 
Le 


AIK 
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rae Ug—~ 
Fig. 3. Ionisierungsfunktionen der Ionisierungsprodukte von BF, und BCl,. Ordinate ist der Quotient 
aus Ionenstrom und Elektronenstrom in willkiirlichen Einheiten, Abszisse die von den Elektronen durch- 
laufene Potentialdifferenz (Volt). 


Die Ionisierungsfunktionen (Fig. 3) der Ionisierungsprodukte von 
BCl, und BF; unterscheiden sich charakteristisch. Wenn auch zu be- 
denken ist, daB die MeBkurven auBer durch die Ionisierungswahrschein- 
lichkeiten auch noch andere Einfliisse, z.B. die Anfangsenergie der 
Ionen und die nicht strenge Proportionalitat zwischen Elektronen- und 
Ionenstrom mitbestimmt werden kénnen, so ist doch der ausgepragte 
Unterschied im Gesamtverlauf der Kurven mit Sicherheit einem entspre- 
chenden Verhalten der Ionisierungswahrscheinlichkeiten zuzuschreiben. 

Herrn Dr. W. Pau danke ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit 
und ihre dauernde Forderung. Herrn Prof. J. GouBEAuU und Herrn 
Dipl.-Chem. GUNTHER bin ich fiir die im chemischen Institut der Uni- 
versitat durchgeftihrte Aufbereitung der Borproben zu groBem Dank 


verpflichtet. 
Gottingen, II. Physikalisches Institut. 


1 BicHowsky u. Rossini: The Thermochemistry of the Chemical Substances. 
New York 1936. 
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Magnetische Momente von Elementarteilchen 
mit h6herem Spin. 
Von 
A.-W. MAugE, Freiburg i. Br. 
(Eingegangen am 1. Juli 1950.) 


Die magnetischen Momente der Elementarteilchen der Stufe 3 im Sinne des 
DE BrocttEschen Fusionsansatzes werden berechnet. 


Wellengleichungen fiir Teilchen mit beliebig hohem Spin sind von 
DE BrRoGLiE!, von KRAMERS, BELINFANTE und LUBANSKI?, von Bopp 
und BavEeR® und von H6nr und BoERNER?* aufgestellt worden. Sie 
sind formal analog der Drracschen Wellengleichung fiir das Elektron. 
Schreibt man diese in der Form 


(4, Op, + 2) y=o0, (1) 
so lautet die verallgemeinerte Gleichung 
(Yu, +N x) yp =0, (2) 
worin 
a: ea Gatale 
Cu Cx he P,,, od ip. (3) 


@,, das elektromagnetische Viererpotential und e die Ladung des Teil- 
chens bedeutet. Im Falle des Elektrons ist m mit der Ruhmasse iden- 
tisch, im allgemeinen Falle treten mehrere Ruhmassen auf. Uber den 
an sich willktirlichen Zahlenfaktor N werden wir in der durch (6) be- 
schriebenen Weise verfiigen und erreichen dadurch, daB die verschie- 
denen Massen ganzzahlige Vielfache von m werden. 

Der eigentliche Unterschied zwischen den Gln. (1) und (2) liegt in 
der Natur der «, und der y,. Die Drracschen «, geniigen bekanntlich 


yp Oy Hs Ky yn = 20a; (4) 


die naturgemaéBe Verallgemeinerung hiervon (vgl. FuBnote 3 und 4) 
ist die Vertauschungsrelation fiir die y,,: 


Rawle. 2 [ly Yy] Yel —« OF oh — Te, OF a) : (5) 

1 Brociiz, L. pE: C. R. Paris 209, 265 (1939). 

2 Kramers, H.A., F. J. BELINFANTE u. J. K. Lupansxt: Physica, Haag 8, 
597 (1941). Die Arbeit enthalt weitere Literaturangaben, insbesondere iiber die 
von Pauti, Frerz und Drrac behandelten Spezialfalle. 

8 Bopp, F.: Z. Naturforschg. 3a, 564 (1948). — Bopp, F., u. F. L. Baugr: 
Z. Naturforschg. 4a, 611 (1949). 

4 Hont, H., u. H. Boerner: Z. Naturforschg. (im Erscheinen). Kurzer Be- 
richt derselben Verf.: Naturwiss. (im Erscheinen). 


Magnetische Momente von Elementarteilchen mit héherem Spin. 379 


(5) ist insbesondere von Bopp (l.c.) auf dem Wege der Quantelung feld- 
mechanischer Bewegungsgleichungen, die ihrerseits aus einer verall- 
gemeinerten linearen Elektrodynamik folgen, korrespondenzmaBig be- 
griindet worden. Die anderen genannten Autoren gehen von speziellen 
Ansatzen fiir die y, in Form 4%-facher Matrizen aus. Diese werden 
unter Verwendung der Diracschen 4-reihigen Matrizen %, gebildet und 
lauten 


N=1: y,=«, (Dt1rAc-Elektron) 

ay rent i Ge le i | 
nieces ‘mit Spin 0 und 1 nach KEMMER) $ (6) 

N= 3: y, = a,X1X1 - 1Xa,X1 + 1x1 xa, | 
(unbekannte Teilchen mit Spin 4 und 3) usw. J 


Hierbei bedeuten 1 die 4-reihige Einsmatrix und x die Bildung des 
, Kroneckerproduktes. Die Ansatze befriedigen die Beziehungen (5). 

Die verschiedenen Matrizensysteme (6) fiir die y, sind, abgesehen 
vom Falle N =1, noch reduzibel. Die Wellengleichung (2) zerfallt also 
in mehrere Gleichungen, in denen statt der 4%-reihigen Matrizen (6) 
solche geringerer Dimension auftreten. Die Ausreduktion ist fiir N = 2 
von KEMMER}, fiir N =3 von HONL und BoERNER (l.c.) durchgefiihrt 
worden. 

In der vorliegenden Arbeit sollen die magnetischen Momente der 
zu N =3 gehorigen Elementarteilchen abgeleitet werden?. Uber die 
Ergebnisse der Rechnungen wurde bereits berichtet?. 


§ 1. Massen und Spinwerte der Stufe N=}34. 
Die 64-reihige Darstellung (6) der y, fiir N—3 zerfallt bei Aus- 
reduktion in 4-, 16- und 20-reihige Bestandteile, die in gleicher Gestalt 
3-, 2- bzw. 1mal auftreten entsprechend der Zerlegung? 


64 =3-4+2-16+1-20. 


Die 4-reihige Darstellung fiihrt zuriick zur DrrAc-Gleichung, liefert 
also nichts Neues. Bei den beiden anderen irreduziblen Darstellungen 
fiir die y, lassen sich Diracsche «, in KRoNECKERscher Weise abspalten, 


dergestalt daB 
a L, uw X~ Oys (7) 


1 KemMER, N.: Proc. Roy. Soc., Lond. A 166, 127 (1938); 173, 91 (1939). 

2 Herrn Hont danke ich herzlich fiir die Uberlassung seiner Manuskripte und 
die Anregung zu den vorliegenden Rechnungen. 

3 HONL, H., u. H. BoERNER: l.c. 

4 Vgl. hierzu H. HONL u. H. BoErRNER, 1. c. Abschnitt 7. 

5 Vgl. hierzu H. A. Kramers, F. J. BELinFanTE u. J. K. Lupansk1, Physica, 
Haag 8, 613 (1941). 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 128. 25 
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wobei die J’, dann nur mehr 4- bzw. 5-reihige Matrizen sind. Aus (7) 
folgen entsprechende Ausdriicke fiir die Spinkomponenten s,,, (u, »=1 
bis 3) und das Quadrat des Spins s?: 


1 : 
Suy = “Ae (eve Vy Va = Sis x Gnys Ony = 14, %, , (8) 


5? = S25 sty Sig = 7 A 

In (7) sind die J’, zunachst nur bis auf eine Ahnlichkeitstransfor- 
mation bestimmt. Zur Festlegung einer spezielleren Darstellung kann 
man verlangen, daB die J”, hermitisch sind und die aus den /’, gebildeten 
Ausdriicke in drei vertauschbaren Funktionen der y, Diagonalform 
haben. Als solche wahlt man zweckmaBig die ,,Dichte’ y,, das Spin- 
quadrat s? und eine Spinkomponente, etwa s.,;. Man gelangt so zu den 
folgenden Darstellungen (wobei Nullen durch Punkte angedeutet sind)?: 


Vierreiige Darstellung. 


Fiinfrethige Darstellung. 


Bh at lear tees POE = 1 
Wtrhs sale he ; ye a ee 
| i Kier —2V2 |] xX = — 53. = V3 V2 < 
ie ea ae 2V2 ye Ae 35 40293 212 oe 
ap 3 VS 6 Ses 5 eee 
DVGs aes Vas 5 216 372 10. V6; 8 
Oye, eas = VG 3 
F Pe 3 we a2 Pe BAe or 
Ve 2¥3 3 4 —2¥3 Woo | cGu yee) ee ence 
+3. -213 1 V6 ae: ao it 
=Vo3l2 V2 Ve = ete oe Gee 
“ye 1 
heouah i joatt er ies Meee ee 
= + as ae x41, Sos soya lice eee ase elo Gan 
Se : : = oy ee 
ae ite TO an} | 


, Vgl. A. Hurcx, Die Klassifikation von freien Elementarteilchen mit be- 
liebiger Spinquantenzahl. Diss. Freiburg i. Br. 1949. 
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Aus diesen Darstellungen lassen sich die Massen- und Spinwerte 
der Elementarteilchen der Stufe 3 entnehmen, wie als Vorbereitung 
fiir das weitere gezeigt werden soll. Hierzu betrachte man ein ruhendes 
Teilchen im feldfreien Raum, fiir das sich (2) zu 


(0a $32) =O (uy) 


vereinfacht. Mit dem Zeitansatz 


ee % e= EB (E = Energie) (12) 


= Sie 
wird hieraus 


(—yze+3x)p=0. (13) 


y ist dabei eine 16- bzw. 20-zeilige Matrixspalte skalarer Wellenfunk- 
tionen oder, was dasselbe ist, eine 4- bzw. 5-zeilige Spalte Diracscher 
(4-reihiger) Wellenfunktionen y, (j ist der Zeilenindex, der von 1 bis 4 
bzw. von 1 bis 5 lauft). Setzt man insbesondere voraus, da8 nur eines 
der y; von Null verschieden ist, so gilt fiir dieses mit Riicksicht auf die 
Ausdriicke fiir y, in (9) und (10) entweder 


(—a,e+x)y,=0, (14) 
oder 
(ag © + 3%) yy =O, (15) 
woraus die Eigenwerte 
e=+x, +32, E=+mc?, +3mc? (16) 


folgen. Es treten also die beiden Ruhmassen m und 3m auf. 

Den Eigenwerten } und 1° von s? entsprechen die méglichen Spin- 
werte $ und 3. Mit Riicksicht auf die Eigenwerte +1 von o., erkennt 
man weiter, daB die Spinkomponente sy, die Werte +4, +3 annehmen 
kann, was mit den Spinwerten im Einklang steht. 


§ 2. Das ruhende Elementartetlchen 1m magnetischen Feld. 
Zur Berechnung des magnetischen Moments betrachten wir ein 
ruhendes Teilchen im schwachen homogenen Magnetfeld H. Das Feld 
sei parallel zur x,-Achse gerichtet und werde durch das Viererpotential 


O,=0;50,=0, O,=1 +x, (17) 


beschrieben. Die Wechselwirkung mit dem Magnetfeld soll als Storung 
behandelt werden. Die Stérungsenergie gibt uns dann tiber das magne- 
tische Moment des Elementarteilchens in Feldrichtung im jeweils be- 
trachteten Zustand AufschluB. 
Da es sich um ein ruhendes Teilchen handeln soll, geniigt die 
Wellenfunktion nullter Naherung y der Gl. (13). Es scheint daher 
25* 
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nahezuliegen, bei der Stérungsrechnung von jeweils einer der in § 1 be- 
trachteten Lésungen von (13) auszugehen, bei denen nur evme der 4 
bzw. 5 Dirac-Funktionen p,; von Null verschieden ist. Es zeigt sich 
jedoch, daB ein solches Verfahren nicht in jedem Falle zum Ziele fiihrt; 
vielmehr macht sich wegen der Entartung der Energiewerte (16) hin- 
sichtlich der Spinwerte die gegenseitige Kopplung der wy; durch das 
Magnetfeld bereits bei schwachen Feldern bemerkbar, so daB teilweise 
schon in nullter Naherung simultan von mehreren y,; ausgegangen 
werden muB. Hiervon werden solche Zustande betroffen, fiir die die 
Massen und die Spinkomponenten s,, in Feldrichtung gleich sind. Es 
handelt sich also bei der 4-reihigen Darstellung um die Zeilenindizes 
j =2 und j =3, bei der 5-reihigen um 7 =3 und7 =5. In beiden Fallen 
sind Zustande miteinander gekoppelt, die gleiche Spinkomponenten 
in Feldrichtung haben, aber verschiedenen Spin. Das Magnetfeld be- 
wirkt daher eine Uberlagerung der Zusténde mit dem Spin } und 3, 
so daB sich umgekehrt einem Teilchen mit bestimmtem Spin im all- 
gemeinen kein bestimmtes magnetisches Moment zuordnen ]aBt. Im 
nachsten Abschnitt soll als Beispiel die St6rungsrechnung bei der 4- 
reihigen Darstellung fiir die erwahnten Zustande 7 =2 und 7 =3 mit 
der Masse 3m und der Spinkomponente +4 in Feldrichtung durch- 
gefiithrt werden. 


§ 3. Durchfiihrung der Stérungsrechnung. 
In der aus (2) mit dem Zeitansatz (12) folgenden Wellengleichung 


(1 t Yo 02 + V3 93 —Ya E 3x)y=0 (18) 


betrachten wir, da wir vom ruhenden Teilchen ausgehen und die Eigen- 
funktionen nullter Naherung daher ortsunabhangig sind, das Glied 


(W191 + 202+ Y3 03) y (18a) 


als Stérung. Die 4 Drrac-Funktionen, aus denen y besteht und ebenso 
den Energieparameter e setzen wir im Sinne der Stérungstheorie an: 


Deri ete eta tae (19) 
ee eO) 4 Ae Ge) ae (20) 

Fir die y® gelte 
y=yP=0, y+=0, yo. (21) 


ys” und yp? geniigen der Gl. (15) des ruhenden Drrac-Elektrons der 
Masse 3m, so daf fiir den Zustand positiver Energie gilt 


el == 3% (22) 
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und sich (45) vereinfacht zu 
(a +1) yi) =o. (23) 


Bei der Durchfithrung der Stérungsrechnung braucht der erste der 
3 Summanden in (18a) nicht beriicksichtigt zu werden, da die Koordi- 
nate x,, nach der in ¢, differenziert wird, nirgends vorkommt. Das 
zweite Glied ist mitzunehmen, weil x, in (17) auftritt, das dritte, weil 
@,== 0 ist. 

Aus (18) und (9) ergeben sich die Stérungsgleichungen erster Nahe- 
rung mit Riicksicht auf (19) bis (22) zu 


x (— 3g +1) pl) = (ay Ay + ats B5) (1/15 yw?) — V3 po) 
9x (a4 + yp = 304° el) bree A + u% 3) (—2 yl +5 yl) 
x (a +1) py? 3 ag 2) wh) + (1g Gy + 0% Gs) (V/5 ph? + 2p) 


i 


(ty 2 —a% Mania +3 yf”). 


Durch Multiphkation der zweiten oder dritten Gleichung mit «,—1 
gewinnt man wegen (4) und (23) 


9% (%4 Dy? = 


BD == 0. (25) 


Die 4 Gleichungen lassen sich lésen, indem man die gesuchten Funk- 
tionen den jeweiligen rechten Seiten proportional ansetzt und den un- 
bekannten Zahlenfaktor mit Riicksicht auf (4) und (23) bestimmt. Man 
erhalt so 


pl) = ——— (Hn Oy + 0 3) (15 yf —]3 yw) ] 
yh) = (ata & + 9 2) (— 2 +5 yl) 
ys) = —— (tte Bp +o 2s) ( ) (V5 yp? +2) 

ys) = <2 (ty Op — ty &) (— 15 wl? +13 wh). | 


Wie in erster Naherung tritt auch in zweiter Naherung die Energie- 
stérung nur in der zweiten und dritten der 4 Gleichungen auf. Es 
geniigt daher, allein diese beiden Gleichungen zu benutzen. Sie lauten 


9x (aq +1) yy? = —3 0, e! day) 4 } 
L (ag By + 05 2) (15 yl? — 2% ae. — (04g 3, — 05 5) V15 yh 

O76 (og +1) ph? = — 3.04 e yh? + | 
+ (ty Op + %3 &3) (—Y3 ye +/5 yh? + 2?) + (%e 8g — a5 25) [3 yl? 


(27) 
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und nach Einsetzen der Ausdriicke (26) 
9% (ag + 1) yy? = — Zag eye? + 
Az [ete By Hoty 2s)? (— 2” + 1/5 yh) + (222— 52)? (Sy) —/'5 yh”), 
9x (tty: 1) yh? =— 3.4 2” Year 
: 3 BAT Bp) 4 ow 5 — Oy Og)? (5 (CO) 10) 
Sy [ime 2 + %3 Gs) (5 ps + 2 ) — (4, @g — tg Ps 3) 1 - 


Die Gleichungen vereinfachen sich, wenn man beachtet, daB 


a= by eg (29) 


a8 ; 2 
OX» OX he 


ist, und quadratische Glieder in H streicht. Ferner ist zu beriicksichtigen, 
daB yp, y ortskoordinatenunabhangig sind. Es ergibt sich so 


tah 
(ap Gg + Gs 05) = — (hp 0p —Us 2)? = ——- dag, (30) 
und man erhalt 
9 1 tal 
97 (a4 + 1) yh) = — Sarg 8 yl + Fo Gas (—7 yh) + 21/5 vs”) 


(31) 
ry 2 1 IEE ey 
9% (org + 4) yh) = — Berg 0) yw) + ——- Son 5(2/5 yy? + yh”). 


Durch Multiplikation mit «,—1 folgt weiter unter Beachtung von (4) 
und (23) 

ra 0) 51/5 yo 
* eae =) 5 3°) 
et 

Boge ue 


C= — 6) yl + 
(32) 
= — 64) py) — 


Ge | 2/5 y ‘ +y! 


Diese beiden Gleichungen lassen sich dann und nur dann erfiillen, 
wenn die beiden Wellenfunktionen p®), y{ des ruhenden Drrac-Teil- 
chens zur gleichen Spineinstellung (parallel oder antiparallel zum Feld) 
gehoren. Man setze 

Ye = af, Yb (33) 


mit noch zu bestimmenden Zahlen a und 6 und fordere, daB y, wenn 
man den Spin etwa parallel zum Feld annimmt, neben (23) die Gleichung 

DE i Saw & (34) 
befriedige. Aus (32) folgt mit (33) und (34) durch Nullsetzen des 
Koeffizienten von x in beiden Gleichungen 


eH — 
=: le + 2/5 b) =0 


(35) 
DORs, ee re #25 a +8) == (0) 


2) @ + 
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und hieraus die Sakulargleichung fiir ¢@) 


| he 
| re eae! DN apices t= ee (2 / 
[For 18aee~ a 2/5 0 (36) 
2y5 1+ 18%- "© e) 
mit den Lésungen 
z 4 eH 7 
ad Hy py, G7) 


Die zugehérigen Werte der Energiestérung E® sind mit Riicksicht 
auf (12) und (3) 
he 
“)eme 


(38) 


ok pe nh 
Hierin ist sae das zur Masse 3m der betrachteten Zustainde gehorige 


,Magneton”. Nach Gl. (38) liegen demnach 2 Zustande vor, deren 
magnetische Momente in Feldrichtung —3 und 1 Magneton betragen. 
Die Komponenten des Spins in Feldrichtung sind durch den zugehérigen 
Eigenwert von s,; gegeben, der nach (9) und (34) gleich } ist. Driickt 
man das Verhdltnis von magnetischem zu mechanischem Moment 
durch einen g-Faktor aus, so gilt fiir die betrachteten Zustande 


g=—6 und g=2. (39) 


Dasselbe gilt auch bei entgegengesetzter Spineinstellung [Vorzeichen- 
umkehr in (34)}, weil dann auch das magnetische Moment sein Vor- 
zeichen wechselt. 

Damit ist die Rechnung fiir ein Beispiel vollstandig durchgefihrt. 
Zur Stérungsrechnung selbst bleibt jedoch noch ein Punkt nachzu- 
tragen. Es war fiir unsern Zweck nicht erforderlich, die Wellenfunk- 
tionen zweiter Naherung zu kennen; doch miissen wir uns davon tiber- 
zeugen, daB die betreffenden Storungsgleichungen tatsachlich samtlich 
lésbar sind. Die linken Seiten der 4 Gleichungen unterscheiden sich 
von den Gl. (24) erster Naherung nur dadurch, daB iiberall y{’) durch 
ye?) ersetzt ist. Bei der ersten Gleichung ist die zugehdrige homogene 
Gleichung nicht lésbar, woraus die Lésbarkeit der inhomogenen Sté- 
rungsgleichung ohne weiteres folgt. Bei den beiden nachsten Gleichungen, 
den Gl. (27), wurde die Lésbarkeitsbedingung zur Bestimmung von e'”) 
benutzt. Die vierte Gleichung bleibt zu untersuchen. Sie lautet analog 


eu (27) 

9x (og + 1) ph = (ota 2p 2% 5) (3p? — 1/15 yh? + 3 yh”). (40) 
Bei Einsetzen von (26) wird hierin die rechte Seite Null. Es kann daher 
yw?) =0 gesetzt werden, womit die Lésbarkeit auch der vierten Stérungs- 
gleichung bewiesen ist. 
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§ 4. Ergebnisse. 
Es seien nun die Ergebnisse fiir simtliche in der Verschmelzungs- 
stufe 3 vorkommenden Elementarteilchen in einer Tabelle zusammen- 
gestellt. In ihr sind die zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen 


Tabelle 1. Ubersicht iibey die Eigenschaften dey Elementarteilchen 
dey Verschmelzungsstufe N = 3. 


Dimension der Darstellung 


Masse 


Spin 


tof noite 


rhe 
H+ 
po|29 
| 
T 


Spin in Feldrichtung 


esto 
oo 
ho 
_ 
—~ 
[oy 


go 
5 


gehorigen Teilchen durch starke vertikale Striche voneinander ab- 
getrennt. Ihre gegenseitigen Massenverhialtnisse bleiben wnbestimmt im 
Gegensatz zum festen Zahlenverhaltnis 1:3 der beiden Massen, die 
zu derselben Darstellung gehdren (zweite Zeile). In der dritten Zeile 
sind die durch Uberlagerung zweier verschiedener Spinwerte entstehen- 
den Zustainde jeweils durch beide beteiligten Spinwerte (in Klammern 
gesetzt) gekennzeichnet. Jede solche Kombination liefert im Magnetfeld, 
abgesehen von den beiden moglichen Spineinstellungen +4, zwei 


wesentlich verschiedene Zustande mit verschiedenem g. In diesen 
insgesamt vier (abgesehen von der Spinrichtung) Uberlagerungen mit 
den g-Werten 2, —6, 14, —6 sind die Spins 4 und 3 im Verhaltnis 1:5, 
5:4, 1:2 bzw..2:4 gemischt, so daB die zugehérigen Mittelwerte von s? 
sich zu pao aT baw. 2 .ergeben. 

Die in der Tabelle aufgefiihrten Teilchenarten lassen sich, abgesehen 
vom ersten Teilchen (Drrac-Teilchen), nicht mit bisher bekannten 
Teilchen identifizieren. Insbesondere ist kein Teilchen mit den Eigen- 
schaften des Protons (Spin $, g=5,61) vorhanden. 

Dem Aufbau der benutzten Theorie liegt die Auffassung zugrunde, 
daB die verschiedenen Massen- und Spinwerte, die zu derselben irredu- 
ziblen Darstellung gehéren, nicht ,,absolut‘‘ verschiedenen Teilchenarten, 
sondern eher ,,Anregungsstufen‘ desselben Teilchens entsprechen. Man 
kénnte zunachst vermuten, da zur Umwandlung der genannten 
Eigenschaften eines Teilchens besondere Umstinde, etwa sehr hohe 
Energien, erforderlich waren. Dann hatte es praktisch durchaus einen 
Sinn, von verschiedenen Teilchenarten zu sprechen. Die durchgefiihrten 
Rechnungen haben jedoch unter anderem gezeigt, daB zumindest der 
Spin nicht als eine in solchem Sinne praktisch unveranderliche Eigen- 
schaft gelten kann. Vielmehr kombinieren die Zustande verschiedenen 
Spins schon unter der Einwirkung beliebig schwacher Magnetfelder. 
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Zur Minkowskischen Elektrodynamik 
der bewegten KO6rper. 


Von 


M. v.-LAvE. 


(Eingegangen am 19. Juli 1950.) 


in dieser Elektrodynamik ist bisher noch keine Entscheidung gefallen zwischen 
dem Mrinkowskischen Welttensor und anderen Ansatzen dafiir. Ersterer ist un- 
symmetrisch und widerspricht daher der PrancKschen Fassung fiir das Gesetz 
der Tragheit der Energie: Impulsdichte gleich Energiestrémung, dividiert durch 
das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit. Die anderen Ans&atze sollen gerade die 
Symmetrie des Tensors, also jene Fassung des Tragheitsgesetzes, retten. Diese 
Arbeit will nachweisen, daB der Mrinxowskische Ansatz der richtige ist. 


§4. Da wir zu unseren Ausfithrungen auf die bekannten, von MIN- 
KOWSKI der Elektrodynamik der Korper gegebenen Grundlagen zuriick- 
greifen miissen, stellen wir zunachst das Erforderliche daraus zusammen. 

Das elektromagnetische Feld beschreiben zwei Sechservektoren, 
M und WB; sie und die zu ihnen dualen Sechservektoren, I#* und B* , 
hangen mit den Feldstarken & und , sowie mit der elektrischen Ver- 
schiebung D und der magnetischen Induktion % durch die Gleichungen 
zusammen : 


Mio = ME, =— 7 E, | Moo = MF, = —7 G, | Myo = MF, = 1G, 
Vee Dy 3 | MH — VE = Bz a = Seay ae es 

Bio = Bs = -—1 2, 8,5 = Bt, =i D, | Bs = t2 =—1Bz5 
B35 = io = D Bs, =Bi,= De Bie= Bo = Ds. 


(1) 


Dann gelten die vierdimensional geschriebenen, aber sonst unverandert 
von MAXWELL iibernommenen sscisiicas 


Divm*=0, dh. Dae +. = 
z . fran d 2570) (2) 
: (4) 
Div@=P, dh. Daag Be =P 
B 


in denen P den Vierervektor des elektrischen Stromes bedeutet. Zu 
diesen Feldgleichungen treten die Materiegleichungen, welche die Di- 
elektrizitatskonstante e und die Permeabilitat yw einfiihren. Sie enthalten 
die Vierergeschwindigkeit Y des Kérpers und lauten: 


[YB] = e[¥ Mi], [Y M*] =u [Y B*]. (3) 
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Das hier auftretende Vektorprodukt aus einem Vierervektor A und 
einem Sechservektor ¥ aber ist definiert durch die Gleichungen: 


| = Dy Ag te (Wend 2, 30) (4) 
B 
Der Welttensor T hat nach jeder Auffassung die aus dem folgenden 
Schema zu ersehenden Komponenten: 


( Pu Pre Piz tC Qy 
Po Poe Pres 7C Qs 


he P31 P32 P33 1C Qs é (5) 
Bane 22 aie, aes 
Garages tegane = 


p ist der Tensor der MAXwettschen Spannungen, q die Impulsdichte, 
&S die Dichte des Energiestroms, }V die Energiedichte des elektromagne- 
tischen Feldes. Die Gleichung 


—AivT=F oder ZS a Fey hoc ds 223 0) (6) 


0 XB 


enthalt die Viererkraft Ff und formuliert, wenn man sie ins Dreidimensio- 
nale tibersetzt, den Impuls- und den Energiesatz. Die auf die Volumen- 
einheit des Ko6rpers wirkende Kraft §, deren Komponenten mit den 
gleichindizierten Komponenten von F& zusammenfallen, erhalt danach 
den Wert: 


a 


Cc 


j= —dinp—St = 9 C4 [SB], (7) 


wobei @ die Ladungsdichte, § den Leitungsstrom und 
G* = €+— [4B] (8) 


die ,,treibende elektrische Kraft‘‘ bezeichnet, sofern man den MAXWELL- 
schen Ansatz fiir p von ruhenden Korpern, fiir die MAXWELL ihn auf- 
stellte, mit MINKOowskKI auf bewegte KG6rper iibertragt. Er lautet: 


Pup = — ©, Dg— Hy. Be +4 bu {((ED) +(HB)} (%,P=1,2,3). (9) 


Er ist symmetrisch fiir den ruhenden isotropen Kérper, bei welchem 
© und D, ) und &, dieselbe Richtung haben, aber weder fiir (nicht- 
kubische) Kristalle noch fiir bewegte Kérper iiberhaupt, bei denen die 
Vektoren € und B, § und % verschieden gerichtet sind. Schon H. HERTZ! 
hat ihn durch den symmetrischen Teil 5 (p, + Pgq) Zu ersetzen versucht. 
Dem widersprechen allerdings die zahlreichen Nachweise der Richtkraft 

' Hertz, H.: Wiedemanns Ann. 41, 369 (1890). Untersuchungen iiber die Aus- 


breitung der elektrischen Kraft, S. 282. Hertz verweist auch auf H. v. HELM- 
HOLTZ, Wiedemanns Ann. 13, 400 (1881). 
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eines homogenen Magnetfeldes auf Kristallkugeln!; das Drehmoment 
ruhrt von dem antisymmetrischen Teil }(p,;—p;,) her. AuBerdem 
aber gibt es ein Kriterium fiir den Welttensor, dem der MinKowskische 
Ansatz und keiner der anderen geniigt : Die Strahlgeschwindigkeit w= ©/W 
einer ebenen Welle muB dem Etnsteinschen Additionstheorem der Ge- 
schwindigkeiten geniigen. Denn lauft in einer begrenzten ebenen Welle 
ein Massenpunkt mit (1p ist eine Unterlichtgeschwindigkeit), so bleibt 
er dauernd ,,im Licht‘‘; dieses Faktum aber 1aBt sich nicht durch Uber- 

gang zu anderen Bezugssystemen forttransformieren?. 
Der Minkowskische Ansatz fithrt den Tensor T auf die Sechser- 

vektoren Jt und B mittels der Gleichung zuriick: 

Tp = D, Dixy Bay — 4 Onn (WLS): (10) 

Dies bedeutet nach (5), giiltig fiir alle Bezugssysteme: 
1 


ey <s. 
g=— [2%], St 


EBA eee em 
W= > (ED) +H B)}. (11) 
Es stimmt auBerdem mit (9) tiberein. Eine ebene Welle hat also die 
Strahlgeschwindigkeit : 
cee ee aes 

° = FED + GB)’ Ue 
Im Zahler wie im Nenner tritt hier das Quadrat des in (13) auftre- 
tenden Sinus auf. Aber ww selbst ist von den vier Weltkoordinaten 


unabhangig. 


§2. Zur Darstellung der linear polarisierten, monakromatischen, 
ebenen Welle fiihrt es, wenn wir I% und B mit je einem konstanten 
Sechservektor als Proportionalitatsfaktor zu 


sin (27 OAS X,| (13) 


od 


proportional setzen. Das Argument des Sinus ist dabei LORENTZ-inva- 


riant, und zwar fiir alle Werte der Koordinaten x,; folglich bilden die 
A, einen Vierervektor, den wir ,,/mpulsvektor’’ benennen. Aus den 
MAxweE ttschen Gl. (2) mit P=0O folgt dann nach (4): 


[A M*] =0, [A B] =0. (14) 


3 Voier, W.: Lehrbuch der Kristallphysik, S. 487. Die von VOIGT ange- 
fiihrten Originalarbeiten waren unter den heutigen Bibliotheksverhdltnissen nicht 
zu beschaffen. 

2 Auf diesen Gedanken hat der Verfasser [Ann. Phys. 23, 989 (1907) ] die Trans- 
formation der Strahlgeschwindigkeit und die Theorie des FrEsNErschen Mitfiih- 
rungskoeffizienten gegriindet, aber ohne Bezugnahme auf einen Welttensor. 
A. ScHEYE [Ann. Phys. 30, 805 (1909)] gibt an, daB nur der Minkowskische Tensor 
diesem Kriterium geniigt; doch diirfte sein nur angedeuteter Beweis dafiir umstand- 
licher gewesen sein, als der hier gefiihrte. 
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Ein Sechservektor ist im allgemeinen durch zwei zueinander senkrechte, 
ebene Flachenstiicke mit Umlaufsinn dargestellt. Nach (14) sind )tund B 
aber nur durch je ein solches Flachenstiick gegeben; das algebraische 
Kennzeichen fiir solche Sechservektoren lautet: 


(MN M*) = 4 >) M2 Me, = 0 


me 


14a 
(B B*) 39 %,,84,— . | 
ap 


Denn legen wir das Koordinatensystem so, daB von den sechs Kompo- 
nenten von M* nur MX; und Mt‘) von Null verschieden sind, so sagt 
(14) aus: 

[AW l= AG Vee — [A = Asse — 

[A = Ay te — A, =A es — 
Diese ate eoe lassen nur zwei Moglichkeiten zu: Entweder ist 
Mi =O wnd AL,=A,=—0 
Ms, = 0 und A, =A, = 0; 


oder 


In beiden Fallen ist unsere Behauptung erwiesen. Zugleich sieht man, 
da der Vierervektor A auf §M* senkrecht steht. Da nun dasselbe fiir B 
gilt, ist A das gemeinsame Lot der §N* und ¥ reprasentierenden Flachen, 
diese liegen also beide in dem zu A senkrechten dreidimensionalen Raum 
und haben folglich eine Schnittlinze, welche ihrerseits bis auf einen ska- 
laren Faktor einen Vierervektor A* festlegt. Diesen bezeichnen wir 
nach geeigneter Normierung als den Strahlvektor der ebenen Welle. Es gilt: 


[A* M] =o, [A* B*] = 0, (A A*) =0. (15) 


Denn die Schnittlinie der %* und ¥B darstellenden ist das gemeinsame 
Lot der M und B* darstellenden Flachen und gehdrt dem zu A senkrech- 
ten dreidimensionalen Raume an. 

Aus (14) folgt aber weiterhin das Verschwinden des skalaren Pro- 


duktes 
(ME Sa Ne Big: (16) 
ap 


Denn hat A die Richtung von x, so liegen die Flachen, welche M* und ¥B 
darstellen, im %9%,*,-Raum, so da von ihren Komponenten alle die- 
jenigen verschwinden, unter deren Indizes die 3 auftritt. Wir kénnen 
dann in dem genannten Raum das Koordinatensystem so drehen, daB 
von den Komponenten von &¥ nur %,, von Null verschieden ist. Dann 
wird 

(MS) Nie So Wg ee (17) 
weil Mo Null ist. Nach (1) und (41) bedeutet diese Gleichung 


(CD) B= ie (18) 
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In (11) ist die Energiedichte W in einen elektrischen Anteil $(ED) und 
einen magnetischen Anteil (5%) zerlegt. Beide sind fiir die ebene 
Welle einander gleich. Aus (14a) folgt nach (1) 


(EB) = (§ D) =0. (18a) 


$3. Der Impulsvektor A ist notwendig raumartig. Denn stellen wir 
die ebene Welle dreidimensional dar durch 


/ 3 
sin a - : De Gy 3 (19) 


(» Schwingungszahl, 4 Wellenlange, e Einheitsvektor in Richtung der 
Wellennormale), so zeigt der Vergleich mit (13): 


fea We =H 1, 2.9), Ao, (20) 


A c 
Danach ist das Quadrat des Absolutwertes von 4A, 
7 een (21) 
und im Ruhsystem s® des Korpers, in welchem nach MAXWELL 


0 70\2 d 
(* -) eo eat ist, 
c aT 


Bee 2 (22) 


Der Strahlvektor A* hingegen ist notwendig zeitartig. Das geht aus 
den Materiegleichungen (3) hervor. 

Zum Beweis legen wir das Bezugsystem kK’, zugrunde, in welchem 
A die x,-Richtung hat und zudem x, und x, auf der Vierergeschwindig- 
keit Y des Korpers senkrecht stehen. In diesem haben die Feldvek- 
toren I#* und ¥B sicher nur die folgenden Komponenten: 


NF a as Ving = tas Mag 
Bio = Bs, Bio = Bi, Bio = Bo. 


Als Schnitt der sie darstellenden Flachen muB A* den auch aus (15) 
folgenden Gleichungen genugen: 


A* MF, + AF MF, + AT MT, =O 
A* Bio + AF Bor AG Bis = 0. 

Nun aber sagen die Materiegleichungen (3) fiir diesen Fall aus: 

Y) Bio = € ¥3 Mis, Y Bega one Nee O = e Ys Msp 

Yo Ms, =" Ys Bro, Yo Mise =" Ys Bro, 0 =U; Bro. 


(23) 
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Auber ¢Y2=—Yj/ folgt daraus das Verschwinden von %,, und 
M, 9 = MTs ae (23) ist also A* =A} =O; nach-der letzten Gl. (15) 
ist zudem rock A* =0, also ist nur die Komponente AX von Null 
verschieden. Ihr Wert bleibt hier noch unbestimmt. 

Weil aber der Vektor A* zeitartig ist, laBt er sich fiir jedes Bezugs- 
system auf einen Raumvektor $ durch die Gleichungen zurtickfiihren : 


(04 / 


Abies aol eo At = oe 24) 

j@— (vA38)? \je— (v (v A8)? 

in denen wir die Wurzel als positiv ansehen; ihnen zufolge ist namlich 
Bithoe 4h: (25) 

also negativ. Damit ist dann auch der noch unbestimmte Faktor fur 

A* festgelegt. Aus (20) und der letzten Gl. (15) geht unter diesen Um- 

standen hervor: 


(e3)=1. (25 a) 
§ 4. Mit Hilfe von (4) und (20) folgt aus (14): 
S=—eG].. D=—{ led. (26) 
Ebenso folgt nach (1) und (24) aus den beiden ersten Gl. (15): 
e--+’(3%], 9= (89). (27) 


Nach dem Minkowskischen Ansatz [Gl. (10)] und nach (18) wird folg- 
lich _Impulsdichte und Energiestromung 


1 1 ote e 
=e =~, 1» les ——(& Di=—— Ww 
9 [D B] [D [eG] == (ED) = 08) 
2 lugar ae aie A el ON Av3Ww, 
d.h. die Strahlgeschwindigkeit 
w=Avs. (29) 


Sie héngt wegen (24) mit dem Strahlvektor A* zusammen durch die Be- 
ztehungen 


A oe oe ot 


fly ya— 12 (a Sales 3) > Ay SS Fie (30) 


welche genau dieselbe Form haben, wie die Beziehungen zwischen der 
dreidimensionalen Geschwindigkeit q eines Massenpunktes und dessen 
Vierergeschwindigkeit Y. Es ist damit erwiesen, daB fiir tv nach MIN- 
kKOWSKIs Ansatz fiir den Welttensor T das Einsternsche Additions- 
theorem der Geschwindigkeiten gilt. 


Weiter aber zeigt Gl. (28): Der Impuls der ebenen Welle hat in jedem 


Bezugssystem die Richtung der Wellennormale e. Diese hédngt ihrerseits 
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nach (20) mit dem Vierervektor A zusammen, dem wir deshalb den Namen 
Impulsvektor gaben. Die durch je eine Fldche darstellbaren Sechservek- 
toren M* und B zerchnen unter allen Richtungen der vierdimensionalen 
Welt thr gemeinsames Lot, d.h. die Richtung von A, und thre Schnitt- 
line, d.h. die Richtung von A*, aus. Diesen beiden Vierervektoren ent- 
sprechen im jedem Bezugssystem die ausgezeichneten rdumlichen Rich- 
tungen der ebenen Welle, die des Impulses und die des Strahls. 

Der obige Gedankengang ist bis zu den GI. (27) einschlieBlich von 
jedem Ansatz fiir T unabhangig. Nicht nur hinreichend fiir unseren 
Beweis, sondern auch notwendig ist die Gl. (29), weil ja zundchst der 
Vektor $ mit A* verkniipft ist [Gl. (24)]. Aus (27) folgt, daB 3 zu € und H 
senkrecht steht. Dies tibertragt sich durch (29) auf die Vektoren ty und G, 
fiihrt also, bis auf den Proportionalitatsfaktor c, auf den MInKowskI- 
schen Ansatz fiir S. Nach dem ApraHamschen Ansatz! hingegen, 


(q, [EH] — [D B)) | 
g cg? J , 


hat S im allgemeinen eine andere Richtung; er fiihrt also nicht zu dem 
Additionstheorem der Geschwindigkeiten fiir die Strahlgeschwindig- 
keit tv. 

Bei der ebenen Welle im leeren Raum gibt es nur einen ausgezeich- 
neten Vierervektor; dieser ist singular und steht somit auf sich selbst 
senkrecht. Hier spaltet er auf in den raumartigen Vektor A und den 
zeitartigen Vektor A*, die nach (15) aufeinander senkrecht stehen. 


I 
icp) 
— 
@ 
a 
-| _ 


S=¢ 


§ 5. Wir betrachten die ebene Welle nochmals in dem voriibergehend 
benutzten Bezugssystem K’. In ihm sind nach § 3 nur die je zwei Kom- 
ponenten von M* und B von Null verschieden: 


Mio = B55 Myo = By 
By Sty, Bo5.=—1 De. 


Die Feldstarken & und §, aber auch die x,-Komponenten von D und &, 
sind Null. Die Wellennormale hat die Richtung x,, weil dies fiir A gilt. 
Die Energiestrémung & hingegen und die Strahlgeschwindigkeit w sind 
Null, weil alle rdumlichen Komponenten von A* in diesem Bezugssystem 
verschwinden. AuBerdem ist die Energiedichte W wegen des Verschwin- 
dens der Feldstarken Null. Fiir die Vierergeschwindigkeit des Korpers 
gilt, wie erwahnt: ; 
%=%=0, YWYa-Ly, 


1 ABRAHAM, M.: Rendiconti Palermo 28 (1909); 30, 33 (1910). — Phys. Z. 
10, 737 (1909). — Ann. Phys. 44, 537 (1914). — GrammEL, R.: Ann. Phys. 41, 
| 517 (1913). — Karka, H.: Ann. Phys. 58, 1 (1919). 
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d.h. fiir seine rdumliche Geschwindigkeit 


C) 
2 CC 


1 = %2=90, OR == 


eyo 


c/ leu ist aber die Strahlgeschwindigkeit im ruhenden Kérper. In A’ 
lauft also der Koérper mit dieser Geschwindigkeit der Wellennormale 
entgegen. SchlieBlich folgt aus 4g=0 nach (20) das Verschwinden der 
Schwingungszahl », wahrend die Wellenlange A nach (21) den endlichen 
Wert A,* annimmt. 

In K’ besteht also eine stehende Sinuswelle ohne Feldstdrken und mit 
zeitlich unverdnderlicher Verschiebung D und Induktion 8. Ihre Energie 
ist Null. Durch sie léuft der Kérper mit der der Wellennormale entgegen- 
gesetzten Geschwindighkert c/ Veu hindurch. 

VergréBern wir q tiber diesen Wert hinaus unter Beibehaltung seiner 
zu e entgegengesetzten Richtung, so wird die einzige, nach Symmetrie 
von Null verschiedene Komponente der Strahlgeschwindigkeit, namlich 
v3, negativ. Da nun weder die Wellenlange A noch [nach (25a)] die 
zu e parallele Komponente 3, des Vektors 3 ihr Vorzeichen wechseln 
koénnen, wird dann nach (20) die Schwingungszahl »< 0, was bedeutet, 
da8B die Phasen nunmehr der Wellennormale e entgegen laufen. Nach 
(27) tbertragt sich dieser Zeichenwechsel auf © und , nicht aber auf 
die in K’ ja nicht verschwindenden Vektoren 2 und %. Also wird jetzt 
nach (18) W negativ. Der Poyntincsche Vektor © hingegen behalt 
seine Richtung [nach (11)]. Der Zeichenwechsel von tv, riihrt von dem 
Zeichenwechsel des in (12) auftretenden Nenners W her. 


Zusammenfassung. 


Da der unsymmetrische MinKowskIsche Welttensor J der allein 
mogliche fiir die Elektrodynamik der Materie ist, laBt sich die Fassung 
g = ©/c? des Satzes von der Tragheit der Energie nicht als allgemein- 
giltig aufrechterhalten. Dies paBt zu dem Nachweis, den G. U. Scuu- 
BERT! fiir die phanomenologische Theorie der Supraleitung erbracht 
hat, daB der mit der Suprastrémung verkniipfte Welttensor unsymme- 
trisch ist, also ebenfalls jener Form des Tragheitssatzes widerspricht. 
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Neue Berechnung des H.-Molekiils. 
Von 


A. V. MOHRENSTEIN. 


Mit 9 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 22. Juli 1950.) 


1. Friihere Arbeiten. 

Die Eigenfunktionen und die Eigenwerte des H,-Molekiils wurden 
schon sehr oft berechnet. Neulich haben GuRNEE und MAGEE! eine 
interessante graphische 
Zusammenstellung wich- 
tigster Schritte in dem 
Ringen um ein méglichst 20 
genaues Ergebnis gege- 
ben. Wir geben diese 


0 


: 40 = 
Zusammenstellung in Experiment ©) 
. . . %& 
der Fig. 1 mit der ein- 3/2 
© 3/8 Gurnee) Sugivra 2 
zigen Anderung wieder, &§|¥ 60 : 


daB wir auch unsere | 
Kurve hinzugefiigt ha- 
ben. AuBer den in der 
Zusammenstellung  z1- 
tierten Arbeiten gibt es 700 
aber noch eine groBe An- kcal 
zahlanderer, die auf dem 
Bild nicht mehr aufge- 


fiihrt werden konnten. terol = ==> 


; whe Bohrscher H- Radius 
Alle diese Arbeiten Fig. 1. Ubersicht iiber die bisher erzielten Ergebnisse in der 


haben vieles gemeinsam. ; Ausrechnung des H,-Molekiils. 

Sie gehen alle von der 

urspriinglichen Lésung von HEITLER und Lonpon aus’. Die Eigen- 
funktion nullter Naherung von HEITLER und LONDON wird in verschie- 
denen Teilen ihres 6-dimensionalen Raumes etwas abgeandert. Die 


1 Gurnee, E.F., u. J. lL. Mace: J. chem. Phys. 18, 142 (41950). 

2 Suciura, Y.: Z. Physik 45, 484 (1927). 

3 Wane, S.C.: Phys. Rev. 31, 579 (1928). 

4 Rosen, N.: Phys. Rev. 38, 2099 (1931). 

5 RypDBERG, R.: Z. Physik 73, 376 (1932). 

6 HIRSCHFELDER, I. O., and I. W. Linner: J. chem. Phys. 18, 130 (41950). 
7 HEITLER u. Lonpon: Z. Physik 44, 455 (1927). 
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Anderungen sind dabei mit variierbaren Koeffizienten versehen, die 
dann so gewahlt werden, daB die gesamte Energie des Systems minimal 
wird. Je mehr variierbare Koeffizienten und je komplizierter die ent- 
sprechenden Anderungen der urspriinglichen Funktion sind, um so ge- 
nauer ist im allgemeinen das erhaltene Ergebnis. 

In unserer Arbeit haben wir einen anderen Weg beschritten. 


2. Die gemeinsame Eigenfunktion zweier benachbarter H-Atome 
im nullter Naherung. 

Es steht hier vor uns die Aufgabe eine gemeinsame Eigenfunktion 
zweier benachbarter H-Atome zu bilden. Wir wollen die Krafte zwischen 
diesen zwei Atomen als klein vernachlassigen. Wir wollen also eine nullte 
\” Naherung unserer Aufgabe im Sinne von 
; SCHRODINGER bilden. Man kénnte dabei 
zunachst denken, das beide H-Atome 
einander tiberhaupt nicht beeinflussen und 
also ihre alten Eigenfunktionen 


a| : [6 ae 


Fig. 2. Eigenfunktionen (1) zweier ae 
H-Atome im H,-Molekiil. Ya 


ag ee yy ie (1) 


beibehalten (a und b sind zwei Kerne, 7, und 7, die entsprechenden 
Radiusvektoren in atomaren Einheiten). Die gemeinsame Eigenfunktion 
ist in diesem Falle: 

Y= YaPo- (2) 
In der Fig. 2 sind die Funktionen (1) graphisch dargestellt. 

Die Schwierigkeit besteht dabei darin, daB die Funktion (2) zwei- 
deutig ist. Der erste Zweig der Funktion entsteht, wenn das Elektron 1 
dem Kerna und das Elektron 2 dem Kern} ,,gehéren“. Der zweite 
Zweig entsteht, wenn die Elektronen ihre ,,Zugehérigkeit‘’ zu den 
Kernen wechseln. Diese Zweideutigkeit kann man schon in Fig. 2 sehen. 
Man betrachte z. B. denjenigen Punkt des 6-dimensionalen Raumes 
unseres Problems, wo sich ein Elektron im Punkt a@ und das andere im 
Punkt 6 befindet. Dann werden je nach der gewahlten ,,Zugehérigkeit‘ 
der Elektronen entweder die Werte A und B oder die Werte C und D 
(Fig. 2) miteinander multipliziert. 

Die Eigenfunktion eines quantenmechanischen Problems muB un- 
bedingt eindeutig sein. HrrTLER und Lonpon haben dieser Forderung 
geniigt, indem sie die Summe bzw. die Differenz beider Zweige der 
Funktion (2) als die nullte Naherung unserer Aufgabe genommen haben. 
Dieser Schritt ist eigentlich durch nichts begriindet und er stiftet eine 
auBerordentliche Verwirrung in der Situation. Das Potential, das dieser 
Summe oder Differenz entspricht, ist vollig unitbersichtlich; man kann 
es nicht angeben. Trotzdem kann man aber sagen, da8 dieses Potential 
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auch die gegenseitige Wirkung beider Elektronen aufeinander enthalten 
muB, denn weder die Summe noch die Differenz lassen sich in zwei 
Multiplikatoren zerlegen. So ist es auf jeden Fall falsch, diese Summe 
bzw. die Differenz als nullte Naherungen unseres Problems heraus- 
zustellen. 

Durch das Addieren beider Zweige der Funktion (2) verlieren HEITLER 
und Lonpon auch manche méglichen Kombinationen der ungestoérten 
Funktionen beider H-Atome. Wir werden unten mehr mégliche Zu- 
stande zweier benachbarter H-Atome erhalten als HEITLER und Lonpon. 

Wir wollen nun versuchen die nullte Naherung unseres Problems auf 
eine andere Art zu bilden. Wir wollen dabei streng die Forderung er- 
fiillen, daB beide H-Atome keine Kraft aufeinander ausiiben. Im Gegen- 
satz zu HEITLER und LONDON soll es 
also eine exakte nullte Naherung sein. 

Im Rahmen der nullten Naherung 
diirfen die Elektronen nicht aufeinan- 
der wirken. So bildet jedes von ihnen 
uml jeden der Kerne eine unabhangige Fig. 3. Verschiedene Eigenfunktionen eines 
Wasserstoffunktion. Wir begrenzen das Bs toms, 

Feld eines jeden Kerns mit der Trenn- 

flache 0 beider Atome (Fig. 2). Somit werden die Eigenfunktionen 
unserer Elektronen ungestdrte Wasserstoffunktionen. Sie brauchen aber 
dabei nicht unbedingt den Gl. (1) geniigen, denn die Randbedingungen 
der Atome sind bei uns andere als im Falle zweier vollig freier Atome. 

Die allgemeine Gleichung der Eigenfunktion eines ungestdrten 
Wasserstoffatoms im Grundzustand lautet (vorlaufig in Polarkoordi- 
naten): 


Cee Per (3) 


Hier ist L, die LaGuERREsche Funktion von dem Grad (m ist die 
Hauptquantenzahl). Der Eigenwert W ist dabei gleich: W = —0,5/n?. 
Ist 1 =1, so verwandelt sich (3) in (1) (siehe die mittlere Linie in Fig. 3). 
Ist dagegen etwas kleiner als 1 (der Eigenwert der Energie liegt dabei 
tiefer), so verlauft die Funktion wie die obere Kurve der Fig. 3. Bei 
groBerem » und entsprechend héherem Energiewert erhalten wir die 
untere Kurve. Vollzieht man die oben beschriebene Anderung des 
Eigenwertes in Polarkoordinaten, so ist die Anderung der Eigenfunktion 
allseitig. Auf unserer Fig. 3 ist sie dabei beiderseitig. Bei anderen 
Koordinaten kann die Anderung auch einseitig sein, so da der linke 
Teil der Fig.3 dabei unverandert bleibt. Bei uns werden es die raumlichen 
elliptischen Koordinaten sein. Die allgemeine Lésung {analog Gl. (3) | des 
KrEp_er-Problems in diesen Koordinaten ist am Ende der Arbeit gegeben. 

Man kann nun den Eigenwert nach der oben beschriebenen Art so 
wahlen, daB die Eigenfunktionen eines jeden Elektrons an den beiden 
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Kernen glatt ineinander tbergehen (Randwertaufgabe). Fiir jedes 
Elektron bildet sich dabei eine glatte einheitliche Funktion im ganzen 
Raum. Das kann man sogar auf zweierlei Art erreichen, wie die Fig. 4 
und 5 zeigt. Die einheitlichen Funktionen der Elektronen sind an der 
Trennfliche 0 beider Atome nur bis auf ihre dritte Ableitung glatt. Dies 
kommt daher, weil wir das Feld eines jeden Kerns mit der Trennflache 
beider Atome begrenzt haben. Das Potential ist somit eine zwar un- 
unterbrochene, aber nicht mehr glatte Funktion. 

Aus unseren einheitlichen Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen 
(Fig. 4 und 5) bilden wir jetzt durch die Multiplikation die gemeinsame 
Eigenfunktion. Sie ist im ganzen Raum glatt und eindeutig und genigt 
iiberall der ungestérten SCHRODINGER-Gleichung des Problems. Sie 
stellt also die exakte nullte Nahe- 
rung unseres Problems dar. 

a 


Fig. 4. Die Eigenfunktionen zweier H-Atome, Fig. 5. Dasselbe, was in Fig. 4, 
die glatt ineinander tbergehen. nur antisymmetrisch, 


Sind die Spinkoordinaten beider Elektronen verschieden, so diirfen 
die Elektronen nach dem PAuLt-Prinzip eine und dieselbe Eigenfunktion 
besitzen. Der energetisch tiefste Zustand wird erreicht, wenn beide 
Elektronen die Funktion der Fig. 4 besitzen. Es sind aber auch be- 
liebige andere Kombinationen der Funktionen der Fig. 4 und 5 még- 
lich. Bei gleichen Spinkoordinaten der Elektronen miissen beide unseren 
Funktionen von je einem Elektron besetzt sein. Die Eigenwerte der 
symmetrischen und der antisymmetrischen Funktion bei verschiedenen 
Kernabstanden sind auf Fig.8 und in Tabelle 1 und 2 gegeben. 

Wir wollen nun nachsehen, wieviel diese nullte Naherung (vor allem 
der Eigenwert) durch die vernachlassigten Glieder des Potentials ge- 
andert wird. Wir wollen naémlich zeigen, daB diese Anderung sehr klein 
ist und somit vernachlassigt werden kann. DaB sie nicht groB ist, kann 
man schon bei HEITLER und LONDON sehen. Dort ist die Wirkung der- 
selben Potentialglieder als der sog. CouLomBsche Integral C berechnet. 
Allerdings sind dabei unpassende Randbedingungen der Eigenfunktionen 
einzelner Atome genommen worden (die gewéhnlichen H-Atom-Funk- 
tionen y =e~'). Man kann aber trotzdem sehen, daB das CouLomBsche 
Integral klein im Vergleich mit dem Austauscheffekt ist. Dieser letzte 
stellt die als eine SCHRODINGERsche Stérung aufgefaBte Anderung der 
Randbedingungen beider Atome im Molekiil dar. Oben haben wir diese 
Anderung auf direktem Wege schon beriicksichtigt. 
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Betrachten wir zuerst diejenige Halfte des ganzen 6-dimensionalen 
Raumes beider Elektronen, wo sie sich an verschiedenen Seiten der 
Trennflache 0 befinden. Wir nehmen vorlaufig unbewiesen an, daB sich 
dabei die Kerne in den Schwerpunkten der Wahrscheinlichkeitsfunktionen 
beider Elektronen befinden. In diesem Falle ist die gegenseitige Wir- 
kung beider Molekiilhalften aufeinander in erster Naherung gleich Null. 

Wir betrachten jetzt die andere Halfte des 6-dimensionalen Raumes 
beider Elektronen, die sog. Ionenzustande. Bei einem freien H--Ion 
erhoht die AbstoBung beider Elektronen voneinander den Eigenwert 
nullter Naherung um etwa 47%. Die beiden Elektronen gehen einander 
nach Méglichkeit aus dem Wege. So ist im Falle der Ionenzustinde eines 
H,-Molekiils ihre mittlere gegenseitige Entfernung praktisch von der- 
selben GréBe wie ihr mittlerer Abstand von dem freigebliebenen Kern. 
Die Wirkung der gegenseitigen Abstossung der Elektronen wird also 
hier durch das Feld des freigebliebenen Kerns kompensiert. Ein posi- 
tiver Rest bleibt nur bei gr6Beren Kernabstanden. Er wird in seiner 
Wirkung dadurch geschwacht, daB er nur in einer Halfte des ganzen 
6-dimensionalen Raumes vorhanden ist (nur bei den Jonenzustanden). 
Erstens fallt er dadurch nicht so sehr ins Gewicht und zweitens hat 
dadurch die Eigenfunktion viel mehr Moglichkeiten aus den Gebieten 
mit hohem Potential in andere Teile ihres 6-dimensionalen Raumes zu 
fliichten. Man sieht diesen Rest in der Abweichung unserer Kurve vom 
Experiment im rechten Teil Fig. 1. 

So haben wir uns entschlossen bei der nullten Naherung zu bleiben. 
Aus Fig.1 sieht man, daB die Ubereinstimmung der Ergebnisse mit 
dem Experiment bei kleineren Kernabstanden auBerordentlich gut ist. 
Das errechnete Energieminimum JA W = — 0,3486 at Einh. unterscheidet 
sich nur in der letzten Zahlenstelle von dem Experimentalwert. Als 
gegebene Tatsache kann diese gute Ubereinstimmung von groBer Be- 
deutung sein, weil die Methode sehr einfach ist und in vielen Fallen 
angewendet werden kann. 

Man kann z. B. mit dieser Methode sehr leicht alle méglichen Zu- 
stande zweier H-Atome in kleinem gegenseitigen Abstand berechnen. 
Man erhalt dabei wesentlich mehr mégliche Zustande, als es sich nach 
der Methode von HEITLER und Lonpon voraussehen 1aBt. Befinden 
sich z.B. beide H-Atome im Grundzustand und haben ihre Elektronen 
verschiedene Spinkoordinaten, so ist nach HEITLER und LONDON nur 
ein Zustand des Systems méglich. Nach unserer Methode sind dabei 
drei Eigenzustande mit verschiedenen Energien mdéglich. Dieser Unter- 
schied mit den Ergebnissen von HEITLER und Lonpon ist fiir die Unter- 
suchung der Stabilitat und des Zerfallvorganges zahlreicher erregter 
Zustainde des H,*Molekiils wichtig. Wir hoffen, uns mit dieser Frage 
in einer der nachsten Arbeiten beschattigen zu konnen. 
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Oben haben wir angenommen, daB sich jeder Kern in dem Schwer- 
punkt der Elektronenwahrscheinlichkeit in der betreffenden Molekil- 
halfte befindet. Wenn wir jetzt unsere Lésung des KEPLER-Problems 
in neuen Randbedingungen betrachten, so sehen wir, daB es dort nicht 
der Fall ist. Vielmehr besitzt dort ein jedes H-Atom (Molekiilhalfte) 
ein recht groBes elektrisches Moment. Es fragt sich bloB, ob dieses 
Moment auch in dem Molekiil existieren kann. 


Wir betrachten zuerst wieder nur diejenige Halfte des 6-dimensio- 
nalen Raumes beider Elektronen, wo sie sich an verschiedenen Seiten 
der Trennflache 0 der Atome befinden. Wir denken auBerdem, da8 die 
Ladungen der Elektronenwolken in ihren Schwerpunkten konzentriert 

sind. Dann ergibt sich ein folgendes elektri- 
| sches Schema des Molekiils (Fig. 6). Man weiB, 


ae 3 daB ein H-Atom leicht polarisierbar ist. Die 
ol Verschiebung d; des Schwerpunktes der Elek- 
do’ Tab tronenwolke unter der Wirkung des Feldes / 


| betragt in atomaren Einheiten: 
Fig. 6. Das elektrische Schema 


eines H,-Molekiils. d; =—4,5 ie (4) 


Seinerseits ist das Feld / eines Atomdipols gleich: 
f=25. (5) 


Aus Fig.6 sieht man, daB das Feld des linken Teils des Molekiils das 
urspriingliche Moment des rechten Teils durch die Polarisation vermin- 
dert und umgekehrt. Beiv,, = 1,4 (Hy-Molekiil) ist der restliche Moment d 
in jeder der Molekiilhalften kleine1 als 1/, des urspriinglichen Moments d, 
(dy betragt dabei 0,26). Die gegenseitige Energie der beiden restlichen 
Momente (AbstoBungsenergie) betragt in diesem Falle kaum 1% der 
Bindungsenergie des Molekiils. Diese letzte ist bei uns nur durch die 
Anderung der Randbedingungen der Atome hervorgerufen. So sehen 
wir, daB die groBe gegenseitige Polarisation unserer Molekiilhalften 
durch verhaltnismaBig sehr schwache Krafte hervorgerufen und gehalten 
wird. Die Polarisation kann darum nicht imstande sein die oben be- 
schriebenen Randbedingungen wesentlich zu andern. Bei der Polari- 
sation bewegt sich also nur der Kern und die ihm unmittelbar benach- 
barten Teile der Elektronenfunktion. Die anderen Teile der Elektronen- 
funktion werden dagegen durch die Randbindungen mit einer auBer- 
ordentlich groBen Kraft auf ihrem Platz gehalten und auch vor Veran- 
derungen bewahrt. Die groBe Energiedinderung durch die neuen Rand- 
bedingungen ist auch im allgemeinen die eigentliche Ursache der hohen 
Genauigkeit unserer Methode bei kleinen Kernabstanden. 
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Wir wollen nun auch die Ionenzustande betrachten. Das elektrische 
Schema ist fiir diesen Fall auf Fig. 7 dargestellt. Man sieht sofort, daB 
fiir das Gleichgewicht beider Kerne die Verschiebung der Schwer- 
punkte der Elektronenladungen in das Gebiet zwischen den Kernen 
notwendig ist. Das urspriingliche Moment der H-Atome (Molekiilhaiften) 
wird hier also nicht nur vermindert, sondern sogar umgekehrt. Das 
neue Moment kénnen wir allerdings nicht ausrechnen, da die Verhiltnisse 
auBerordentlich kompliziert sind. 

Die wirkliche Lage der Kerne muB eine mittlere sein zwischen den 
beiden oben betrachteten Halften des 6-dimensionalen Raumes des 
Molekiils. Die Kerne miissen sich also sehr nahe an den Schwerpunkten 
der Elektronenwahrscheinlichkeit befinden. Als | 
eine Annahme setzen wir ein vélliges Zusammen- e “f ; 
treffen voraus und erhalten fiir den Gleichgewichts- a ia = 
zustand eines H,-Molekiils: 7,,—1,41 atomaren ‘= ; oa 
Einheiten. Der experimentelle Wert betragt: Cab do 
"ab — ae Fig. 7. ee was in Fig. 6 

Etwas komplizierter sind die Verhdltnisse, ur bei den Ionenzustanden. 
wenn die beiden Elektronen verschiedene Eigen- 
funktionen besitzen. Wir wenden in diesem Falle die obige Annahme 
auf jede Eigenfunktion einzeln an. Die wirkliche Lage der Kerne ist 
dann die Mitte zwischen den Schwerpunkten beider Funktionen. 

Bei den obigen Uberlegungen wurde angenommen, daB an die Kerne 
keine auBere Kraft angewendet ist. Wenn dagegen eine Kraft (z. B. 
die Tragheitskraft bei Schwingungen) an die Kerne angewendet ist, 
verschiebt sie die Kerne aus den Schwerpunkten der Elektronenwahr- 
scheinlichkeit. Gleichzeitig werden aber auch die Elektronenfunktionen 
auseinander bzw. ineinander geschoben. Man muB also fiir jeden Kern- 
abstand auBerhalb des Gleichgewichtszustandes die Verschiebung der 
Kerne aus den Schwerpunkten der Elektronenwahrscheinlichkeit aus- 
rechnen. Die erhaltenen Werte sind hier nicht mehr so genau, denn 
der Verschiebungswiderstand der Kerne in Ionenzustanden unbekannt 
ist. Fiir die Schwingungsfrequenz des H,-Molekiils haben wir z.B. 
0,017 at Einheiten erhalten, wahrend das Experiment 0,020 ergibt. 


3. Die Berechnung der Eigenfunktion eines H-Atoms in réumlichen 
elliptischen Koordinaten bet der Grenzbedingung nach den Fig. 4 und 5. 

Wir bezeichnen den Abstand zwischen den Brennpunkten A und B 
des Koordinatensystems mit AB—o. In diesem Falle gilt auf einer 
der Flachen, die @ enthalten: 
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Die raumlichen Gebilde erhalt man, indem man diese Flache um die 
Achse X dreht. Die Eigenfunktion in dieser dritten Koordinate (Dreh- 
winkel w) ist bei uns eine Konstante. Die Eigenfunktion in den Koor- 
dinaten € und 7 geniigt (nach Trennung der Variablen) folgenden zwel 
Gleichungen: 


(= 1) pe 26 ve ve Oe | ta 0 
(n?—4) yy + 24 vn + (—y 7? + 09 + &) YP, = 0. 


(7) 


Hier ist angenommen, daB sich der Atomkern im Punkte 4 _befindet. 
w ist hier ,,Seperationsparameter‘‘ und y ist dem Eigenwert W propor- 


tional 
y=—to°W. (8) 


Beide Gl. (7) sind einander identisch, die Geltungsbereiche der Vari- 
ablen € und y sind aber verschieden. Die Variable & ist auf der Achse X 
gleich 1 und Andert sich dann langs der Hyperbel bis + co. Die Vari- 
able 7/ ist gleich —1 dort, wo die Ellipsen die negative X-Achse schneiden. 
Dann nimmt der Wert 7 langs der Ellipsen zu, wird gleich 0 bei dem 
Schnittpunkt der Ellipsen mit der Y-Achse und wird gleich +1 an der 
positiven X-Achse. Unsere Eigenfunktion ist aber nur in der linken 
Halbebene bestimmt. Auf der Y-Achse bei 70 muB sie, bzw. ihre 
Ableitung nach 7 gleich Null werden (s. Fig. 4 und 5). In der rechten 
Halbebene ist dann eine andere (symmetrische) Eigenfunktion vor- 
handen. 

Die zweite Gl. (7) kann genau gelést werden, d.h. sie kann durch 
eine konvergierende Potenzreihe dargestellt werden. Wir legen fest: 


[oe) 
vn = 4 a," (9) 


Man setzt diesen Ausdruck fiir y, in Gl. (7) ein und setzt dann die Koef- 
fizienten bei verschiedenen Potenzen von 7 gleich Null. So erhalt man 
nacheinander die Gleichungen : 


ay t— 2a, = 0 Koeffizient bei 1 
a,% + a Oo + 24a,— 3-24, = 0 Koeffizient bei 7 
Agh + 4 O— ayy + 2:2a, 42-1 dg—4-3 ay = 0 Koeffizient bei 77? 


Az% + @20— ay + 2-3.a, + 2:3 a,—5-4a;= 0 Koeffizient bei 73. 


(10) 


Aus der ersten Gl. (10) kénnen wir a, durch aj bestimmen. Aus der 
zweiten Gl. (10) kénnen wir a, durch ay und a, bestimmen. Aus der 
dritten Gleichung kénnen wir a, durch aya,a, bestimmen; da aber as 
schon durch a, bestimmt ist, konnen wir ay auch durch a, und a, bestim- 
men. In der letzten geschriebenen Gl. (10) ist schon ay und as durch 
ad und a, ausgedriickt. So kénnen wir hier auch a; durch ay und a, 
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bestimmen. Weiter kénnen wir auf diese Weise auch alle anderen Koef- 
fizienten durch a) und a, bestimmen. Wir erhalten so: 


+ = 
a, =4,a + 4,a,, (11) 


wobei a, und a, recht komplizierte Ausdriicke sind, die «, 9 und y ent- 
halten. 

Sollte die Ableitung von y, bei 7 =0 gleich Null werden (die Funktion 
der Fig. 4), so muB a, gleich Null gesetzt werden. Alle Koeffezienten a, 
konnen dabei durch ay ausgedriickt werden. Wir setzen aber hier a) =1. 
Soll dagegen die Funktion selbst bei 7 = 0 gleich Null werden, so muB ay 
gleich Null gesetzt werden. Alle Koeffezienten a, werden dabei a, pro- 
portional, das wir wieder gleich 1 setzen. So werden unsere Koeffizientena 


in Gl. (9) durch zwei Koeffizientenreihen a, und a, ersetzt, die verschie- 
denen Randbedingungen entsprechen. 

Wir betrachten zuerst die Randbedingung der Fig. 4. Aus Gl. (10) 
erhalt man: 


fine == 1 

a, =0 

@,2!=« 

a33!=0 

4,4! =a(a +2-3)—1-2y (12) 
as5!—o |(«+3-4) +34 


ag 6! = a(x + 2-3) («+ 4-5) + 40?—y [1-2(2 + 4-5) +3-4a] 

a, 7!=e[1(~+3-4)(4 + 5-6) +3a(a + 5-6) + Sa(a+2-3)] — 
=yo [4-5 + 2-5). 

Wir bezeichnen durch A, das Glied im Ausdruck fiir a,v!, das weder @ 


noch y enthalt. Wir bezeichnen auBerdem mit y das gerade, mit v das 
ungerade v. So gilt: 


Ay= ow (a + 2-3) (a+ 4-5)... [ax + (»—2) (y—1)]. (13 a) 


Die Gl. (12) enthalten nur die geraden Koeffizienten: A,=a, 4y= 
«(a+ 2,3) usw., wir wollen aber auch die ungeraden Koeffizienten be- 
stimmen: Az,—=a-+1-2; As =(a+1-2)(«+3-4); usw. 


eA et) 34 a foe (yy) (13b) 


Wir bezeichnen in den Gl. (12) die Koeffizienten bei @ mit A’, die Koef- 
fizienten bei 92 mit A, usw. Die Koeffizienten bei y bezeichnen wir 
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mit B, die Koeffizienten bei yo mit B,, die Koeffizienten bei yo? mit 
B” usw. Die Koeffizienten bei y? bezeichnen wir mit C,, bei y?g@ mit 
C., usw. So erhalten wir folgendes: 


aie Bed ewe il, 


ets AGS AAS ReAy 


ee _anaaEEEENReREnennnn! 
Ay Ay © AL A eee oe aie ae 
[Ac | ee 
ae | Ax 
BO noe ae PB, 4SAG ESB, | By 7-8A¢+8B; 
ayy yi A, md Ag iG A; * A, . al, Aj f 
, 5:6A, | Ori Ag ts Seg 9-10Ag + 10 By | 
ras sal | T Ay T Ase 


C,, 8-9BL+9C, Cy 11-12Bio+ 12Cu 


We = 5:6 By 7:8 Be = x zg = ue 
Aly, a A, uy Arg eS | ly, Ay Aly Ay, 
9:10B 10-11.By+11C 13-14 By. + 14Ci5 
ae 2 ea 8 fe Spee Sarg cee UE a are wits 7 aU ge 18: | 
Aj | Ay, =16 


Die in Gl. (14) dargestellten Reihen mu8 man wie folgt verstehen: z.B. 


A’ At 3A, At 1 3A, , 5A 
hs os as =) 4+ =; I = = ae +74 usw. 
As. VA; Ae eas ae Ag. A. As A, 


Wir sehen, daB der Nenner des letzten Gliedes der Reihe den Index des 
linken Teils der Gleichung bestimmt. Jede Reihe (14) konvergiert bei 


dem Streben y— co wie Ds bt Der Endwert der Reihe fallt bei der 
Ze 


Zunahme der Zahl der Striche an den Buchstaben und mit der alpha- 
betischen Buchstabenfolge sehr schnell ab. Bei mittlerem 9 (H,-Molekiil) 
braucht man praktisch (bei vierstelligem Endergebnis) nur die Reihen 
auszurechnen, die in der Tabelle (14) angedeutet sind. Die eine Reihe 
wird aus der vorherigen berechnet, wobei die Zwischensummen benutzt 
werden. Die Reihen konvergieren nur langsam und es ist notwendig, 
nach § bis 8 ausgerechneten Gliedern den Rest der Reihe als Integral 
darzustellen. Wir haben fiir « eine Reihe runder Zahlen genommen 
(s. Labelle 1), der Kernabstand 9 und der Eigenwert y wird dann fiir 
jedes « nach der nachstehenden Methode berechnet. Bei Zunahme 


von « (und somit auch g und y) wachst die Schwierigkeit der Rechnung 
sehr schnell. 


Wir dividieren jetzt jede y-te Gl. (12) durch 4,. Die Koeffizienten 
bei e, @”, y, y@ usw. werden dabei durch die konvergierenden Reihen (14) 
dargestellt. Die Reihe der g- und y-Potenzen konvergiert nach dem 
vorher Gesagten auch, und zwar sehr schnell. So wird bei groBem » 
der rechte Teil unserer dividierten Gl. (12) endlich und konstant. Wir 
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bezeichnen ihn mit R,. Dabei ist aber R: -— R>. Die y-te Gl. (12) wird 
jetzt lauten: 


+ AY 
a, = eal tae (15) 
ya lhned Br YS obi 
! B y ; 
ki (eee ee ot + PE Pe) ge 
ah gor y| 2 A, er A, e + ‘i é 
: (16) 
we Cy ne ut Py i 
+ y?(—* + 92 + 
v y 
ee Ae “tr 
v } B B 
soa 0 A e ZA s an a O? +p ar 


Mit den so ausgerechneten a-Koeffizienten gehen wir in Gl. (9) ‘ein: 
Damit y,, die Eigenfunktion unsres Problems sein kann, muB die Reihe 
der Gl. (9) konvergieren. Ein Zweifel kann hier nur bei 7 = —1 bestehen 
(die positiven 7-Werte liegen auBerhalb des Geltungsbereiches unsrer 
Eigenfunktion). Dabei stellt Gl. (9) die Summe der Glieder (15) mit 
wechselnden Vorzeichen dar. Die Summe der geraden (positiven) Glie- 
der alleine konvergiert nicht. A, = (vy—1)!, so ist diese Summe ungefahr 
gleich } R+ In y. Dasselbe gilt auch fiir die Summe der ungeraden (nega- 
tiven) Glieder allein. Die ganze Summe konvergiert nur, wenn es 
bei v-> oo gilt: a+ =a. Die Bedingung der Konvergenz lautet somit 
nach (15) 


At A= A-|y! 
—-R,=—-R-; RRS 0. (18) 
yp. y, . 


Gl. (18) mit den Erlauterungen (13), (16) und (17) stellt bei gegebenem « 
eine Gleichung zwischen 9 und y dar. Dieser Gleichung entspricht eine 
fast gerade Linie in den Koordinaten 9 und y. Die Werte 9 und y kann 
man bei gegebenem « auch ziemlich genau voraussagen. Man nimmt 
nun den am wahrscheinlichsten erscheinenden Wert @ und berechnet 
dann aus (18) y und dy/do (Differenzieren der Reihe). Im fraglichen 
kleinen Gebiet kann dann Gl. (18) mit hoher Genauigkeit, wie folgt, 
dargestellt werden: 
¥=Y' (@—Q). (19) 

Wir wenden uns jetzt der zweiten Gl. (7) zu. Diese Gleichung kann 
nicht genau gelést werden, und wir miissen hier eine angendherte Methode 
suchen. Nehmen wir zuerst an, daB & nahe an seinem Minimalwert 1 
liegt. Dann ist das erste Glied der Gl. (7) gering und wir erhalten: 
pelpe= 4 (vy —0 —a); pe = e872" *. Ist dagegen € groB, so kénnen 
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wir in dem ersten Glied von (7) die Eins und in dem letzten « fallen lassen. 
Gl. (7) verwandelt sich dann in die Gleichung des Wasserstoffes in 
gewohnlichen polaren Koordinaten. Die Losung lautet bekanntlich + 
ye =e VS: wilye=—Yy. Gl. (7) ist sehr leicht zahlenmabig (graphisch) 
zu lésen. Eine solche Lésung zeigt, daB das Verhaltnis p:/p- bei Ande- 
rung von & sich monoton von einem der oben genannten Werte zu dem 
anderen andert. Die Werte — Vy und 4(y—o—«) unterscheiden sich 
voneinander bei kleinem 9 um 33% des gréBeren. Die Differenz fallt 
aber mit der Zunahme von @ sehr schnell ab. Schon im Falle des H,- 
Molekiils betragt sie nur 12%. Bei groBem @ sind beide Werte gleich. 
Bei groBem und bei kleinem 0 verlauft fast die ganze y-Kurve bei einem 
und demselben Verhaltnis y:/p:. Nur ein Ende der Kurve wird dabei 
durch den anderen Wert des Verhaltnisses etwas abgeandert. Dort, wo 
beide Werte des Verhaltnisses in gleichem MaBe zur Geltung kommen, 
betragt ihre Differenz nur 12 bis 15%. 


So erscheint es am zweckmabigsten, die Lésung in der Form zu suchen : 


(20) 


Setzt man diesen Ausdruck in die Gl. (7) ein, so erhalt man im linken 
Teil nicht Null, sondern einen Rest L (w;). Wir wollen nun den Wert K 
in (20) so wahlen, daB das Integral von dem Quadrat des Restes minimal 
wird. Man erhalt: 


Pilgid = bye a pe ee | 
j s Ss 2. K ' 
— (eb Aan — et ye 2y 241 Qu(y 
ieee a Q det es 9)" seal Q Shere (21) 
2y— 2 
142 U4 eae + 24-1 


Wir miissen jetzt erinnern, da wir beide GI. (7) zusammen lésen miissen. 
Die zweite dieser Gleichungen gibt uns die Beziehung (21) zwischen 


Tabelle 1. Zusammenstellung dey ausgerechneten Werte fiir die Eigenfunktion eines 
H-Atoms nach Fig. 4 (alle Werte in at Einheiten). 


a y 0 K Ww W +0,5 | ra | dy 
—_— a 
O O O (0) — 0,500 0,000 =S 0,775 ==0)57/'5 
0,2 | 0,04189 0,3676 0,4298 — 0,6201 | —0,1201 — 0,660 = 0,476 
Oe | Oytays 0,6786 0,8316 — 0,6676| —0,1676| —0,673 — 0,334 
0567 10;3055 0,9524 AG Mor — 06736) || — 011736) —0,720 — 0,244 
0,8 | 0,4800 1,202 1,452 —'0}6655 |) —0}1655 | —0,777 Ono 
1,0 | 0,6685 1,431 1,705 = OOH 3 —0,1530/ —0,840 —O,4a4 
3,01 27553 alll 3.4905 3,201 ol—uO. 5610) smc o , 

5,0 | 4,857 4,292 4,430 — 0,5275 | —0,0275 
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und y. So ersetzen wir y in (21) durch den Ausdruck (19). Gl. (21) ent- 
halt dann nur zwei Veranderliche: K und @ (a ist schon vorher frei fest- 
gelegt worden). Man differenziert nun (21) nach diesen zwei Verinder- 
lichen und setzt dann beide Ableitungen gleich Null. So erhalt man 


fond 


ZUS) 


de 


Energie W 


Lnergie des H-Atomes im Grun 


kernabstand 
Bohrscher H- Radius 


Fig. 8. Die Abweichung des Eigenwertes der gemeinsamen Eigenfunktion zweier H-Atome von —0,5 in 
Abhangigkeit von dem Kernabstand (die Kurve der symmetrischen Eigenfunktion gibt negative Werte 
wieder). 


die Bedingungen, bei denen unsere Lésung (20) den kleinsten Fehler 
hat. Man erhalt auch gleichzeitig zwei Gleichungen, aus denen man K 
und 0 bestimmen kann. Die ausgerechneten Werte sind in der Tabelle 4 


Bohrscher H-Radivs 


Bohrscher H- Radius 


Abstand d. Ladungssobwerpunktes vor: Kern 


0 Os 40 15 
kernabstand 
Bohrscher H- Radius 
Fig. 9. Die Abszisse % des Schwerpunktes der Elektronenwahrscheinlichkeit und sein Abstand d, von dem 
Kern in Abhangigkeit von dem gegenseitigen Kernabstand (die Eigenfunktion entspricht der Fig. 4). 


Abstand d. Ladungsschwenpunktes v. Moleku/zentrums 


zusammengestellt. Die wichtigsten Ergebnisse sind auBerdem auf den 
Fig. 8 und 9 graphisch dargestellt. 

x in der vorletzten Kolonne der Tabelle ist die Lage des Schwer- 
punktes der Wahrscheinlichkeit (Quadrat der Eigenfunktion) eines 
Elektrons in der linken Raumhialfte der Fig. 4. In der letzten Kolonne 
der Tabelle ist der Abstand dieses Schwerpunktes von dem entsprechen- 
den Kern gegeben. Wir brauchen die Ausrechnung dieser zwei Werte 
wohl nicht ausfiihrlich zu besprechen. Unsere Eigenfunktion wird durch 
das Produkt der Exponentialfunktion (20) und der Potenzreihe (9) 
gegeben. Sie ist also leicht integrierbar. 
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Wir haben oben nur die Loésung mit den Randbedingungen der 
Fig. 4 untersucht. Jetzt wollen wir auch die andere Moglichkeit be- 
trachten. Hier haben wir analog den Gl. (12): 


a =a 
ph == (0) 
a33!=a+1-2 
a, 4N— 20 


a5! = (a+ 1-2)(4+3-4)—2-3y 
a,6!= 0 ([2(2+4-5)+4(«+1-2)] 
Aq 7! = (a +1-+2)(« + 3-4) (a+ 5-6) + 6? 2-5.— 
—y [2:3(a+ 5-6) +4-5(a+1-2)]. | 
Bezeichnet man in diesen Gliedern die freien Glieder und die Koeffi- 
zienten bei 9, 07, 0? ..., ye, ye? usw. wie friiher, so erhalt man wieder 


die Gl. (14). In diesen miissen aber alle ausgeschriebenen Zahlen (als 


Indexe und als Koeffizienten) um Eins gréBer sein. Es lautet hier z. B. 
By _ 5:64, + 6B, | 7 84,488 
A, As ne 


hier genau so wie bei den friiher betrachteten Randbedingungen. Die 
ausgerechneten Werte sind in der Tabelle 2 zusammengestellt. 
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Tabelle 2. Zusammenstellung der ausgerechneten Werte fiir die Eigenfunktion eines 
H-Atoms nach Fig. 5 (alle Werte in at Einhetten). 


0 30727 4 -0,6884. - | 1,5276 | — 0,3205 | 0,1795 
1 Pe eXO).) | se Si7i 25326 — 0,3900 0,1100 
3 3,7801 3,2346 3,559 | — 0,45274 | 0,04726 
5 | 4,6457 5,1378 4,514 = 0,4.765 0,0235 


Zusammenfassung. 

In der Arbeit wird gezeigt, da die Lésung des Problems von HEITLER 
und Lonpon, die auch der Ausgangspunkt aller spaéteren Rechnungen 
ist, grundsatzliche Mangel enthalt. Es wird dann eine andere nullte 
Naherung der Eigenfunktion des Molekiils aus den ungestérten Eigen- 
funktionen zweier H-Atome gebildet. Zum Schlu8 wird gezeigt, daB 
die St6rung mindestens in erster Naherung gering sein mu8. Das beweist 
auch der Vergleich der nullten Naherung mit den Experimentalergeb- 
nissen (siehe z. B. Fig.1). Die Abweichung des Energieminimums und 
des Kernabstandes im Gleichgewichtszustand vom Experiment betragen 
in unserer nullten Naherung weniger als 1% (wir haben errechnet: 
Energieminimum AW, = —0,3486 at Einh., der entsprechende Kern- 
abstand 7,,=1,41 at Einh.). 

Brunskappel (Kreis Brilon i. Westfalen). 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 128, S. 409—413 (1950). 


Dichteinderung von KClI-Kristallen 
durch Einbau zweiwertiger Ionen. 


Von 
Heinz Pick und HEINRICH WEBER. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 24. Juli 1950.) 


Die Untersuchung sollte experimentell feststellen, ob die Anderungen der Dichte 

von KCl-Einkristallen beim Einbau zweiwertiger Ionen mit den Vorstellungen 

vereinbar sind, die sich bei der Deutung der Stérleitung und der Farbzentren- 
diffusion in KCl-Kristallen bewahrt haben. 


§ 1. Fragestellung. 

Bei den aus einwertigen Ionen bestehenden Kristallen der Alkali- 
halogenide macht sich ein kleiner Gehalt! zweiwertiger Ionen (z. B. 
Ca**, O--, G © 10-4) sehr stark durch eine Erhohung der Leitfahigkeit 
bemerkbar: Die zweiwertigen Ionen erzeugen eine ,,Stérleitung“ mit 
einer charakteristischen Abhangigkeit von der Temperatur. Die Fig. 4 
gibt ein Beispiel {1}. 

Fiir die Deutung der Stérleitung ist es notwendig, den EinfluB zwei- 
wertiger Jonen auch auf andere Eigenschaften der Kristalle zu unter- 
suchen, wenngleich man von vornherein erheblich geringere Wirkungen 
zu erwarten hat, als bei der Leitfahigkeit. Gegenstand der vorliegenden 
Arbeit ist die Frage: Wie unterscheidet sich die Dichte von KCl-Kri- 
stallen mit verschiedenem Gehalt an zweiwertigen Ionen?? 


§ 2. Mefverfahren. 

Prinzip. Es wurden jeweils zwei Einkristalle gleicher Masse M an- 
gefertigt, von denen der eine aus reinem KCl bestand, der andere aus 
KCl mit einem bekannten Gehalt an beispielsweise CaCl,. Fir solche 
Kristallpaare wurde die Differenz der Auftriebe A in einer Fliissigkeit 
bekannter Dichte 9, gemessen. Dazu diente eine Analysenwaage. 
Dann gilt (g = Fallbeschleunigung) 


A, —Ay =Ameg = ongM Ao/o? 


und daraus 
_ Amo? 
we Or M- 
a ; Zahl der zugefiigten gitterfremden Jonen 
iiGehalt G= ee eee 2 
Zahl der K*-Ionen 
2 tiber den EinfluB zweiwertiger Ionen auf Erstarrungstemperatur und Kri- 


stallisationsgeschwindigkeit wird in Kirze berichtet werden. 
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Experimentelle Einzelheiten. Das Gebiet des homogenen Misch- 
kristalles [1] reicht fiir das System KCl+ CaCl, bei Zimmertemperatur 
nur bis zu einem Ca-Gehalt von etwa 10-4. Demgema8 war hochstens 
eine Dichtedinderung in der GroBenordnung von 10-4 g/cm® zu erwarten. 
Um trotzdem hinreichend genau messen zu kénnen, muBten die Ein- 
kristalle ein Volumen von etwa 50 cm* bekommen. 

3ei der Herstellung der Einkristalle! aus der Schmelze kam es auf 
folgende Punkte an: Die Wachstumsgeschwindigkeit muBte bei allen 


75=770 Kristallen ungefahr die gleiche sein. 
8 8 8 S | z S Tes wurde mit einem Massenzuwachs 
r —— —T 5 von etwa 2g/min gearbeitet. — 
10°? | — : 
Ohm'm' KCL+CaCly 


x -5 
s Gy = 165-10 
£ Ge Ye 2 
cee es 
eS 10° 
MN 
yf ee 
oS 7, 
2 3 =4 
= Grad “K 
os 15 10°10? 
Kehrwert der abs. Temperatur 
Fig. 1. Fig. 2. 


Fig. 1. Die spezifische elektrische Leitfahigkeit yon KCl-Kristallen mit Zusatz von CaCl,. Die Gehalte G, 
und G, sind chemisch-analytisch ermittelt worden. Die mit G=0 bezeichnete Kurve bezieht sich auf das 
chemisch reinste KCl ohne absichtlich beigefiigten Zusatz an Fremdionen. Der Gehalt der bisher als Ver- 
unreinigungen unvermeidlichen Fremdionen liegt in der GréBenordnung 107°, 
(Nach Messungen von Krttinc und Witt (1 ].) 


Fig. 2. Lichtbild eines Kristalles, wie er ftir die Wagung benutzt wurde. Etwa ?/, natiirliche GroBe, 


Die Temperatur der Schmelze muBte, wahrend der Kristall wuchs, so 
klein gehalten werden, daB keine, wenn auch nur geringfiigige Disso- 
ziation der Salze auftrat. Durch diese wiirden sich Gasblasen gebildet 
und im Kristall eingebaut haben. — Die Abkithlung muBte tiber 10 bis 
12 Std ausgedehnt werden, um innere Spannungen auszugleichen. — 
Aus den SchmelzfluBkristallen wurden auf einer Drehbank Zylinder 
von 3,7 cm Lange und 4,3 cm @ hergestellt, die Kanten mit Schmirgel- 
papier und Rasierklingen gebrochen, die Flachen mit Alkohol geglittet, 
um eine gute Benetzung zu erreichen. (Wasser ergab schwankende Er- 
gebnisse, weil etwas in den Kristall hineindiffundiert.) 

Zur Aufhangung der Kristalle an den Waagebalken diente eine kleine 
Schleife aus Platindraht (0,2 mm @, 18 mm Lange, 12,6 - 1073 g Masse), 
die in der Mitte der oberen Kreisflache des Kristallzylinders eingeschmol- 
zen war (Fig. 2). 


1 Rohmaterial von Riedel-de Haen, p. A. Nr. B 2139/613. 
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Dazu mu8te man den Kristall in einem elektrischen Ofen auf 600°C und den 
U-térmig gebogenen Platindraht elektrisch auf Rotglut erhitzen. Beim Beriihren 
der Kristallflache schmolz das KCl in der Nahe des Platinbogens, der dann langsam 
etwa 2 mm tief in den Kristall eindringen konnte. Nach Abschalten des Heizstromes 
im Platindraht erstarrte das geschmolzene KCl wieder als Einkristall. Der Kristall 
wurde sehr langsam abgekiihlt (+ 10 Std) und dann die beiden Drahtenden zu 
einer Ose zusammengedreht. 

An der Analysenwaage (Sartorius, ablesbar + 5 - 10-5 g) wurden die 
Gehange und Schalen durch zwei genau gleich lange Platindrahte mit 
Aluminiumhaken ersetzt und an diese die Einkristalle mit ihren ein- 
geschmolzenen Osen aufgehangt. Es war dann moglich, die Auftriebs- 
tlissigkeit, Toluol, in zwei Becherglasern von unten iiber die Kristall- 
zylinder steigen zu lassen. Es wurden jeweils ein reiner und ein zusatz- 
haltiger Kristall durch Abschaben und Polieren méglichst genau massen- 
gleich gemacht: verbleibende Unterschiede unter 10-4 g wurden durch 
Austarieren der Waage ermittelt und bei der Auswertung beriicksichtigt. 
Toluol wurde aus mehreren Griinden gewahlt: Es lost nicht KCl, benetzt 
es gut, sein Dampfdruck ist relativ klein (22 mm Hg-Sdule bei 20° C) 
und man kann es leicht rein erhalten!. 

Da die Dichte einer Fliissigkeit stark von der Temperatur abhangt, 
muBte ein Kellerraum mit sehr konstanter Temperatur benutzt werden. 
Die Temperaturdifferenz in den beiden GefaBen durfte héchstens 0,01° C 
betragen. Sie wurde thermoelektrisch kontrolliert. Die Temperatur des 
MeBraumes wurde wahrend einer MeBreihe auf 0,1° C konstant gehalten. 
Zwischen zwei Ablesungen wurden Einstellzeiten von 7 bis 24 Std ab- 
gewartet. Jedes Kristallpaar wurde 7 bis 8mal umgehangt, um Un- 
symmetrien auszuschalten. Beim Eintauchen war die Bildung von Luft- 
blasen sorgsam zu vermeiden. 


Bei den Analysen zur Bestimmung des Gehaltes an zweiwertigen Ionen muBte 
auf den groBen KCl-UberschuB Riicksicht genommen und die Verfahren entspre- 
chend angepaBt werden. Es wurden Leerversuche mit bekanntem Gehalt an Zusatz 
durchgefiihrt. Beim Sr muBten die Ergebnisse der Leerversuche durch einen 


Korrekturfaktor beriicksichtigt werden. 
Das Ca wurde nach Bitz [2] in der Siedehitze mit Ammoniumoxalat gefallt, 


nach langerem Abkiihlen filtriert und in heiBem Wasser unter Zusatz von Schwetfel- 
saure gelést. Die nun freie Oxalsdure wurde mit Kaliumpermanganat titriert. 

Das Sr wurde nach dem Handbuch der analytischen Chemie [3] aus der heiBen 
ammoniakalischen Lésung mit Ammoniumkarbonat gefiillt. Nach langerem Ab- 
kiihlen wurde filtriert, im CO,-Strom gegliiht und gewogen. 


§ 3. Die Mefergebmisse und thre Deutung. 
Die Versuchsergebnisse sind fiir die beiden Mischkristalle KCl1+CaCl, 
und KCl1+SrCl, in den Fig. 3 und 4 dargestellt. In beiden Fallen ist 
die Dichteinderung dem Gehalt «a zweiwertigen Jonen proportional. 


1 Versuche mit CCl, waren erfolglos wegen des Gehaltes an Komponenten mit 
hohem Dampfdruck. 
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Beim Ca finden wir eine Abnahme, beim Sr eine Zunahme der Dichte 
mit zunehmendem Gehalt. Die in Kontrollversuchen ermittelten mitt- 
leren Schwankungen betrugen fiir die Abszissenwerte etwa +2%, fur 
die Ordinatenwerte etwa +7 -10°® g/cm?. 

Man entnimmt diesen Messungen, daB die Dichte der Mischkristalle 
sich nicht als Mischungswert aus den Dichten der beiden Komponenten 
bestimmen laBt. Das folgt am deutlichsten aus Fig. 3 fiir die KC1+-CaCl,- 
Mischkristalle. KCl hat eine Dichte von 1,98 g/cm, CaCl, eine Dichte 
von 2,15 g/cm’. Nach der Mischungsformel sollte die Dichte mit zuneh- 
mendem Calciumgehalt zwnehmen (strichpunktierte Gerade in Fig. 3). 
Man beobachtet jedoch eine Abnahme. 


10: 107% 1 
8! | | | 

g/cm KCL+CaCly 
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Man wird dem experimentellen Befund am einfachsten durch fol- 
gende Annahme itiber den Einbau des Calcium-Ions in das Kristallgitter 
gerecht: ein Ca**-Ion tritt an die Stelle eines K*-Ions, muB8 aber wegen 
seiner doppelten Ladung noch ein zweites K*-Ion verdrangen. Zu jedem 
Ca**-Ion gehért also noch ein nicht besetzter Platz im Kationenteil- 
gitter, eine Kationenliicke. An die Stelle von 2 K*-Ionen mit dem Atom- 
gewicht 2 - 39,10 = 78,20 tritt ein Cat*-Ion mit dem Atomgewicht 40,08. 
Die Dichte des Kristalles mu8 dann mit zunehmendem Gehalt an 
Ca**-Ionen abnehmen (punktierte Gerade in Fig. 3). Diese Deutung 
kommt dem experimentell gefundenen Verlauf sehr nahe. Die ver- 
bleibende Abweichung kann durch eine geringfiigige Ausscheidung von 
CaCl, (etwa 20%) in submikroskopischen Partikeln verstanden werden. 

Weniger giinstig fiir eine Beurteilung der experimentellen Ergebnisse 
ist das zweite Beispiel: KCl+SrCl, (Fig. 4). Das Atomgewicht des 
Sr (87,6) ist groBer als das doppelte Atomgewicht des Kaliums. Deshalb 
berechnet man nicht nur nach der Mischungsregel (strichpunktierte 
Gerade), sondern auch unter Annahme der Liickenbildung (punktieérte 
Gerade) eine schwache Zunahme der Dichte mit steigendem Gehalt. Die 
Messungen ergeben die ausgezogene Gerade. Sie liegt der punktierten 
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naher als der strichpunktierten. Die Vorstellung der Liickenbildung 
(ScHoTTKysche Fehlordnung) findet also in den Dichtemessungen eine 
Stiitze. Als Einwand bleibt die Méglichkeit bestehen, daB die fremden 
Ionen in ihrer Umgebung die Gitterkonstante des KCl veriindern. 
Eine experimentelle Entscheidung ist bisher nicht gegliickt. 

Die Vorstellung einer Liickenbildung durch zweiwertige Ionen hatte 
sich bereits bei optischen und elektrischen Erscheinungen insbesondere 
bei der Storleitung und der Farbzentrendiffusion als brauchbar erwiesen. 
Daher war es erwiinscht, den Sonderfall der Gitterfehlordnung durch 
die Liickenbildung méglichst direkt nachzuweisen. Das war der un- 
mittelbare AnlaB dieser Untersuchung. 


KCl+SrCl, eas 


ANS) 
S 


Dichteanderung Ao 


Zaht_der Sr**- fonen 
Zahl der K*-lonen 


im kristall 


Fig. 4. 
Fig. 3 u. 4. Dichteanderungen von KCl-Kristallen durch Einbau von Ca++- und Sr++-Ionen. Strichpunk- 
tierte Geraden nach der Mischungsregel berechnet. Punktierte Geraden unter der Annahme berechnet, daB 
jedes zweiwertige Ion eine Liicke im Kationengitter erzeugt. Die ausgezogenen Geraden verbinden die 
MeBpunkte. 


Zusammenfassung. 


1. Es wird untersucht, wie der Einbau von CaCl, und SrCl, in KCI- 
Einkristalle die Dichte der Kristalle verandert, und zwar bei Gehalten 
DISeZ Oe >io One: 

2. Man beobachtet eine Dichteabnahme mit steigendem Ca-Gehalt, 
eine Dichtezunahme mit steigendem Sr-Gehalt. 

3. Die Ergebnisse lassen sich durch die Annahme deuten, dab jedes 
zweiwertige Ion zwei einwertige K-Ionen aus dem Gitter verdrangt, 
daB aber nur der eine der beiden Gitterplatze von dem zweiwertigen 
Ion besetzt wird, wahrend der andere frei bleibt und eine Liicke im 
Kationengitter bildet. 
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Uber die Formierungsvorgange 
von thalliumhaltigen Selengleichrichtern. 
Von 
ARNULF HOFFMANN. 
(Mitteilung der Dienststelle Pretzfeld der Siemens-Schuckertwerke.) 
Mit 10 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 18. Marz 1950.) 

Eine neuartige von K. LEHovEc vorgeschlagene Methode zur Messung der Kapa- 
zitaten von Trockengleichrichtern erméglicht es, Stérstellenbestimmungen zwi- 


schen den einzelnen Herstellungsstadien vorzunehmen. Falls die Deckelektrode 
einen gewissen Thalliumgehalt aufweist, findet man: 

. Eine Absenkung der Stérstellendichte in der Randschicht, 

eine Erhéhung des Bahnwiderstandes, und 

3. eine Steigerung der Sperrfestigkeit. 


= 


Die Art der thermischen Behandlung — 210°-Endumwandlung des Selens ohne 
oder mit thalliumhaltiger Deckelektrode — beeinfluBt die einzelnen Wirkungen 
des Thalliums recht unterschiedlich. Zwischen St6rstellenabsenkung und Bahn- 
widerstandserhéhung besteht ein quantitativer Zusammenhang. Die Steigerung 
der Sperrfahigkeit kann nicht allein mit einer Erniedrigung der Randfeldstarke 
erklart werden. Die verschiedenartigen Befunde deuten vielmehr darauf hin, 
daB die Sperrspannungserhéhung im wesentlichen auf andere Ursachen zuriick- 
zufiihren ist. 


I, Einleitung. 


Die Sperrfahigkeit technischer Selengleichrichter wird bekanntlich 
durch gewisse ZusatzmaBnahmen erhoht. Eine solche kann in einer 
Oberflachenbehandlung des Selens bestehen, beispielsweise in einer 
SeO,.-Dampf- oder Schwefelbehandlung. Eine andere Méglichkeit ergibt 
sich durch geringe Thalliumbeimengungen zum Spritzlot der Deck- 
elektrode. Derartige thalliumhaltige Selenscheiben sind allein Gegen- 
stand der vorliegenden Arbeit. 

Uber den Einflu8 von Thallium auf Selen liegen schon Untersuchun- 
gen von GUDDEN und LEeHovec! vor. Aus ihnen geht einmal hervor, 
daB Thallium bei hoheren Temperaturen in das Selen hineindiffundiert. 
Dariiber hinaus kénnen diese Autoren im elektrischen Feld zumindest 
bei héheren Temperaturen eine Wanderung von Tl***-Ionen nachweisen. 
Zum anderen ergeben kleinere Thalliumzusatze (Zahl der Tl-Atome je 
Se weniger als 107%) eine wesentliche Verminderung der elektrischen 


1 GupDEN, B., u. K. Lenovec: Thallium-Diffusion. Z. Naturforschg. 1, 508 
(1946). — LEHovEc, K.: Die elektrische Leitfahigkeit von mikrokristallinem, hexa- 
gonalem Selen mit Thalliumzusatz. Z. Physik 124, 278 (1948). 


Uber die Formierungsvorgange von thalliumhaltigen Selengleichrichtern. 415 


Leitfahigkeit des Selens. An fertigen Gleichrichtern kénnen ferner 
W. Kocu und S. Pocansxt! eine Herabsetzung der Stérstellendichte in 
der an die Deckelektrode angrenzenden Randzone nachweisen, wenn 
sie dem Spritzlot einen geringen Thalliumzusatz beimengen. Den glei- 
chen Befund teilt schlieBlich K. LEHovec in einer neueren Veréffent- 
lichung mit?. Er gibt dariiber hinaus auch eine Deutung fiir die durch 
Tl-Einlagerung bewirkten Haupteffekte — Erhéhung a) der Sperr- 
fahigkeit, b) der Formiergeschwindigkeit und c) der Alterung. 

Die unerwiinschten Folgeerscheinungen des Thalliumzusatzes liegen 
in einer laufenden Anderung der elektrischen Eigenschaften, insbeson- 
dere in einer Verschlechterung der DurchlaBwerte des Gleichrichters 
im Laufe des Betriebes (sog. Alterung). Durch geeignete MaBnahmen 
laBt sich allerdings der schadliche Einflu8 des Thalliums weitgehend 
unterbinden, ohne auf die giinstige (die Sperrfahigkeit erhdhende) 
Wirkung des Tl verzichten zu miissen. 

In der vorliegenden Untersuchung wird nun die Wirkungsweise des 
Thalliums bei den einzelnen HerstellungsmaBnahmen — 210° Umwand- 
lung und elektrische Vorbehandlung (sog. elektrische Formierung) — 
studiert mit dem Ziel, eine Klarung fiir das verschiedenartige Verhalten 
der thalliumhaltigen Selenscheiben, insbesondere fiir die mehr oder 
weniger starke BeeinfluBbarkeit der elektrischen Eigenschaften durch 
Warmebehandlung und Formierung, zu finden. Dariiber hinaus soll 
auf der Grundlage der ScHoTTKyschen Raumladungstheorie? diskutiert 
werden, wie weit sich die hier gefundenen Storstellendichten in quan- 
titativen Zusammenhang mit den gemessenen elektrischen Eigenschaften 
des Gleichrichters bringen lassen. 


II. Durchfiithrung der Versuchsreihe. 


Um den schadlichen Einflu8 der Streuung serienmabig hergestellter 
Gleichrichterscheiben auszuschalten, war es notwendig, jeweils ganze 
Gruppen gleichartig behandelter Scheiben durchzumessen. Dadurch 
vermeidet man, daB Schliisse aus der Beobachtung eines zufallig 
, krankhaften‘‘ Einzelobjektes gezogen werden. Die Versuchsfiihrung 
geht am besten aus der folgenden Ubersicht hervor. 

Das Ausgangsmaterial bildeten halbfertige 45 mm @-Selenscheiben 
der normalen Fabrikation, welche die 110°-Behandlung hinter sich 
hatten; die Scheiben waren mit chlorhaltigem Selen hergestellt worden. 


1 Unverdffentlichte Untersuchung. Vgl. deutsche Ausgabe der Fiat Review 
of German Science. (1939—1946) 2, (Physik der festen K6rper), 110. 

2 Lenovec, K.: Der Einflu8 von Thalliumspuren auf die Selengleichrichter. 
Z. Physik 125, 451 (1949). 

3 ScHotrKy, W.: Z. Physik 113, 367 (1939) sowie vor allem W. ScHoTTky, 
Vereinfachte und erweiterte Theorie der Randschichtgleichrichter. Z. Physik 118, 


539 (1942). 
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Tabelle 1. 
Herstellungsbedingungen —= 


ofene Unwandlung geschlossene Umwandlung 
ohne Deckelekirode mit Deckelektrode 


010 o1* We 010 %o1™ 


110° Behandlung 


| Spritzen der Deck- 
elekfrode: 


1. Messung 
210° Umwanalung 


Spritzen der Deck- 
elektrode 


2.Messung 
elekip Formierung** 


1? 


=— Gang der Herstellu 


3.Messung 


Die Tabelle 1 enthalt sechs Gruppen, die sich entweder im Thallium- 
gehalt des Deckelektrodenmetalls oder in der Reihenfolge des Her- 
stellungsgangs unterscheiden. In dem einen Verfahren wird namlich 
die Deckelektrode erst nach der 210°-Umwandlung aufgespritzt (sog. 
,offene Umwandlung“), wahrend im anderen Verfahren die schon vorher 
gespritzte Scheibe mit der Deckelektrode zusammen umgewandelt 
wird. Bei dieser sog. ,,geschlossene Umwandlung“ begiinstigt die Tem- 
peratur von 210° gegebenenfalls eine Reaktion zwischen Selenoberflache 
und Deckelektrodenmetall. Die Wellenlinien in der Tabelle deuten 
jeweils eine Messung der Scheiben wahrend bzw. am SchluB des Her- 
stellungsprozesses an. Gemessen wurden im einzelnen folgende GréBen: 

1. Die das Gleichrichterverhalten kennzeichnenden Sperr- und Durch- 
laBwerte (vgl. Fig. 1): 

Sperrspannung %,,,, 
DurchlaBwiderstand Rp, 
Schwellenspannung U,. 


2. Die fiir den stromlosen Zustand charakteristischen GréBen: 
Null-Widerstand Ry, 
Null-Kapazitat Cy. 
3. Die Storstellendichte in der Randzone (bei je zwei Objekten jeder 
Herstellungsgruppe). 


Die Sperrspannung u,, (Ss. Fig. 1a) bezeichnet diejenige effektive Wechsel- 
spannung, bei welcher der tiber eine Periode gemittelte Sperrstrom tsp einen 


* In Gewichtsprozenten des Deckelektrodenmetalls. 

** Es handelt sich hierbei um eine elektrische Vorbehandlung, bei der die 
Scheibe im wesentlichen in Sperr-Richtung tiber die im Betrieb tiblichen Grenzen 
hinaus belastet wird. Die Scheibentemperatur iiberschreitet wahrend der For- 
mierung die im Dauerbetrieb zulassige Grenze von 70° C. 
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festgesetzten oberen Grenzwert erreicht. (Stromdichte etwa 1mA cm, dh. bei 
der 45mm @-Scheibe etwa 11 mA.) 

DurchlaBwiderstand Rp und Schwellenspannung U, bestimmen eine Tangente 
der Gleichstromkennlinie durch Neigung (1/Rp) und ihren Schnittpunkt mit der 
Spannungsachse (U,) vgl. Fig. 1b. Im Grenzfall unendlich groBer Stromdichte 
gehen beide GréSen in den Bahnwiderstand und die Diffusionsspannung iiber, 
welche aus der ScHotrkKyschen Diffusionstheorie bekannt sind. Die Tangenten- 
bildung wird dementsprechend bei relativ hohen Stromdichten (0,2 A cm d.h. 
etwa 2A bei der 45mm @-Scheibe) vorgenommen. 


Deckelektrode (SnCd-Lot) 


y 
Sele \ Sperrschicht Ss 
SSS SS ao 
& 
PS 48} 
Grundelekirode $ 
S 
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V 2@ 6 0 75 5 05 
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Sw 
2 & 3 
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le = foes 
3 5 § 
40% Ntga= 4 
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| 29 \ widerstand) 
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Fig.1au.b. Bestimmung der KenngréGen eines Selentrockengleichrichters. a Sperrspannung tsp aus 
der Sperrkennlinie, hierzu links: Sperrkennlinie, gemessen mit Wechselstrom, in doppelt logarithmischer 
Auftragung. b Schwellwert Us und FluBwiderstand Rp aus der Flu8kennlinie, 
hierzu rechts: FluBkennlinie gemessen mit Gleichstrom, 


Der Nullunderstand Ry und die Nullkapazitét Cy, wurden in einem Scheinwider- 
standsme8platz mit einer Frequenz von 2000 Hz gemessen (Amplitude etwa 10mV)}. 
Die Bestimmung der Stdorstellendichte erfolgte nach einem von W. SCHOTTKY 
angegebenen Verfahren”. Es lauft auf eime Messung der Randschichtkapazitat C 


1 Der hochempfindliche MeBplatz war von Herrn F. Rose fiir andere Zwecke 


aufgebaut worden. 
2 ScHoTtTKy, W.: Vereinfachte Theorie. Z. Physik 118, 539 (1942). Zur Stér- 


stellenauswertung werden die hier in praktischen Einheiten wiedergegebenen 
Beziehungen ben6tigt: 


Storstellendichte — (1) 
a —", sa 
ts A 6, 6¢ F? EGU Ce)) © 
: z ia 
Randschichtbreite / = é, vam (2) 


(€, = Influenzkonstante = 8,86- 1074 A sec/V cm; fiir Selen ¢€=6,3). Durch 
Differentiation der Kurve 1/C? = f(u) und der sich aus der Kapazitat ergebenden 
Randschichtbreite ]=g(u) gewinnt man den Verlauf der Storstellendichte iiber 


einen gewissen Bereich der Randschicht. 


418 ARNULF HOFFMANN: 


in Abhangigkeit von der anliegenden Spannung w hinaus; hierin liegt die wesentliche 
experimentelle Aufgabe dieser Untersuchung. Aus gleich zu erérternden Griinden 
wurde namlich eine von K. LEHovEc angegebene oszillographische Methode zur 
Messung der Kapazitatskurven C(m) herangezogen und erprobt (vgl. Fig. 2)". 
Die Messung von Selenschei- 
ben im unfertigen Zustand, mit 
dem Ziel Aufschliisse iiber ein- 
zelne Herstellungsprozesse, ins- 
besondere iiber die elektrische 
Formierung zu gewinnen, erfor- 
derten eine Methode, die das 
MeBobjekt gar nicht oder nur 
geringfiigig veranderte und bei 


Braun 'sche 


deren Anwendung man zumin- 
dest wahrend der Einzelmessung 
konstante Verhaltnisse voraus- 
setzen durfte. Im unformierten 
Zustand sind die Selengleichrich- 
ter aber speziell bei anliegender 
Sperrspannung noch sehr labil, 
vor allem ist auch, wie sich weiter 
unten bestatigen wird, eine starke 
Veranderlichkeit der Stérstellen- 
verteilung zu vermuten. Die all- 
gemein tbliche Kapazitatsmes- 
sung in der Wechselstrombrticke 
ist hierfiir aber nicht nur wegen 
des gréBeren Zeitaufwandes un- 
geeignet. Jeder Briickenabgleich 
liefert namlich nur einen zu der 
jeweils anlhegenden Gleichvor- 
spannung U gehodrenden C-Wert 
und es miissen viele solcher bei 


Fig. 2. Oszillographische Methode zur Bestimmung von verschiedenen Vorspannungen 


Randschichtkapazitaten. Das obere Oszillogramm ist mit gemessenen Kapazitatswerte zu 
einem Selengleichrichter bei 50 Hz gemessen, das mittlere 
bei 1000 Hz. Das untere Oszillogramm ist mit einem Selen- oi fj 
gleichrichter bei 1000 Hz aufgenommen, Die Ellipse mit gesetzt werden. Grundsdatzlich 


horizontaler groBer Achse gibt die Kapazitat von 0,1 uF, davon verschieden wird dagegen 
die schragliegende Gerade den Widerstand yon 2 kQ wieder. bei der Schleifenmethode der 

ganze Spannungsbereich mit 
einer einzigen Wechselspannungsamplitude und einer Frequenz von etwa 1000 
bis 2000 Hz durchlaufen, wobei allerdings ebenfalls eine Gleichvorspannung an- 
gelegt wird, um den Aussteuerungsbereich auf das Sperrgebiet zu beschranken. 


einem C(U)-Verlauf zusammen- 


' LeHovec, K.: A new method of capacity measurement on dry disk rectifiers. 
J. appl. Phys. 20, 123 (1949). Im iibrigen war uns das Me®prinzip schon aus einer 
brieflichen Mitteilung bekannt, die Herr LEHovEc im Jahre 1945 freundlicherweise 
Herrn ScHotrkKy machte und fiir die ihm hier nochmals verbindlichst gedankt sei. 

Das Prinzip beruht darauf, daB die infolge der Kapazitat auftretende Phasen- 
verschiebung zwischen Strom und Spannung an den zwei Plattenpaaren eines 
Braunschen Rohres in Gestalt einer Schleife sichtbar gemacht werden kann 
(Fig. 2). Eine ausfiihrliche Beschreibung dieser sog. ,, Schleifenmethode“ ist kiirz- 
lich erschienen: Z. angew. Phys. 2, 353 (1950). 
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Es entfallt hier der Einwand, daB man verschiedene, auf Grund von Stor- 
stellenverlagerungen sich ergebende Zustande, welche sich bei jeder einzelnen 
Gleichvorspannung einstellen kénnten, in einem C(u)-Verlauf zusammenfaBt. 
(Andererseits erfa8t man mit der Schleifenmethode gegebenenfalls nur eine recht 
spezielle Stérstellenverteilung, die zunachst nur der bei der Aufnahme anliegen- 
den Gleichvorspannung zuzuordnen ist.) 


III. Ergebnisse. 


Die wichtigsten MeBresultate sind in Fig. 3, 4 und 5 zusammengefaBt. 
Dabei wurde eine Trennung nach dem Herstellungsverfahren — offene 
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Fig. 3a—d. Formiereinflu8 bei offen umgewandelten Selenscheiben mit verschiedenem Thalliumgehalt 
(vor der elektrischen Formierung: — — —; nach der elektrischen Formierung: ————). 


bzw. geschlossene Umwandlung (Fig. 3 und 5a bzw. 4 und 5b) — vor- 
genommen, weil hier ein wesentlicher Unterschied auftritt. 


Die Stérstellenverteilungskurven sind mit gewissem Vorbehalt zu bewerten. 
Einmal ist die reine Kapazitatsbestimmung aus den Schleifenoszillogrammen nicht 
von der Genauigkeit einer Briickenmessung, wenn auch viele Fehlerméglichkeiten 
durch eine vereinfachende Vergleichsmethode ausgeschieden werden koénnen, zum 
anderen werden aber vorhaiudene Fehler durch die bei der Auswertung notwendige 
Quadrierung und Differentiation betrachtlich erhéht (vgl. FuBnote 2, S. 417). 
Es darf daher nicht jedem leichten Buckel in der Verteilungskurve tbergroBe 
Bedeutung zugemessen werden. Andererseits geben die Kurven die Verhaltnisse 
in der Randzone in groBen Ziigen wieder. Man kann aus ihnen die Héhe der Stér- 
stellenkonzentration, die Dicke der Randschicht und deren Verbreiterung beim 
Anlegen héherer Spannungen entnehmen. Der in vielen Fallen auftretende, auf- 
fallend steile Abfall der Verteilungskurven ist jedoch sehr unsicher; aller 
Wahrscheinlichkeit ist er auf Anomalien (beispielsweise Stérstellenverlagerung) 
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zuriickzufiihren, die erst bei hdheren Spannungen in starkerem Mae einsetzen. 
Diese Kurventeile sollen zunachst nicht als reell angesehen werden, sie sind 
daher nur mit diinner Strichstarke aufgetragen worden. 


a) Offene Umwandlung. 
Alle zwischen den drei Gruppen auftretenden Unterschiede sind auf 
die mehr oder weniger starke Thalliumbeimengung zurtickzufthren. 
Vor der elektrischen Formierung zeigt sich erwartungsgemaB noch kein 
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(vor der Umwandlung: ---:- - ; nach der 210°-Umwandlung: — — —; 


nach der elektrischen Formierung 


). 


EinfluB des Thalliums? (Fig. 3a). Die elektrische Formierung bringt da- 
gegen das Thallium zur vollen Wirksamkeit, wobei sdmtliche gemessenen 
elektrischen Eigenschaften beeinfluBt werden. Als Folge der Thallium- 
beimengung findet man im einzelnen: Eine Steigerung der Schwellen- 
spannung U,, eine starke Erhdhung des DurchlaBwiderstandes, eine 
Erhohung der Sperrspannung, ein Anwachsen des Null-Widerstandes 
sowie eine betrachtliche Absenkung der Stérstellendichte, die mit einer 


starken Verbreiterung der Randzone (auch als reziproke Kapazitat 1/C,y 
gemessen) verbunden ist. 


1 In den Storstellenkurven deutet sich allerdings schon ein geringfiigiger Gang 
an. Das liegt einmal daran, daB bei reiner Lagerung schon Veranderungen auf- 
treten kénnen und daB sich die bei der Sperrspannungsmessung entstehende 
Belastung im Sinne einer wenn auch geringen Formierung auswirkt. 
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b) Umwandlung mit Deckelektrode. 

Bei diesem Herstellungsgang hat man es mit zwei getrennten For- 
mierprozessen zu tun, und zwar mit der Temperaturbehandlung (210°) 
und der elektrischen Sperrbelastung. In beiden Fallen trifft aber elek- 
trische Feldwirkung und erhéhte Temperatur zusammen, da namlich 
auch bei der erstgenannten wenigstens am Rande das elektriche Feld 


x 


F' a )ofene Umwandlung b) geschlossene Unwandlung 
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Thalliumgeha/t 
Fig. 5au.b. Gang der Nullkapazitaten und Nullwiderstande wahrend der letzten Temper- und Formier- 
vorgange bei verschiedenen Thalliumzusatzen. (Es sind jeweils die Grenzen des Streubereichs einer 
ganzen Scheibengruppe eingezeichnet.) 

der Raumladung wirksam ist und bei der zweiten andererseits mit einer 
iiber die normale Betriebstemperatur hinausgehenden Temperatur- 
erhdéhung zu rechnen ist. Leider lassen sich nicht alle elektrischen GroBen 
(insbesondere nicht Rp und U,) schon vor der thermischen Umwandlung 
messen. Man darf aber auch hier vor der 210°-Umwandlung praktisch 
gleiche Verhaltnisse in allen drei Gruppen voraussetzen. 

Zunachst fallt die wesentlich geringere Wirksamkeit des Thalliums 
gegentiber dem offenem Verfahren auf (vgl. hierzu Fig. 3 und 4 sowie 
5a und b). Insbesondere zeigt jetzt der DurchlaBwiderstand kaum eine 
Abhangigkeit vom Thalliumgehalt. Die erwiinschte Wirkung des Thal- 
liums, namlich die Sperrspannungserhéhung, tritt dagegen in gleichem 
MaBe wie bei der offenen Umwandlung auf. 
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Als Folge des Thalliums findet man nach der 210°-Umwandlung: 
Eine geringe Erhéhung der Schwellenspannung U,, ein starkes Anwach- 
sen des Null-Widerstandes Ry, eine Absenkung der Stérstellendichte am 
Rand sowie eine entsprechende Verbreiterung der Randzone. 

Nach der elektrischen Formierung zeigt sich weiterhin eine betracht- 
liche Erhéhung der Sperrspannung (steigend mit groBerem Tl-Gehalt), 
wohingegen die iibrigen GréBen kaum oder nur wenig verandert werden 
(z.B. Stérstellendichte). Wahrend der elektrischen Formierung wirkt 
sich die Thalliumbeimengung also fast ausschlieBlich in einer Verbesse- 


: ahigkeit aus, ohne die 
b Halbleiter rung der Sperrfahigkei 


Metall DurchlaBeigenschaften wesentlich zu 
\i7 ee ee sy beeintrachtigen. 
i flubprchung. 2LAs vennive Sire 
Se Sat elonrests 
wt... Dichte der IV. Diskussion. 
Defektelektronen 


A. EinfluB der Stérstellendichte 
auf den DurchlaBwiderstand. 


R 

> a eee es ————e = = ll 5 [tek 

ES 7 Zunachst soll eimal homogene 
Ss ch () Stdrstellendichte vorausgesetzt werden. 
S 114 (2, che 

S Die im stromlosen Zustand vorhandene 


— = 3-- + —- 


Randverarmung an Defektelektronen 
CET wird beim Ubergang zu hohen Strémen 
P6, aithiatatite Skates. in DurchlaBrichtung iberflutet, die 
gener Storstellenverteilung, unten: nach hochohmige Randschicht wird sozu- 
einer Absenkung der Stdérstellendichte. : : : 

sagen ,,zugeweht“ (Fig. 6 oben). Die 
Raumladung verschwindet fast vdllig, der Konzentrationsverlauf der 
Defektelektronen deckt sich weitgehend mit der Stdrstellendichte 7 , (x), 
d.h. die Leitfahigkeit wird bei hoher Flu8belastung praktisch durch 
die Dichte der Stérstellen bestimmt?. 

Wird die Stérstellendichte nun als Folge der Thalliumeinwirkung 
oder anderer HerstellungsmaBnahmen gegeniiber der urspriinglichen 
Dichte abgesenkt, so fiillt sich bei hoher Strombelastung die Randzone 
zunachst nur bis zur tatsachlichen Stérstellendichte mit Defektelektro- 
nen. Es bleibt also vorn ein Gebiet hdheren Widerstandes tibrig (Fig. 6 
unten). Sieht man sich daraufhin noch einmal die vorhergehenden 
Fig. 3 und 4 an, so kann man eine Ubereinstimmung zwischen Stor- 
stellenabsenkung und der Erhéhung des DurchlaBwiderstandes fest- 
stellen. Die durch die Formierung entstandene Anderung des Durchlaf- 
widerstandes ist dort am gréBten, wo auch der Graben in der Stérstellen- 
dichte am tiefsten und am breitesten ist?. 


 Sollte sich das Mitspielen von ,,Giftstellen‘‘ bei Se bestatigen (s. weiter 
unten, Abschn. V), so wiirden die Zusammenhange allerdings komplizierter. 

2 Uber einen ahnlichen breiten und tiefen Graben in der Stoérstellenverteilung 
berichtet auch K. LEHovEc (s. FuBnote 2, S. 415). Bei seinen Versuchen ist 
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Dartiber hinaus soll eine quantitative Abschatzung des Effektes versucht 
werden. Betrachtet man einen Leiter von der Lange L und der homogenen Leit- 


ie “4 eos 

fahigkeit %;,, dessen Widerstand 7p = —— ist (Querschnitt F = 1 cm?), so gewinnt 
*H ; 

man fiir die Widerstandserhdhung Ar;,, die durch eine Stufe in der Leitfahigkeit 


von der Breite / und der Héhe xp entsteht (vgl. Fig. 7): 


A YD _ iP [ee 

YD an t), (3) 
bzw. wegen x = e+h+m_ und der in diesem speziellen Falle giiltigen Gleichheit 
von Elektronen- und Stérstellendichte n, =n, 


A ’D nae 1 NAH 
"¥p 7 VE ey aye (3 a) 


Aus den Stérstellenmessungen nach der Formierung kann man die Hohe der Stér- 
stellendichte am Rande n4p und die ungefahre Breite 7 der Stufe entnehmen. 
Schwierigkeiten macht hingegen die 
Bestimmung der Storstellendichte 
n4y im Halbleiterinnern. Selbst Beifae 
gegeniiber den an offen umgewan- 
delten. Scheiben vorgenommenen 
Stérstellenmessungen vor der For- = —— es = 
mierung sind Zweifel berechtigt, = = 
weil ein Teil der Stérstellen aus 
der Selenoberflache wahrend der 
210°-Behandlung herausgedampft Fig. 7. Stérstellenabsenkung in der Randschicht 
sein kénnte und man auf diese (schematisiert) zur Abschatzung der 
Weise nicht die im Innern vorhan- Eee ond con eneng, 

dene Dichte erfaB8t. Hiervon un- 

abhangig 14Bt sich die Stérstellendichte 4 ;,; jedoch bei Kenntnis der Beweglich- 
keit b aus den DurchlaBwiderstandsmessungen abschitzen, 


sp cee te 
i dear Te Nee SiN Pe (4) 


Grund - 
élektroae 


(Elementarladung e=1,6-10°!*Coul, Dicke der Halbleiterschicht L=50y = 
5:10-3cm, F=11,5cm?). Aus Messungen vonH. SCHWEICKERT an gleichartig 
behandelten Selenproben ergibt sich fiir die Beweglichkeit b = 0,3... 0,5 cm sec7}/ 
Vcm-+, wahrend aus der Literatur 1,0 cm sec }/V cm bekannt ist; im folgenden 
wird mit 0,5 cm4/V cm gerechnet. Den Wert von Rp kann man entweder aus 
Messungen an mit sperrfreier Gegenelektrode hergestellten sog. Doppelscheiben 
entnehmen oder die DurchlaBwiderstandswerte von offen umgewandelten, vor 
der Formierung gemessenen Scheiben einsetzen. Im ersten Falle ergibt die Aus- 
wertung nach (4) 


N41 = 4,6- 101 cm-3, im zweiten Falle m4 7 = 3,2- 101% cm. 


dieser Graben allerdings durch extreme Alterung und nicht durch die Formierung 
erzeugt worden. Ob die Alterung nur auf einem Einschleppen von 7T1 beruht 
oder ob dabei noch andere Effekte mitspielen, mu8 zukiinftigen Versuchen vor- 


behalten bleiben. 
+ Herrn ScHWEICKERT sei auch hier fiir die freundliche Uberlassung seiner 


MeBergebnisse gedankt. 
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Fiir die weitere Abschatzung darf man daher 4: 10'%cm™3 als mittleren Wert 
annehmen, Diese Storstellendichte im Innern liegt zwar héher als die gemessenen 
Dichten (Fig. 3a und 4a), steht aber mit diesen nicht in Widerspruch, da, wie 
schon oben angedeutet wurde, eine Senkung der Randdichte nicht ausgeschlossen ist. 

Die Abschatzungsformel (3 a) zeigt zunachst, daB Stufen von geringer 
Breite und Tiefe nur unwesentliche Widerstandsanderungen zur Folge 
haben. Ist beispielsweise m4 p=1-10!%cm™8, 7<0,5u, so bleibt die 
relative Widerstandsanderung <3%. Bei offen umgewandelten Scheiben 
ist es daher nicht notwendig, eine Senkung der Stérstellendichte am 
Rande schon vor der Formierung zu beriicksichtigen, d.h. man rechnet 
mit einer konstanten Stoérstellendichte von 4-10!'®cm~? quer durch 
den Halbleiter bis an die Deckelektrode heran. 

Das Verhaltnis der DurchlaBwiderstande nach (Rp) und vor der 
elektrischen Formierung (Rp) kann nun einmal nach Gl. (3a) abgeschatzt 
und andererseits aus den gemessenen Werten berechnet werden. 

Beide Werte sind in der folgenden Tabelle einander gegeniibergestellt. 


Tabelle 2. Offene Umwandlung. 


Tl-Gehalt 


Gew.-% 0 0,03 0,10 


Bemerkungen 


Scheibe Nr. 


Rp/Rp 1,01 1,01 DG 223 | 8 5,6 aus der Stoérstellen- 
| verteilung abgeschatzt 
RDP p AROSE ete2d 6 5,0 | 8 8 gemessen 


Bei der geschlossenen Umwandlung betragt die Erhéhung des Durch- 
laBwiderstandes, wie aus Fig. 4 hervorgeht, etwa 20 bis 40%. Die 
Abschatzung nach Gl. (3a) ergibt mit der vergleichsweise schwachen 
Stérstellenabsenkung auch nur Widerstandserhéhungen von 10 bzw.30%. 

Berticksichtigt man die Unsicherheit, mit der die Héhen 7, ,, und die 
Breiten/ der Stérstellenstufe am Rande aus den gemessenen Kurven 
entnommen werden k6énnen, so ist die in den beiden Fallen erzielte 
Ubereinstimmung zwischen Abschatzung und Messung hinreichend gut. 
Zwischen der durch die Thalliumeinwirkung entstandenen Stérstellen- 
absenkung und der Erhdhung des DurchlaBwiderstandes besteht also 
ein direkter Zusammenhang. Offen bleibt hingegen die Frage, warum 
das Thallium in dem einen Herstellungsverfahren stark, im anderen 
kaum merklich einwirkt. 

Die Messungen an thalliumfreien Scheiben deuten iibrigens darauf 
hin, daB es auch noch andere Ursachen fiir eine wahrend der Formierung 
entstehende Widerstandserhéhung gibt; hierbei handelt es sich aber 
offenbar um schwachere Effekte, die durch den groben Effekt des Thal- 
liums insbesondere bei den offen umgewandelten Scheiben iiberdeckt 
werden. 
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B. Stérstellenabsenkung und Randschichtbreite. 

Aus den Stérstellenkurven insbesondere aus denen der Fig. 3 ent- 
nimmt man eine um so breitere wirksame Randschichtzone je kleiner 
die zugehGrige Stérstellendichte n, ist. Diese Feststellung findet eine 
Bestatigung in den unabhangig von den Schleifenaufnahmen durch- 
geftihrten Briickenmessungen der Nullkapazitaét, durch die man ja die 
Randschichtbreite im stromlosen Zustand (w—0) erfaBt: 

ha Bs = (2a) 

Zwischen der VergréBerung der Randschichtbreite J,, als 1/C, in 
Fig. 5 aufgetragen und der gemessenen Stérstellenabsenkung (Fig. 3 
und 4) ist tatsdchlich eine recht gute qualitative Ubereinstimmung 
speziell auch fiir die stufenweisen Veraénderungen bei der geschlossenen 
Umwandlung festzustellen. 

Eine Verbreiterung der Randschichtbreite bei Verringerung der 
Stérstellendichte steht im iibrigen im Einklang mit der Diffusions- 
theorie. Sie erklart sich in folgender Weise: Die Diffusionsspannung Vp 
wird von einer Stérstellenabsenkung nur wenig beeinfluBt — es besteht 
namlich nur ein logarithmischer Zusammenhang zwischen Stoérstellen- 
dichte und Diffusionsspannung; d.h. eine Storstellenerniedrigung um 
den Faktor e macht im vorliegenden Fall (Vj>=0,5 V ~ 20 &) nur 5% 
aus. — Andererseits bildet sich gerade eine Raumladungsschicht von 
solcher Breite /, aus, wie sie zum Aufbau der Diffusionsspannung not- 
wendig ist ly 

=| an, (x) dx =Vp. (5) 
0 

Betrachtet man nun die rechte Seite in erster Naherung als konstant, 
so erkennt man auf der linken Seite direkt den Zusammenhang zwischen 
der Stérstellendichte m, und der als Integrationsgrenze dienenden Rand- 
schichtbreite J). Je tiefer die Stérstellendichte abgesunken ist, um so 
dicker muB die Raumladungsschicht werden. 

Eine quantitative Priifung der Randschichtverbreiterung setzte nun 
die genaue Kenntnis des Storstellenverlaufs 1,(x) in den randnahen 
Gebieten voraus. Gerade in diesem Gebiet weisen die Kurven aber 
eine durch die MeBmethode bedingte Liicke auf!. Umgekehrt darf. 


1 Bei der ,,Schleifenmethode‘‘ kénnen die Gleichrichter nicht bis ins Durch- 
laBgebiet ausgesteuert werden. Die Auswertung der Schleifen gibt dariiber hinaus 
erst von etwa 0,5 bis 1 V Sperrspannung brauchbare Werte. Die Anfangspunkte 
der Stérstellenkurven entsprechen daher Randschichtbreiten bei geringer anlie- 
gender Sperrspannung. Die Kurven kénnen jedoch bis zur Spannung Null extra- 
poliert werden. In manchen Fallen zeigt sich allerdings eine Abweichung zwischen 
der aus der Nullkapazitat bestimmten Randschichtbreite 7, und dem durch die 
Extrapolation der Schleifen gewonnenen Wert, was auf eine Storstellenverlagerung 
hindeutet. Dariiber wird noch an anderer Stelle berichtet werden. 
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man jedoch aus der gefundenen Verkniipfung von Stérstellenabsenkung 
und Randschichtverbreiterung schlieBen, daB sich auch in der Liicke 
der nicht erfaBbaren Randzone die Stérstellendichte erniedrigt haben 
muB, weil sonst ja keine Verbreiterung der Randschicht hatte gefunden 
werden kénnen. (Allerdings soll damit nicht etwa gesagt werden, daB 
die Stérstellendichte in diesem Gebiet nach der Absenkung einen orts- 
unabhangigen Wert hat. Insbesondere ist ein Anstieg der Dichte m4 
in unmittelbarer Randnahe nicht ausgeschlossen, da ja wegen des 
Faktors x unter dem Integral die Raumladung der randnachsten Zone 
wenig zur Potentialdifferenz beitragt.) 


C. Das Sperrverhalten. 


Die Sperrfahigkeit eines Trockengleichrichters wird durch das 
knickartige Abbiegen der Sperrkennlinie begrenzt (vgl. Fig. 1a), weil 
man beim Uberschreiten der dem ,,Knick“‘ zugehérigen Spannung sehr 
bald zu einer untragbaren Sperrverlustleistung kame. (Diese sog. 
, Knickspannung® wird infolge des sehr steilen Stromanstiegs im hin- 
teren Kennlinienteil bei der angegebenen Sperrspannungsmessung prak- 
tisch erfaBt). Die Erhdhung der Sperrspannung, welche durch die 
elektrische Formierung erreicht wird, ware also zunachst rein phano- 
menologisch in einer Verlagerung des Kennlinienknicks zu hdheren 
Spannungen hin zu sehen. 

Zur Erklarung des ,,Knicks“ in der Kennlinie kann man nun irgend- 
welche zusatzliche Prozesse der Defektelektronenauslésung (aus der 
Deckelektrode) annehmen, die erst oberhalb bestimmter Spannungs- 
werte einsetzen. Es liegt daher nahe, den Kennlinienknick mit einer 
kritischen Randfeldstarke in Verbindung zu bringen. Die Formier- 
wirkung, namlich die Erhohung der Knickspannung, wiirde demnach 
auf einer Herabsetzung der Randfeldstaérke beruhen bzw. anders aus- 
gedriickt darauf, daB die kritische Randfeldstarke erst bei hdheren 
Sperrspannungen erreicht wird. 


Eine Verringerung der Randfeldstaérke wird auch tatsachlich durch 
die Absenkung der Storstellendichte in der Randschicht bewirkt. Das 
laBt sich unschwer aus den ScHoTrKyschen Beziehungen fiir die Er- 
schdpfungsrandschicht erkennen. Die Randfeldstarke ©, baut sich aus 
der Raumladung der von Defektelektronen verarmten Randschicht auf: 

l 


C.= ae f mal) aX (6) 
0 


l 
ist also dem Integral f 24d proportional, das in Fig. 8 durch den Inhalt 
0 


der schraffierten Fldche wiedergegeben wird. Die zugehérige Spannung 
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1 
liber der Randschicht ist dagegen durch ein Integral [ x n4ax bestimmt, 
0 


das in unserer Figur dem statischen Moment der schraffierten Fliche 
entspricht. Hat man nun zwei Randschichten mit verschieden hoher 


l 
Stérstellendichte, deren Raumladungen fngd x] einer bestimmten 
0 


kritischen Feldstarke entsprechend gleich gro8 gewahlt werden (Fig. 8, 
schraffierte Flachen rechts und links gleich groB), so verhalten sich die 
zugehorigen Spannungen wie die statischen Momente der schraffierten 
Flachen (links klein, rechts groB); bei der Randschicht mit niedriger 
Stérstellendichte wird daher der kritische Feldstarkewert erst bei héherer 
Spannung erreicht. Die Absenkung der Stoérstellendichte wiirde also, 
sofern es allein auf die Randfeldstaérke ankommt, zu der gewiinschten 
Erhohung der Sperrfestigkeit fiihren?. 


Ss 
Ss 3 
SS 
= S 
& Ss 
8 ~ 
= S 
S S 
& Ss ; 
24g _-“quasineutrales 
(Se I IS 
“5 Lange —~ l' z 


Fig. 8. Raumladungsrandschicht vor und nach der elektrischen Formierung (idealisiert). Links: vor, rechts 
nach der Formierung. 


Diese Deutung scheint bei den offen umgewandelten Scheiben zu- 
mindest eine qualitative Bestatigung zu finden. Die Messungen vor 
und nach der Formierung ergeben tatsachlich eine Erhéhung der Sperr- 
spannung, die um so groBer ist, je tiefer der Stdrstellenspiegel gesunken 
ist (vgl. Fig. 3a und d). Im Gegensatz dazu zeigen aber auch die mit 
Deckelektrode umgewandelten Scheiben eine Erhéhung der Sperr- 
spannung von fast gleicher GréBe, obwohl die Stérstellendichte in der 
Randschicht im Vergleich zu den offen umgewandelten Scheiben wesent- 
lich hdher ist. Dariiber hinaus zeigen sich bei diesen Objekten nur 
geringe Anderungen der Sperrspannung bei einer nicht unerheblichen 
Stérstellenabsenkung nach der 210°-Behandlung, hingegen betracht- 
liche Erhdhungen der Sperrspannung bei nur geringfiigiger Storstellen- 
abnahme nach der elektrischen Formierung (vgl. Fig. 4). Im wtbrigen 
zeigen Abschatzungen der Randfeldstaérke, daB man schon vor Errei- 
chen der ,,Knickspannung“ Werte erreicht, die tiber der charakteristi- 
schen Bildkraftfeldstarke liegen, d.h. man hat auch schon im 


1 Ahnliche Uberlegungen liegen der Arbeit von F. Rose und H. Scumrpt 
zugrunde: Eine Deutung der Formierungserscheinungen bei Selen-Sperrschicht- 
gleichrichtern. Z. Naturforschg. 2a, 226 (1947). 
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mittleren Sperrgebiet (unterhalb der ,,Knickspannung”) zumindest 
mit Feldemission infolge Bildkraftwirkung zu rechnen. Eine quanti- 
tative Verfolgung der Zusammenhange zwischen Storstellenverteilung, 
Randfeldstarke und ,,Knickspannung“ ist leider nicht médglich ; bel 
hoher Sperrspannungsbeanspruchung zeigt namlich die oszillographisch 
aufgenommene Schleife eine Uberschneidung, die ein Verschwinden der 
Kapazitat vortauscht (vgl. Fig. 2)!. Die Schleifen lassen sich daher 
nicht bis zur ,,Knickspannung‘’ auswerten. 

Der oben angedeutete Effekt, Verringerung der Randfeldstarke durch 
Absenkung der Stérstellendichte, wird aller Wabhrscheinlichkeit nach 
neben anderen Ursachen nur eine untergeordnete Rolle bei der Formie- 
rung spielen. Die Wirksamkeit des Formierprozesses kénnte dagegen 
beispielsweise auf der Beseitigung lokaler Fehlstellen beruhen, eine 
Annahme, die auch LEHOvEC zur Deutung heranzieht (s. FuBnote 2, 
S. 415), sowie auf Veranderungen an der unmittelbaren Randschicht- 
grenze (Zwischenschichtbildung?). 


V. Zur Deutung der Stérstellenabsenkung. 


Die Versuche von B.GuUDDEN und K.LEHovEc (s. FuBnote 1, 
S. 414) legen es zunachst nahe, die Stdrstellenabsenkung auf eine Ein- 
wanderung von Tl-Atome bzw. -Ionen (aus der Deckelektrode in das 
Selen hinein) zuriickzufiihren. Es ware aber auch denkbar, daB Halogen- 
storstellen in umgekehrter Richtung wandern (Diffusion sowie Bewegung 
geladener Storstellen im elektrischen Randfeld) und mit dem Thallium 
der Deckelektrode eine Verbindung eingehen’). Sofern die Beweglich- 
keit der Halogenstérstellen namlich in dem fraglichen Temperatur- 
bereich groéBer ware als die des Thalliums, ist diese zweite Annahme 
nicht unwahrscheinlich . 

Bei einer Tl-Einwanderung k6nnte die Verringerung der Leitfahig- 
keit in zweierlei Weise zustande kommen. 

1. Durch eine direkte Bindung der Halogenstérstellen mit Thallium 
(Der von SCHWEICKERT [I.c.] gefundene quantitative Zusammenhang 


? Die Frequenzabhangigkeit der mit der Uberschneidung zusammenhangenden 
Erscheinungen deutet auf irgendwelche Tragheitseffekte hin (Stérstellenverlage- 
rungen, feldabhangige Tragheiten in Stérstellenreaktionen). WVgl. hierzu auch 
Z. angew. Phys. 2, 353 (1950) Abschnitt IV d. 

® Uber derartige Zwischenschichten bei Selengleichrichtern berichtete kiirzlich 
S. Pocanski auf der Physikertagung in Bonn, September 1949. 

* Das wiirde den von F. Rose u. H. Scumipt angegebenen Vorstellungen 
entsprechen [Z. Naturforschg. 2a, 226 (1947)]. 

4 H. ScHWEICKERT konnte rein analytisch betrachtliche Chlorverluste wahrend 
der 210°-Umwandlung bei freier Selenoberflache nachweisen. Daraus folgt eine 
nicht unerhebliche Beweglichkeit der Chloratome. SCHWEICKERT, H.: Uber die 
Leitfahigkeit von mikrokristallinem halogenhaltigem Selen. Z. Physik 128, 47 
(1950). 


wi - . = “ . . a . . 
Uber die Formierungsvorgange von thalliumhaltigen Selengleichrichtern. 499 


zwischen Leitfahigkeit und Halogengehalt spricht dafiir, daB zumindest 
der uberwiegende Teil der Stérstellen durch Halogenatome gebildet 


wird.) 


2. Durch eine Raumladungswirkung des eingedrungenen Thalliums. 


Nimmt man namlich an, daB die Thalliumatome eine zweite Art von 
Storstellen darstellen, die im Gegensatz zu den Akzeptoren (A*2A-+©0) 


Defektelektronen zu binden vermégen: 
OG. 


so ergibt sich eine Herabsetzung der Zahl der 
leitenden Defektelektronen, weil im quasi- 
neutralen Halbleiterinnern die Summe aller 
positiven gleich der Summe aller negativen 
Ladungen sein muB. (Wegen dieser die Leit- 
fahigkeit ,,vergiftenden‘’ Wirkung bezeich- 
net man diese Sto6rstellenart als ,,Gift- 
stellen.) Bei der oben beschriebenen Stér- 
stellenbestimmung wiirde man das Vor- 
handensein von Giftstellen tatsachlich als 
Stodrstellenabsenkung registrieren, weil (unter 
den vorliegenden Voraussetzungen) nur die 
effektiv wirksame Raumladung (1 4-— 1,-) in 
die GréBe der Randschichtkapazitat eingeht. 

Bei der offenen Umwandlung wird die 
Teilchenwanderung, welche zur Storstellen- 
absenkung ftihrt, durch das elektrische Feld 
in der Randschicht verursacht, d.h. es wan- 
dern entweder Tl-Ionen im elektrischen Feld 
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Fig. 9. Stérstellenverteilungskurven 
offen umgewandelter thalliumhalti- 
ger Selenscheiben nach einstiindiger 
Formierbehandlung. a@ FluBbela- 
stung (2 A-Gleichstrom); 6 unbe- 
lastet (reine Lagerung); c 5 Vert 
Sperrbelastung; d 20 Vere Sperrbe- 
lastung. Wahrend der einstiindigen 
Behandlung hingen die Scheiben in 
einem QOlthermostaten bei 90° C. 


der Formierspannung in das Selen ein, oder negativ geladene Stor- 
stellen in entgegengesetzter Richtung hinaus. In jedem Fall bleibt die 
Tiefenwirkung auf die Randzone beschrankt, weil nur dort merkliche 
Feldstarken herrschen. Wie sich experimentell nachweisen laBt, greift 
die Storstellenabsenkung namlich um so tiefer, je starker das elektrische 
Randfeld gemacht wird. (Fig. 9; bei dem Versuch, dessen Ergebnis 
dargestellt ist, wurde die Randfeldstarke systematisch gesteigert. Hierzu 
muB man sich vergegenwartigen, daB die elektrische Feldstarke im Fall 
der Lagerung |b] wegen der an der schmalen Randschicht liegenden 
Diffusionsspannung noch betrachtliche Werte hat [einige 10* V/cm] und 
daB es extrem hoher FluBbelastungen bedarf, um die in Sperr-Richtung 
weisende Randfeldstarke zum Verschwinden zu bringen.) 


Der weitgehend abweichende Untersuchungsbefund bei der ge- 
schlossenen Umwandlung ist auf die 210°-Behandlung zuriickzufihren. 


28* 
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Zunichst hatte man auf Grund der relativ hohen Umwandlungstempe- 
ratur eine gesteigerte Wirkung des Thalliums erwartet. Das gegenteilige 
Ergebnis lat sich daher nur verstehen, wenn man einen anderweitigen 
Verbrauch der vorhandenen Tl-Menge wahrend der 210°-Umwandlung 
annimmt, so daB bei der nachfolgenden elektrischen Formierung nur 
geringere Tl-Konzentrationen wirksam werden konnen. Dabei kénnte 
es sich um eine bei 210° begiinstigte neue Reaktion (Tl-Selenid) handeln 
oder aber nur um eine beschleunigte Teilchendiffusion, die sich uber 
weite Gebiete der Selenschicht erstreckt und die somit die Bildung tiefer 
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fnifernung ¢ 
Fig. 10. Stérstellenverteilungskurven eines Selengleichrichters in verschiedenen Stadien der Behandlung. 
1 Nach der ,,offenen Umwandlung, 2 nach der elektrischen Formierung, 3 nach weiterer 210°-Temperung 
im ,,geschlossenen‘‘ Zustand, 4 nach einer nochmaligen elektrischen Formierung. 


Graben mit steilem Konzentrationsgefalle in der Randschicht verhindert. 
(Bei einer Verschmierung der Stdrstellenabnahem auf eine sehr breite 
Zone wiirde man beispielsweise nur eine sehr viel geringere Erhéhung des 
DurchlaBwiderstandes feststellen als dies bei einem schmalen und tiefen 
Graben der Fall ist.) Der ausgleichende Einflu8 der 210°-Behandlung 
1aBt sich an einem weiteren Versuch veranschaulichen: Eine offen um- 
gewandelte Scheibe wird nach der Formierung noch einmal durch den 
210°-Ofen geschickt. Die sich hierbei ergebenden Stérstellenverteilungen 
sind in der Fig. 10 zusammengestellt. Die 210°-Temperung léscht so- 
zusagen die tibermaBig starken, im offenen Umwandlungsverfahren ent- 
standenen Thalliumvergiftungen (bzw. die starke Cl-Verarmung der 
Randschicht) aus. Der DurchlaBwiderstand zeigt in gleicher Weise einen 
ricklaufigen Gang, wird also wieder niedriger. 


SchlieBlich sei noch ein Umstand erwahnt, der die Ergriindung des 
Thalliummechanismus wesentlich erschwert. Die gesamte Menge des 
Halogens im Selen — durch dessen Zusatz ja bekanntlich erst reprodu- 
zierbare Leitfahigkeitswerte geschaffen werden — liegt etwa um zwei 
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Zehnerpotenzen iiber der ermittelten Stérstellenkonzentration von 
10'®cm73. Die Thalliumkonzentration im Selen mu8 man zumindest 
bei den geschlossen umgewandelten Scheiben von der gleichen Gréfen- 
ordnung annehmen. Die Prozesse zwischen den als Stérstellen wirksamen 
Teilchen spielen sich also nur innerhalb eines Bruchteils der insgesamt 
vorhandenen Mengen ab, so daf die Reaktionen der iibrigen Partner 
jene Prozesse tberdecken. 

Es ist mir eine angenehme Pflicht, Herrn E. SPENKE meinen beson- 
deren Dank fiir seine rege Anteilnahme auszusprechen. Er war an der 
Diskussion der MeBergebnisse wesentlich beteiligt. Danken méchte ich 
ferner Herrn F. RosE und Herrn E. WALDKOTTER fiir ihre Unterstiit- 
zung sowie manche wertvolle Anregung. SchlieBlich sei auch Herrn 
W. Scuotrky fiir verschiedene Diskussionsbemerkungen herzlichst 
gedankt. 
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Zur Theorie der Beugung am Schirm. 
Von 
WALTER FRANZ, Miinster. 


Mit 1 Figur im Text. 
(Eingegangen am 23. Juli 1950.) 


Das vom Verfasser! angegebene sukzessive Verfahren zur Berechnung von Beu- 
gungsproblemen liefert fiir scharfrandige Schirme Funktionen, welche an den 
Kanten singular sind und in den héheren Naherungen divergente Integrale ver- 
ursachen. Diese Singularitaten kann man beseitigen, indem man den Integranden 
des Krrcnuorrschen Integrals jenseits der Kante nicht sprunghaft, sondern stetig 
auf Null abnehmen lat; als Vorbild dient dabei die Methode von BRAUNBEK? 
fiir die Beugung am ebenen Schirm. Das Verfahren des Verfassers 1aBt sich so auch 
auf berandete Schirme anwenden und zu BRAUNBEKS Methode ergeben sich héhere 
Naherungen. 


Evnlettung. 

W. BRAUNBEK hat vor kurzem eine Methode angegeben um in ewnem 
Schritte die Beugung am ebenen Schirm 1m Limes kurzer Wellen zu be- 
rechnen (l.c. II). Diese Methode laBt sich — wie wir im folgenden 
zeigen wollen — als ein erster Schritt des sukzessiven Naherungsver- 
fahrens I auffassen, wodurch ein wesentlicher Fortschritt erzielt wird: 
die Singularitaten, welche bisher die Anwendung von I auf berandete 
Schirme mindestens in der vierten Naherung vereitelten®, werden be- 
seitigt und das BrAuNBEKsche Verfahren kann fortgesetzt und seine 
Fehler abgeschatzt werden. 


§ 1. Die Kantensingularitét der KiRCHHOFFschen Theorie. 


Die KrrcHHorFsche Formel ist im allgemeinen an den Kanten der 
beugenden Schirme logarithmisch singular, was in der zweiten Naherung 
zu divergenten Integralen fiihrt (s. I, § 5) und an sich schon als VerstoB 
gegen die MErxneRsche Kantenbedingung* — die Gesamtenergie in der 
Umgebung der Kante wird unendlich gro8 — unzulassig ist (s. III, § 6). 
Diese Singularitat liegt jedoch im Wesen der KircHHorrschen Naherung, 
wie man leicht einsieht. Fiir den Fall-des ,,schwarzen‘‘ Schirmes etwa 
1aBt sich diese gemaB I folgendermaBen formulieren: die einfallende 
Welle wird in der Offnung ,,gestoppt‘‘, d.h. man laBt den Wert der 


1 Franz, W.: Z. Physik 125, 363 (1949); im folgenden als I zitiert. 

2 BRAUNBEK, W.: Z. Physik 127, 381 (1950); im folgenden als II zitiert. 

3 Siehe I, ausfiihrlicher in W. Franz: Proc. phys. Soc., Lond. A 63, 925 (1950), 
im folgenden als III zitiert. 


* Merxner, J.: Z. Naturforschg. 3a, 506 (1948). — Ann. ledabway, (i, 2) (GICLIC))., - 
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Funktion dort unstetig von der ungestérten Primirwelle u, auf identisch 
null abnehmen; die KircHHoFFsche Beugungswelle u, bestimmt sich 
dann aus der Forderung, daB diese Unstetigkeit der Funktion und der 
Normalableitung ausgeglichen werden soll, ohne daB8 auBerhalb der 
Unstetigkeitsflache Strahlungsquellen hinzutreten; es muB also in der 
Offnung u, sprunghaft um den Betrag uy zunehmen, éu,/6n um 6u,/0n. 
Die Lésung dieser Sprungwertaufgabe ist 


~ avery 7 s 
1 ce ¥ é ou ; 
. mer J (vo nr jay. 1) 


on Y en 
Offnung 
df ist das Flachenelement und 7 die in den Schattenraum weisende 
Flachennormale (wir denken uns hier und im folgenden den Schirm 
durch geeignete Offnungsflachen zu einer unendlichen oder geschlossenen 
Flache erganzt, wodurch der Raum in zwei Teile geschieden wird, nadm- 
lich den ,,Lichtraum“, in welchem die Lichtquelle liegt, und den ,,Schat- 
tenraum‘'). Die Funktion u, ist nach dem vorstehenden so bestimmt, 
daB sie beim Durchgang durch die Offnungsflache unstetig um den 
Betrag uw, zunimmt. Das bedeutet aber, daB sie in der Kante nicht 
stetig ist, ihr Wert vielmehr von der Richtung abhangt, aus welcher 
man sich der Kante nahert. Da uw, auBerhalb der Offnung regular ist, 
muB bei einem vollen Umlauf um die Kante die sprunghafte Anderung 
in der Offnung durch eine stetige Anderung des Funktionswertes mit 
dem Winkel riickgangig gemacht werden. Damit wird aber der Gra- 
dient von uw, bei Annaherung an die Kante unendlich groB, und zwar 
umgekehrt proportional zu dem Abstand 9 von der Kante. Daher wird 
die Energiedichte — welche ein Glied ~ (grad wu)? enthalt — an der 
Kante singular wie 1/07. Das Raumintegral iiber diesen Ausdruck wird 


~ a odo, divergiert also logarithmisch, die Kantenbedingung ist 


verletzt. — Ahnlich verlauft der Versuch die zweite Naherung zu be- 
rechnen: in dem dafiir benédtigten KircHHorrschen Integral tritt ein 
Glied auf ~ f e'*"/r-éu,/on-df, in der Umgebung der Kante wird 
6u,/on ~ 1/0 und df ~de, so daB man auch hier logarithmische Diver- 
genz erhalt. 

Betrachten wir statt des ,,schwarzen‘‘ einen ideal reflektierenden 
ebenen Schirm, dann haben wir auch die von der reflektierten Welle er- 
zeugte Beugungswelle hinzuzunehmen und erhalten (s. I, § 5) 


; 4 ett Gtto df fiir Randbedingung u=0, (2) 
Citas 20 Y on 
Offnung 


ikyr 
t= ss Ug* sees df fiir Randbedingung ¢u/én=0. (3) 


Offnung 
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Die Randbedingung ist hierbei nur verwendet worden um die Phase 
der geometrisch reflektierten Welle (welche zur nullten Naherung gehort) 
zu bestimmen; die gebeugten Wellen stellen die Stetigkeit in der Ol 
nung her, verstoBen jedoch gegen die Randbedingung (die Korrektur 
dieses VerstoBes ist Aufgabe der zweiten Naherung). — Man kann auch 
umgekehrt vorgehen, die Randbedingung mit Vorrang befriedigen 
(s. I, § 5) und die Stetigkeit in der zweiten Naherung herstellen. Dann 
erhalt man die Naherungsformeln 


a tkr 
Uy == = 7 [ Uo: Boats df fir Randbedingung u== 0, 4) 


Schirm 


thr 
My = + = Hi < : = dj fir Randbedingung du/én=0. (5) 
Schirm 


Das obere Vorzeichen gilt fiir den Schattenraum, das untere fiir den 
Lichtraum!. 


Formel (2) stellt, wie der Vergleich mit (1) zeigt, eine Funktion dar, 
deren Wert in der Offnung stetig ist, wahrend ihre Normalableitung um 
20u,/On wachst. Sie ist — ebenso wie (5) — in der Kante séetig, erfillt 
daher die Kantenbedingung, und fiihrt auf eine konvergente zweite 
Naherung. Funktion (3) dagegen wachst in der Offnung unstetig um den 
Betrag 2u, (wahrend die Normalableitung stetig bleibt), tragt also die 
unangenehme Kantensingularitat verdoppelt an sich. Dasselbe gilt fiir 
die mathematisch gleichartige Formel (4). — Der Unterschied der 
beiderlei Naherungsformeln der KircuHorrschen Theorie fiir den 
blanken ebenen Schirm tritt in einer Reihe von Arbeiten zu diesem 
Problem in verschiedenartiger Beleuchtung zutage: in I werden nur (2) 
und (5) zum Ausgangspunkt der zweiten Naherung gemacht [mittels 
eines Kunstgriffs gelang in III die Durchfithrung der zweiten Naherung 
auch fiir (3) und (4)]; MEIXNER und FRiTZE? stellen fest, daB (5) im Nah- 
feld weit besser ist als (4); aus demselben Grunde unterscheidet BRAUN- 
BEK in II zwischen der ,,guten’’ KrrcHHorrschen Naherung (5) und der 
, schlechten“ (4). 


§ 2. Das Randwertproblem des ebenen Schirmes. 


In § 1 haben wir die KtrcuHorrsche Theorie konsequent als Sprung- 
wertaufgabe formuliert, wie dies im Sinne des sukzessiven Naherungs- 


1 Als nullte Naherung ist (s. 1) zu (2) und (3) die ungestérte Primarwelle, zu 
(4) und (5) die Lésung fiir die reflektierende Vollebene zu nehmen, also Primarwelle 
plus reflektierte Welle im Lichtraum, null im Schattenraum. 

? MEIXNER, J., u. U. Fritze: Z. angew. Phys. 1, 535 (1949). 
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verfahrens I liegt. Dabei bestimmen sich die gebeugten Wellen stets 
daraus, daB sie langs gegebener Flichen gegebene Unstetigkeiten der 
Funktion und der Normalableitung aufweisen miissen. Die urspriingliche 
Idee KrRcHHOFFs war dagegen, die gebeugte Welle im Schattenraum aus 
vorgegebenen Randwerten zu ermitteln. Diese Aufgabe lieBe sich mittels 
des KircHHorFschen Integrals lésen, wenn die exakten Randwerte 
von u und éu/én langs der gesamten Schattenseite von Schirm und 
Offnung bekannt waren; in Wahrheit sind sie aber unbekannt und 
deshalb setzt KircHHorF naherungsweise in der Offnung die Erregung 
gleich der ungestérten Primarwelle, und hinter dem Schirm identisch 
Null; das Resultat ist genau Formel (1). Allerdings werden die vorge- 
gebenen Randwerte “, und @a,/@2 von der Funktion u, gar nicht an- 
genommen und dies ist kein Wunder, da die Randwertaufgabe bekannt- 
lich durch die Angabe von u oder @u/én allein bereits festgelegt ist und 
die Funktion aus den Randwerten von uw allein oder von @u/én allein 
mit Hilfe der GREENschen Funktion der Schirmflache errechnet werden 
kann}. Fiir ebene Schirme fiihrt dies auf die Formeln: 


| del Fr ly f 

A sl bare (6) 
et ot oe 

w= Fle Fy a. (7) 


Zu integrieren ist darin tiber die geschlossene Flache Schirm plus Off- 
nung. (6) bzw. (7) liefert diejenige Losung der Wellengleichung, welche 
auf der Flache vorgegebene Funktionswerte u bzw. vorgegebene Normal- 
ableitung Gu/én hat. Das obere Vorzeichen ist fiir den Schattenraum, 
das untere fiir den Lichtraum zu verwenden, wenn wir an unserer Ver- 
abredung festhalten, die Normale » stets in den Schattenraum weisen 
zu lassen. — DaB (6) und (7) fiir ebene Schirme die Losungen der beider- 
lei Randwertaufgaben sind, kann man auch unmittelbar aus der Lésung (1) 
des Sprungwertproblems ersehen: suchen wir diejenige Funktion auf, 
welche die Unstetigkeit 2 besitzt, aber stetige Normalableitung, dann 
ergibt sich Formel (6) — allerdings auch im Lichtraum mit positivem 
Vorzeichen —, und es folgt aus der Symmetrie des Problems beziiglich 
der Schirmebene, daB die Unstetigkeit 2u sich zu gleichen Teilen auf die 
beiden Seiten der Ebene verteilt, somit der Funktionswert auf der 
Schattenseite des Schirmes =w ist. Ganz analog kann man schlieBen, 
daB (7) die vorgegebenen Randwerte éu/én besitzt. — Da diese Schliisse 
nur fiir ebene Schirmflachen gelten, kénnen (6) und (7) nur fiir diese zur 
Lésung des Randwertproblems verwendet werden. 


1 Siehe etwa A. SOMMERFELD: Vorlesungen iiber theoretische Physik, Bd. VI, 
S410 F. 
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§ 3. Regularisierung der KircHuorrschen Naherung. 


Die Untersuchung des § 1 zeigt, daB Formel (3) und ebenso Formel (6) 
die Kantenbedingung verletzt, wenn die vorgegebenen Randwerte 
unstetig sind. Man darf daher am Rande der Offnung den Funktions- 
wert nicht unstetig auf null abnehmen lassen (fiir die Normalableitung 
gilt eine solche Beschrankung nicht). Deshalb wurde in I vorgeschlagen, 
die Integranden der KircHuHorrFschen Integrale innerhalb der letzten 
Wellenlange vor der Kante irgendwie stetig gegen null gehen zu lassen; 
ein solcher Ansatz ware, ebenso wie der KircHHorrFsche, eine plausible 
Annaherung an die Wirklichkeit. In III wurde jedoch dieser Vorschlag 
fallen gelassen, weil dabei in unmittelbarer Kantennahe die Unstetigkeit 
der nullten Naherung [{bzw. bei Anwendung von (4) der VerstoB gegen 
die Randbedingung] auch nicht naherungsweise durch die gebeugte 
Welle ausgeglichen wird, somit eine strenge Konvergenz des Verfahrens 
nicht erwartet werden kann. Inzwischen hat jedoch BRAUNBEK in II 
eine ganz ahnliche Modifikation des KircHHorrschen Ansatzes mit 
durchschlagendem Erfolg verwendet und dabei gezeigt, wie diese Modi- 
fikation durchzufiihren ist: in einem schmalen Streifen jenseits und nicht 
diesseits der Kante muB man den Integranden abnehmen lassen. Man 
behalt also das Integral (3) tiber die Offnung unverandert bei (wie dies 
notig, ist um die Stetigkeit ganz herzustellen), fiigt ihm jedoch ein analoges 
Integral tiber einen schmalen Streifen des Schirmes hinzu, in welchem 
man den Funktionswert stetig gegen Null gehen 14Bt. Durch diesen 
Zusatz wird nichts wesentliches verdorben, da u, die Randbedingung 
auf dem Schirm sowieso verletzt ; dies mu8 in jedem Fall durch die zweite 
Naherung in Ordnung gebracht werden, nun wieder auf Kosten der 
Stetigkeit in der Offnung, welche dann in der dritten Naherung her- 
gestellt wird usw. Man erhalt so ein Verfahren, welches abwechselnd 
die Stetigkeit in der Offnung und die Erfiillung der Randbedingung 
herstellt (wobei man in héheren Naherungen auftretende Kantensingu- 
laritaten ebenfalls in der beschriebenen Weise zu regularisieren hat). 
Man darf hoffen, daB allmahlich beide Forderungen immer besser erfiillt 
werden und das Verfahren gegen die exakte Lésung des Problems kon- 
vergiert. 


In welcher Weise der Integrand von (3) im Randstreifen stetig zu 
null werden soll, kann prinzipiell offen bleiben; allerdings wird es von 
der geschickten Verfiigung hieritber abhangen, wie rasch das Verfahren 
in Kantennahe konvergiert. Im Grenzfall kleiner Wellenlange nahern 
sich die Verhaltnisse an jeder Stelle der Kante dem Fall der beugenden 
Halbebene an, man wird daher nach dem Vorbild von BRAUNBEK die 
erste Naherung dadurch berechnen, daB man die Randwerte von (3) 
im Randstreifen entsprechend der SoMMERFELDschen Loésung fiir eine 
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das Kantenelement tangierende Halbebene korrigiert!. In der zweiten 
und hoheren Naherungen entsprechen die einzvsetzenden Integranden 
nicht mehr einer einfachen fortschreitenden Welle, daher auch keiner 
einfachen SOMMERFELD-Welle; man wird deshalb den Funktionswert 
hier in irgendeiner willkiirlichen Weise innerhalb einiger Wellenlangen 
auf Null abnehmen lassen. In jedem Falle wird so die Kantenbedingung 
erfullt, und die nachsthéhere Naherung fithrt auf konvergente Integrale. 
Die rechnerischen Schwierigkeiten, welche bei der praktischen Durch- 
fiihrung des Verfahrens auftreten, sind sicher, mindestens von der 
zweiten Naherung ab, sehr betrachtlich. Doch ist an sich schon bedeut- 
sam, daB sich das Verfahren prinzipiell durchfithren 148t und damit 
sowohl die KiRCHHOFFsche wie auch die BRAUNBEKsche Naherung als 
erster Schritt eines konsequenten Verfahrens aufgefaBt werden kann. 
Freilich schreiten die héheren Naherungen — auch der BRAUNBEKschen 
Methode — nicht nach Potenzen der Wellenlange fort. 


§ 4. Anwendung auf gekriimmte Schirme. 


Verfahren I ist auch auf nicht-ebene Schirme anwendbar. Man kann 
beim ideal reflektierenden Schirm die Formeln (2) bis (5) bentitzen und 
dadurch die Randbedingungen am Schirm ndherungsweise (nicht, wie 
beim ebenen Schirm, exakt) erfiillen; den verbleibenden Defekt miissen 
die hdheren N&aherungen ausgleichen. Die Kantensingularitat laBt 
sich — genau wie dies im vorigen § beschrieben wurde — dadurch be- 
heben, daB man den KircHHorFschen Integranden jenseits der Kante 
nicht sprunghaft, sondern stetig auf null abnehmen laBt. Eine andere 
Frage ist allerdings, ob man auch jetzt, wie in dem auf ebene Schirme 
zugeschnittenen Verfahren von BRAUNBEK, in einem Schritt die Losung 
fiir den Limes kurzer Wellen erhalten kann. Dazu miiBte man die (im 
Limes) richtigen Randwerte sofort angeben und dann das zugehorige 
Randwertproblem lésen. Dies wird durch die Ansatze (2) bis (5) fiir den 
krummen Schirm nicht geleistet. Wir kénnen aber, wenn wir die Rand- 
werte sowohl von wu als auch von Gu/én langs der gesamten Flache von 
Schirm und Offnung kennen, die Funktion mittels des KrrcHHoFrFschen 


Integrals 


5 kr | thr. 2 
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bestimmen. Die Randwerte fiir « und éu/dén sind, im Limes kurzer 
Wellenlange, dieselben wie beim ebenen Schirm, sofern keine Stelle der 
Oberflache durch einen primaren Lichtstrahl noch durch einen Sehstrahl 
tangierend getroffen wird; wir werden die Berechnung dieser Randwerte 
"1 Erfolgt der Einfall schrag zur Kante, dann mu8 man natiirlich erst eine 
kantenparallele fortschreitende Welle abseparieren um das SOMMERFELDsche 
Beugungsproblem anzusetzen. 
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im Anhang bis zur ersten Potenz der Wellenlange durchfihren. — Man 
lost also das BRAUNBEKsche Problem, indem man 


in der Offnung U=Ug; Ou/dn = Ou/on; 
auf der Schattenseite des Schirmes u—=0; 0u/On =O; 
u=0; 6ulon =20u,/On; 
auf der Lichtseite des Schirmes 
- “= 2u,; Cujon =0 
setzt und in einem Randstreifen diejenige Korrektur hinzufiigt, welche 
sich aus der SOMMERFELDschen Lésung ‘fiir die tangierende Halbebene 
ergibt. 
Anhang. 
Beugung an einer unbegrenzten, vollbeleuchteten und voll sichtbaren ideal 
veflektierenden krummen Fldche im Limes kurzer Wellenldnge. 

Die Reflexion an einer unbegrenzten, voll beleuchteten und voll 
sichtbaren krummen Flache kann man im Limes kurzer Wellenlange 
einfach nach den Gesetzen der geometrischen Optik bestimmen, oder, 
was auf dasselbe hinauslauft, mittels des KircHHorFschen Integrals (8), 
’ indem man die Randwerte (9) einsetzt und bei der Auswertung die 
Wellenlange gegen Abmessungen und Kriimmungsradien der Flache 
vernachlassigt. Will man die eigentlichen Beugungseffekte mit beriick- 
sichtigen, dann mu8 man diese Rechnung bis zur ersten Potenz der 
Wellenlange treiben, insbesondere also die Randwerte genauer berechnen 
als in (9). Zur Vereinfachung wollen wir voraussetzen, da8 kein geo- 
metrisch reflektierter Lichtstrahl oder Sehstrahl die Flache ein zweites- 
mal trifft; dadurch wird verhindert, daB die Zweifachbeugung mit der 
Einfachbeugung konkurrieren kann. — Fiir die reflektierte Welle setzen 
wir an der Oberflache 


Ul, =U: ead feos fiir Randbedingung u=0 
PAA Ou, Ou fp: : Ee) 
U,— G4 Ue, 7 ct a fiir Randbedingung éu/én = 0. 


Die Korrekturfaktoren a und a’ unterscheiden sich von 1 um eine 
Gr6Be, welche im Limes kurzer Wellen verschwindet. Sie miissen nun 
so bestimmt werden, daB die nach (8) reflektierte Welle im Schattenraum 
identisch verschwindet und damit — entsprechend der in §14 formu- 
lierten Sprungwertaufgabe — im Lichtraum die Randwerte (10) besitzt. 
Wir nehmen einen Aufpunkt P in unendlich kleinem Abstand z von der 
Oberflache an und machen das Lot durch diesen Punkt zur z-Achse 
eines kartesischen Koordinatensystems, dessen Nullpunkt auf der 
Flache liegt (s. Fig. 1). Der Lichtquelle L erteilen wir die Koordinaten 
%, 0, % (%» Sel positiv), dem Integrationspunkt Q auf der Flache die 
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Koordinaten &, 7, €. — Wenn die Krimmungsradien der Flache gro 
sind gegen die Wellenlange, dann trigt nur ein so kleines Gebiet der 
Flache zur reflektierten Strahlung bei, daB wir die Korrekturfaktoren a 
und a’ durch ihren Wert im Aufpunkt P ersetzen kénnen; denn in ihnen 
ist nur die kleine Abweichung von 1 veranderlich, und deren Anderung 
ist klein von héherer Ordnung. Unsere Bedingung fiir die Korrekturen 
lautet also 


1 GetFly Pye o Z 
ged oe at + EP eae 4 Et 


4m 42 Y G |z| 
a’ (P) as ead ae 1 nes eu 
Ue° =(ijj) to sage = ur z 
4m 0 on » 455 Y on df 0 fiir aS OF (11b) 


al (Lo,42y) 
Bc 
0 
ZzP 


, QE 7,$) 


Fig. 1. Beugung an der unbegrenzten Flache. 


Andererseits weiB man aber, daB das KrrcuuHorr-Integral (1), iiber die 
gesamte Flache, nach vorwarts u, und nach riickwarts null ergibt, d. h. 


1 ae" ly ., Se Oty yp. % z - 
ol aoe aa erred re eee ee 


Aus der Kombination von (11a) und (12) entnimmt man, daB 


1 eo Ou a, U9 . 
EM OS rt aa aR OE (13) 
1 de ®t /y _ & (a—1 z 
J fue a af = (254-2). (13) 
Aus (41a) und (11b) ergibt sich 
G7o SA, (14) 


Den Korrekturfaktor a berechnen wir jetzt aus (13a), indem wir das 


Integral auswerten (mit u)=e'*"/r,): 
th(r+-r4) 


i (2 au, 1 : AN O45) %e 
c ye Soe = oy, : 4 
ih ¥ on aj af (i =| on 1° ay (15) 


Bei der Berechnung dieses Ausdruckes kénnen wir sofort z=0 setzen 
[hatten wir den ersten Summanden von (12) direkt berechnet, muBten 
wir damit etwas vorsichtiger sein]. Wir haben 


r= Veo? +P +H rH VP +P +e. (16) 
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Wegen der Veranderlichkeit der Exponentialfunktion tragen nur solche 
Gebiete merklich zum Integral bei, in welchen ky von der GréBenord- 
nung 14 ist, also y von der GréBenordnung der Wellenlange. Sind, wie 
wir voraussetzen, die Kriimmungsradien groB gegen die Wellenlange, 
dann wird ¢ klein gegen & und 7, so daB wir es durch das héchste Glied 
der TayLorschen Entwicklung ersetzen konnen: 


ee ee RG 1 ge Ou. is 
Ca as "jee (0) 4 tS) = Fay FS oa On (0). (17) 


¢ ist demnach um eine GréBenordnung Wellenlange/Kriimmungsradius 

kleiner als £ und 7. — Um die Ableitung von 7) nach der Normalen aus- 

zurechnen, bestimmen wir zundchst die Normalenrichtung. Indem wir 

(17) differenzieren, erhalten wir fiir eine pe in der Flache 

at ee ee : 

at + (855 +n ses )ast (Eseae + gelan =o (18) 

Die Normalenrichtung ist proportional zu den Koeffizienten von dé, 

dy, af und. daher wird die Normalableitung (bis auf hoéhere. Potenzen 
von ¢): 


a a HC Clee ig eG @C\ @ 
— — = vet 1% - | spay 
én Cc” ae i on og | (: BE an le (19) 
und daher nach (16) 
Ory _ %—F Ly) GAG ae ; hl ces ae 
on 1% MM = (é o& al 0& On a % Ese 0& én a a ek (20) 


Wir nehmen nun an, daB 7, groB gegen die Wellenlange ist; damit wird 
es auch groB gegen die in Betracht kommenden Werte von & und 7, 
und wir kénnen dann iiberall aufer im Exponenten fiir 7, den Abstand 
der Lichtquelle vom Nullpunkt einsetzen. Fiir die Exponentialfunktion 
erhalten wir 


ik(r—=28) ie 
eth (r+7) wy eikro(0). ¢ Con alits (1 == h]2 <2) : (21) 


Denjenigen Teil der Exponentialfunktion, in welchem die kleine GréBe kf 
vorkommt, diirfen wir dabei entwickeln. — Um die Integration (15) 
durchzufiihren, bentitzen wir Polarkoordinaten in der Ebene £, Ne 


SRC nH = osNng; 


2% d 2% fore) 
Bey a aay ear cscs (22) 
S 0 0 
yi-( aa 


Statt 9 fiihren wir i Integrationsvariable y ein; die Funktionaldeter- 
minante 


O(r,@) eda G 
oe Tees (23) 
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unterscheidet sich von 1 nur um Glieder, welche wie (£/o)? klein sind, 
also vernachlassigt werden kénnen. Die in (21), (20) und (17) explizit 


- 


auftretenden € und 7 diirfen wir ersetzen durch 
ERT - COS; yersng. (24) 
Hiermit kénnen wir jetzt (15) elementar berechnen und erhalten 


- Ar 
1 e ; OUg 


— ——df 
4% ip dn 
; 27 fore) 
ik eb Ff Wet ee ce Pe a oer jal eee 
pais dg drs ee a — ) pe Je | “ail ( 
ING Gee 4 \% 1, % \° GE o& Oy 
0 0 
Mo (4 there GES a oe 3 
2 DURA 2. | OF OS Ep fell 
Durch Vergleich mit (13a) ergibt sich 
sh ek Gets hy Ge ie 
a=1- + aE —-— 
T ik 2 0& a aS Gey Cae 
72 F a (26) 
say hay. eee de OAT 
“= = == 
Mp ER Tz th & O77" 


Fiihren wir hierin noch den Einfallswinkel und die Kriimmungsradien 
parallel und senkrecht zur Einfallsebene ein gemaB 

0s, ee oe ee PE 

cosa = vo , Ry es ae 2 


, Ry = én 5) (27) 


dann ergibt sich schlieBlich mittels (8) und (10) fiir die am krummen 
Schirm reflektierte Welle einschlieBlich der Beugungseffekte erster 
Ordnung (beachte, daB wu—u,+4,): 


1 1 1 ee Os 
= — ~— = peas d 
“1 270 ( * 2ik Ry cos x = 21k Ry, ae y On / (28a) 


fiir Randbedingung u=0O, 


1 1 1 } ae ly | 
Const sf (t 2ik Ry cos* « ~ 2ikR, cos _ oe on ay (28b) 
fiir Randbedingung éu/én = 0. 

Die Normalenrichtung weist dabei in den Lichtraum. — Die Krtim- 
mungsglieder werden fiir cos ~ =0, also fiir streifenden Einfall, singular. 
Daher kénnen sie im Limes kurzer Wellenlange nur dann vernachlassigt 
werden, wenn kein Primarstrahl die Flache streifend trifft. Eine gleich- 
artige Singularitaét tritt bei der Auswertung von (28) auf, wenn der 
Beobachter eine Stelle der Oberflache streifend sieht; daher muBten 
wir auch dies im vorigen § ausschlieBen. 
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Elektronenstromst6fe in NaCl-Kristallen, 
ausgelést durch «-Teilchen. 


Von 
Horst WITT. 


Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 18. September 1950.) 


§ 1. Einleitung und Aufgabe. 

Durch Photonen oder Korpuskeln passender Energie lassen sich in 
Kristallen Elektronen beweglich machen. Der Zustand der Beweglichkeit 
hat eine mittlere Lebensdauer t. Die Lebensdauer t wird dadurch be- 
grenzt, daB die freien Elektronen durch Elektronenfanger wieder fest- 
gelegt werden. Die Lebensdauer hangt also von der Konzentration der 
Fanger ab. 

Wahrend der Zeit t kann ein elektrisches Feld dem Diffusionsweg der 
Elektronen eine auf die Anode gerichtete zusatzliche Komponente er- 
teilen. Diese Komponente, der Schubweg w, wachst proportional mit 
der Feldstarke E. 

Bei Halbleitern (also Kristallen mit rein elektronischer Dunkelleit- 
fahigkeit) kann der Schubweg w groBer werden als die bis zur Anode 
verfiigbare Laufstrecke. Denn wahrend der Zeit t wird jedes Elektron, 
das den Kristall an der Anode verlaBt, durch ein aus der Kathode neu 
eintretendes Elektron ersetzt. 


Bei Kristallen hingegen mit elektrolytischer Dunkelleitfahigkeit oder 
bei Isolatoren wird diese Lebensdauer nicht mehr voll ausgenutzt, so- 
bald der Schubweg w gréBer wird als die bis zur Anode verfiigbare Lauf- 
strecke. Es werden keine Elektronen aus der Kathode nachgeliefert. 
Der Strom beginnt langsamer als die Spannung zu steigen und erreicht 
einen Sattigungswert, wenn sdmtliche frei gemachten Elektronen bis 
zur Anode laufen. Dabei erreicht man den gr6éBten Strom, wenn jedes 


frei gemachteElektron den ganzen Kristall durchlauft: es ist Q =Q, > 


(s. Fig. 1). Dies erreicht man experimentell, wenn sémtliche Elektronen 
einer diinnen, zur Feldrichtung senkrechten Kristallschicht d entstam- 
men, also mit einer ,,Lichtsonde“ ausgelést werden, die dicht vor der 
Kathode liegt. 


Derartige Untersuchungen sind mit Licht schon an verschiedenen 
Kristallen ausgefiihrt worden, insbesondere an Alkalihalogenidkristal- 
len [1]. Reine Alkalihalogenide absorbieren kein Licht im sichtbaren 
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Gebiet. Darum verfarbt man die Kristalle z. B. im Alkalidampf (,,ad- 
ditive Verfarbung"'), oder durch Bestrahlung mit Réntgenlicht. Die 
entstehenden Farbzentren liefern bei Lichtabsorption bewegliche Elek- 
tronen. 


Diese Arbeit behandelt entsprechende Versuche fiir die Elektronen- 
auslosung durch «-Strahlen (ThC, ThC’) in NaCl-Kristallen. Die «- 
Strahlen werden in einer etwa 10-2 mm dicken Kristallschicht an der 
Kathode absorbiert, nachdem sie durch die durchlassige Kathode hinein- 
geschossen worden sind. Jedes «-Teilchen hat eine Energie von nahezu 
107 eV und kann etwa 2 - 10° Elektronen im Kristall erzeugen (s. unten). 
Infolgedessen kann man im Gegensatz zum Licht auch einzelne Strom- 
st6Be beobachten. Diese StromstéBe werden bei 0° C untersucht, ins- 
besondere ihre Abhangigkeit von der Konzentration der Elektronen- 
fanger. Als Elektronenfanger dienen Farbzentren, die in verschiedenen 
Konzentrationen durch Roéntgenlicht erzeugt werden. 

Die Tatsache, daB g-Strahlen in Diamanten und anderen Kristallen einzelne 
Stromst6Be erzeugen, ist zuerst von G. STETTER [2] mitgeteilt worden. Spater 
hat man sie zur Entwicklung von ,,Kristallzahlern’ fiir Korpuskularstrahlen 
benutzt, insbesondere im Anschlu8 an die hollandische Dissertation von vAN 
HEERDEN [3]. Mehrere Arbeiten, die sich mit Kristallzahlern beschaftigt haben, 


geben an, daB an Alkalihalogenidkristallen keine einzelnen Stromst6Be nachzu- 
weisen sind. Diese Angabe wird durch die vorliegende Arbeit berichtigt [4], [5]. 


§ 2. Experimentelle Einzelheiten. 
I. Herrichtung dey Kristalle. 

Nach Fig.1 hangt der gemessene StromstoB ab von dem Ver- 
haltnis w/l. Der Schubweg w ist proportional zur Feldstarke. Man miBt 
den vollen Betrag der frei gemachten Elektronen, wenn man die Feld- 
starke und die Dicke des Kristalles so einrichtet, daB der Schubweg w 
groBer wird als die Kristalldicke J. 

Bisher war noch nichts itiber den Schubweg in NaCl-Kristallen be- 
kannt, die nicht ,,additiv’‘, sondern mit energiereicher Strahlung ver- 
farbt worden waren. Infolgedessen muBten diese Messungen nachgeholt 
werden. Die NaCl-Kristalle wurden in der erforderlichen Gr6Be 
(2x5x10mm) homogen mit y-Strahlen verfarbt (500 mC Ra-Pra- 
parat, Bestrahlungszeit 2 Tage, B-Strahlung mit Messing ausgefiltert). 
Die elektrischen und optischen Messungen wurden genau so ausgefiihrt 
wie bei G. GLASER und W. LEHFELDT [1]. 

Bei einer Farbzentrenkonzentration N, ;=}3.-10%!m* wurde bei 


Zimmertemperatur ein Schubweg w=1- 10°” a gemessen, also um 


ein Mehrfaches kleiner als bei ,,additiv‘‘ verfarbten Kristallen, entspre- 
chend den Alteren ausfiihrlichen Beobachtungen an KCl-Kristallen [6]. 
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Ob reine, d. h. nicht absichtlich verfarbte NaCl-Kristalle auch Farb- 
zentren enthalten, ist nicht bekannt; wenn es der Fall ist, kann ihre 
Konzentration nach optischen Absorptionsmessungen héchstens N, p= 
102° m-3 betragen. Bei dieser Konzentration wiirde eine Feldstarke von 
107 V/m einen Schubweg w> 0,1 mm ergeben. — Diese Berechnung gilt 
unter der Voraussetzung, daB auBer den Farbzentren keine anderen 
Fanger in gleicher Konzentration und Wirksamkeit im Kristall vor- 
handen sind. 


Auf Grund dieser Abschatzung wurden aus natiirlichem NaCl Platten 
von 0,1 mm Dicke herausgespalten (Flache ungefahr 1cm?). Auf ihre 
frischen Oberflachen wurden durchsichtige 
kreisrunde Silberelektroden aufgedampft. Ihr 
Durchmesser betrug nur 3 mm; dadurch 
wurde ein hinreichend langer Isolationsweg 
von einer Elektrode zur anderen erreicht. 
Die Kristalle wurden angewarmt und mit 
Fig. 1. Der Grundversuch zurlicht-  frisch gespaltenen Kanten in einen evaku- 


elektrischen Leitung: Werden in : a ; a 
Kristallen, die isolieren, oder im  l¢rbaren Metallbehalter eingesetzt. (Druck 


Dunkeln nur eine elektrolytische se 1074 mm Hg-Saule.) 
Leitfahigkeit zeigen, in Kathoden- 


nahe Elektronen mit der Gesamt- Der dine Kristall wirkt im elektrischen Feld 
ladung Qo abgespalten, die einen = wie ein Kondensatormikrophon. Infolgedessen muB- 
Weg w (Schubweg) im _ Kristall t He: Gers het Halt d aes S 
durehiaufen So miO€ tan eit ‘dem en alle Gerausche ferngehalten werden, insbeson- 
Galvanometer eine Ladung dere die von dem Siedeverzug aus der Quecksilber- 
Q= Qo w/l. diffusionspumpe herriihrenden. Das gelang durch 
Einschalten eines 15cm langen Gummirohres in 
die Pumpleitung. Der Gummi war erst in Sodawasser und dann in destilliertem 
Wasser 50 Std lang ausgekocht worden, um st6rende Bestandteile hohen Dampf- 
druckes zu beseitigen. 


II. Die elektrische MeBanordnung. 


Die von a-Teilchen ausgelésten Stromst6Be wurden mit einem Pro- 
portionalverstarker gemessen. 


Die erste Stufe des Verstarkers war so eingerichtet, daB die statistischen 
Schwankungen der Ladungen am Verstarkereingang méglichst klein gehalten 
wurden. Zu diesem Zweck wurde die erste Réhre (Pentode AF 7) unterheizt 
(2 V-Heizspannung) und das Gitter dieser Réhre ohne Ableitwiderstand und ohne 
Vorspannung direkt mit der einen Elektrode des Kristalles verbunden. Die Kapa- 
zitat des Kristalles und die Kapazitat von Gitter und Kathode ergeben mit dem 
Widerstand zwischen Gitter und Kathode eine groBe Zeitkonstante (= 1 sec) am 
Verstarkereingang. 


Zur Trennung der Einzelst6Be braucht man in den einzelnen Stufen 
kleine Zeitkonstanten, die den am Eingang zeitlich gedehnten Strom- 
stoB verktirzen. Bei dieser Umformung tritt nach dem positiven Strom- 
sto ein kleiner negativer Ausschlag auf, der allein durch den Verstarker 
bedingt ist [7]. Der schmale Stromsto8 wird in den weiteren Stufen 
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mit groBer Zeitkonstante (2 - 10-2 sec) bis auf das MeBinstrument tiber- 
tragen. Die kleinen Zeitkonstanten waren so bemessen (5 - 1074 sec), 
da8 erstens die Verstarkung proportional zum StromstoB am Eingang 
verlief und zweitens die Verstarkung in einem Bereich von 0 bis 1075 sec 
unabhangig wai von der unbekannten Laufzeit der Elektronen im Kristall. 

Vom Ausgang des Verstarkers fiihrte eine Leitung an ein BrauNsches 
Rohr als Kontrollinstrument, eine zweite Leitung tber einen Strom- 
verstarker an einen Schleifenoszillographen. Der Ruhestrom wurde 


kompensiert und die Stromst6Be wurden photographisch registriert. 


Zur Eichung der MeBan- 
ordnung wurden dem Verstar- 
ker Stromst6Be  verschiede- 
ner GroBe zugefiihrt. Dazu 
diente ein kleiner Kondensator 
(10-4 Farad), ein kapazitats- 
freies Potentiometer mit einer 
Spannungsquelle von 2 V, und 
ein Quecksilbervakuumschalter 
(Schaltdauer < 10 sec). 


III. Der x-Strahler. 

Als «-Strahlenquelle 
diente Thorium B. Neben 
p- und y-Strahlung liefert 
diese Substanz mit ihren 


Stitt mit cc-Praparat (ThC+C’) 


Verstarker 


3mm 
durchsichhige 


NaCl- 


Fig. 2. 


Schema der Versuchsanordnung. Als Spannungsquelle 
diente ein gut isolierender Kondensator mit einer Kapazitat 
von 4- 10~* Farad, der von einem Hochspannungstransfor- 
mator uber einen Gleichrichter aufgeladen wurde. Wahrend 
der Messung wurden alle Zufiihrungen abgeschaltet und der 
Kondensator allein mit dem Kristall und der Erde verbunden. 
Die Spannungen wurden mit einem Elektrometer gemessen. 


Zerfallsprodukten ThC’ und 

ThC «-Strahlen von 8,8-10%eV (65%) und 6,06: 10° eV (35%). Das 

ThB befand sich auf einem Stift innerhalb des VakuumgefaBes und 

konnte mit Hilfe eines Schliffes so an den Kristall herangedreht werden, 

daB die Teilchen die Mitte der negativen Elektrode schrag trafen. 
Ein Schema der Versuchsanordnung zeigt Fig. 2. 


IV. Verfarbung der Kristalle. 

Die Verfarbung wurde mit dem R6ntgenlicht einer Kupferanti- 
kathode (30 kV und 14 mA) ausgefiihrt. Der Abstand zwischen Fokus 
und Kristall betrug 7,5 cm, die Belichtungszeit 1/, bis 4 min. Die Kon- 
zentration der Farbzentren wurde durch Messung der Absorptions- 
konstante im Maximum der Farbzentrenbande bestimmt. 


§ 3. MeBergebnisse. 

Das rechte Teilbild der Fig. 3 zeigt einen Ausschnitt aus den Regi- 
strierungen der StromstéBe, die durch Einschu8 von «-Teilchen im Kri- 
stall ausgelést wurden. Es wurden in 14 sec etwa 10 Teilchen gezahlt. 
Die Auswertung erstreckt sich auf rund 1000 Teilchen. Ein Beispiel fiir 
die statistische Verteilung der Stromst6Be in Abhangigkeit von ihrer 
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GréBe findet sich im linken Teilbild der Fig. 3. Die Verteilungskurve 
ist unsymmetrisch. Ihr Maximum gehért zu den a-Teilchen mit einer 
Energie von 8,8-10%eV. Der Abfall in Richtung kleiner Stromst6Be 
entsteht durch die energiedrmeren «-Teilchen von 6,06: 10° eV. 


SO ON I <a ] 


| NaCl, °C 
| (§ =750-107Volt/m 


+ 


StromstoB @ 


Zahl der StromstiBe zwischen Q und 0+ dQ (d9=115-10- "Amp sec) 


Fig. 3. Statistische Verteilung der StromstéBe, die am NaCl ausgelést wurden durch «-Teilchen mit einer 
Energie von 8,8-10°eV und 6:°10%eV. Das Teilbild zeigt eimen Ausschnitt aus einem Registrierfilm. 


An Kristallzahlern aus AgCl zeigen die durch «-Teilchen ausgelésten Strom- 
st6Be eine Verteilungskurve, in der die kleinen Stromst6Be zahlenmaBig sehr 
stark vertreten sind, oder sogar am haufigsten auftreten. Das wurde dadurch 
gedeutet [3], daB die a«-Teilchen 
in der durch die Politur entstan- 
denen Oberflachenschicht einen 
Teil ihrer Energie verlieren, bevor 
sie in das eigentliche Kristallgitter 
eintreten. Bei gut spaltbaren Kri- 
stallen wie NaCl, fallt diese Sté- 
rung fort, und demgemaB findet 
man in Fig. 3, da® die kleinen 
Stromst6Be nur sehr selten auf- 


2,5 -x 10~ Amp sec 


ac-Tejlchen 
88: 10° eVolt 


Houfigster StromstoB Qp, 
G 


05 treten. 
; ay 125 15° 10’Volt ; : 
Feldstirke Mit steigender Feldstarke 
Fig. 4. Die von «-Teilchen am NaCl-Kristall am haufig- 7 . c 
sten ausgelésten StromstéBe in Abhangigkeit von der verschiebt sich die Verteilungs- 
Feldstarke. kurve in Richtung g16Berer 


Stromst6Be. Nach oben hin 
wird die benutzbare Feldstarke durch die ersten Durchschlage begrenzt, 
nach unten durch die statistischen Stromschwankungen im Verstarker. 
Die Maxima der Verteilungskurven sind in Fig. 4 als Funktion der Feld- 
starke eingetragen. Man findet sie der Feldstarke proportional. 


Stromst6Be traten nur auf, wenn die Elektrode, hinter der die «- 
Teilchen absorbiert wurden, Kathode war. In NaCl-Kristallen wurden 
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also neben den Elektronen keine Defektelektronen beobachtet, im 
Gegensatz zu den Erfahrungen an Diamant und CdS. (Mindestens ist 
das Verhaltnis von Elektronenleitung zu Defektelektronenleitung bei 
NaCl gréBer als 5:1). 

Die Fig. 5 bringt Messungen 
uber den EinfluB der Konzen- ¥ | 
tration der Elektronenfanger | 
(Farbzentren) auf die GrdéBe 
der Stromst6Be. Mit steigender 
Konzentration der Fanger wer- 
den die StromstdBe kleiner, und 
schlieBlich verschwinden sie im 
Bereich der statistischen Strom- 
schwankungen. Zerst61t man 
die Farbzentren durch Erwair- 
mung des Kristalls (150° C), so 
verschwinden diese anger und 
die StromstéBe erscheinen wie- 
der in voller GroBe. 


In Fig. 6 wird der Inhalt der 
Fig. 5 quantitativ dargestellt. 
Bei hoher Konzentration der 
Farbzentren sind die Strom- 
st6Be dem Kehrwert der Kon- 
zentration proportional, bei 
kleiner Konzentration wachsen 
sie langsamer, als dem linearen 


NaCl, 0°C 

Se konzentration Nye 
ly ger mit Rontgenlicht 
TBA | | erceugten Farbzentren 
MUN EA df 


300-10° m3 


Zusammenhang entspricht. Wohl ay Mitt hte 
g At al fi 


ull Kristal! durch 
frwarmung 
enttarbt 


Durch Erhdohung der Feld- 
starke lassen sich Stromst6Be, 
die durch hohe Konzentration 
von Elektronenfangern sehr 7 sec 
klein geworden sind, wieder Fig. 5. Abhangigkeit der am NaCl-Kristall ausgelésten 
Aaa lich sichtbar miachen Stromst6Be von der Konzentration der Farbzentren. 

Die StromstéBe waren unter gleichen Bedingungen in verschiedenen 
NaCl-Kristallen nicht gleich groB, es kamen Abweichungen bis zum 
Faktor 2 vor. 


§ 4. Zahl und Schubweg der Elektronen. 
Ein «-Teilchen mit der Energie von 107 eV kann selbst dann 2: 10° 
Elektronen erzeugen, wenn man den fiir die Abtrennarbeit sicher zu 
hoch gegriffenen Wert von 50 eV zugrunde legt. Kristalldicke und 
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Feldstarke waren so bemessen, 
Infolgedessen hatte man fiir die einzelnen StromstdBe 2 - 
10-14 Ampsec) erwarten miissen. Die Be- 


waren. 


Elektronenladungen (= 3,2 
ergaben aber nur 


obachtungen 
(= 2,4- 


10° Ampsec), 


Horst WITT: 


rund 


daB Sattigungsstr6me zu erwarten 


10° 


1,5 - 104 Elektronenladungen 


AuBerdem stiegen die Stromst6Be linear mit 
der Spannung an, es trat also keine Sattigung aut. 


Beide Erscheinungen kénnen auf zweierlei Weise zustande kommen. 


Erste Méglichkeit: Die «-Teilchen ionisieren ungefahr jeden auf ihrer 
Bahn liegenden Gitterbaustein, bis sie inre Energie verloren haben. Dies 


30—x 10 Amp sec 


fiihrt zu einer sehr groBen 
Dichte von positiven und 


NaCl, a°C : 
oie 107Voltfm negativen Ladungen. Da- 
ac-Teilchen durch wird die Rekombina- 


88-10% e Volt 


tion viel gréBer als bei der 


Abspaltung der Elektronen 
durch Licht. Nur ein kleiner, 
mit der Spannung wachsen- 
der Bruchteil z der Elektro- 
nen entgeht der Wiederver- 
einigung und durchlauft den 


Bei Nyp= 0 ist 
Oy, = 26- 10-7 Amp sec 


Houtigster Stromsto8 Qp 
S 


ganzen Kristall. Man miBt 
a die Ladung: 
7 3 10-107) m3 
Konzentration Ny der Farbzentren O08 w | 
Fig. 6. Die von «-Teilchen am NaCl-Kristall ausgelésten hee: (1) 
haufigsten Stromst6Be in Abhangigkeit von der | 
Konzentration der Farbzentren. wrl BS il. 


Zweite Moglichkeit: Alle von einem «-Teilchen ausgelésten Elektronen 
beginnen zwar ihren Weg zur Anode, aber sie kommen nicht weit. In- 
folge ihrer groBen Dichte bilden die ersten Elektronen Farbzentren und 
diese fangen die nachfolgenden Elektronen ab. So wird im Mittel der 
Schubweg kleiner und man miBt nur die Ladung: 


0=> 


Zwischen diesen beiden Moéglichkeiten kann man unterscheiden, 
wenn es gelingt, den Schubweg w zu messen. 


w<l. (2) 


Dazu wurde der Kristall so lange mit Réntgenlicht verfarbt, bis 
die Stromst6Be halb so gro8 waren wie im unverfarbten Kristall; das 
war der Fall bei der Konzentration N, -= 1,3 - 102 m-*. Die Abhangig- 
keit des Schubweges von der Kiondentetion der Farbzentren ist fiir 
NaCl-Kristalle gemessen worden, wie in §2 beschrieben. Bei einer 
Feldstarke von 1,5- 107 V/m gehért zu einer Konzentration Nip © 
1,3 - 10? m3 ein Schubweg w=3,5-1072 mm. Da der Sirpmctn’. pro- 
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portional dem Schubweg ist, betragt der Laufweg der Elektronen im 
unverfarbten Kristall (doppelt so groBer StromstoB!) w—7- 1072 mm. 
Die Dicke des Kristalles war 10-1072 mm. Also ist der Schubweg w 
ungefahr so groB wie die Kristalldicke J. 

Dies Ergebnis spricht fiir die erste der beiden Méglichkeiten, die 
oben diskutiert wurden: Es laufen nur wenige Elektronen durch den 
ganzen Kristall bis zur Anode. Eine VergréBerung der Feldstarke ver- 
groBert die StromstéBe, weil sie die Verluste durch Rekombination ver- 
ringert. 

Aus Gl. (1) folgt mit w=/ fiir die gemessene Ladung 


Q=Qo27=E,-e- 2 (3) 


E, Energie der «-Teilchen (8,8 + 10% eV), ¢ optisch gemessene Abtrenn- 
arbeit fiir ein Elektron (e & 10 eV), e Elementarladung —1,6- 10°79 Amp- 
sec, Q experimentell gemessener StromstoB = 2,4 - 10715 Ampsec. 

Mit diesen Werten findet man bei einer Feldstarke € =1,5 - 10? V/m 
an NaCl 


z 
é 


x 600 eV. (4) 
Bei der Elektronenabspaltung durch f-Strahlen hat man auf ganz 


andere Art an KCl [8] 
“=z 60eV (5) 
, zg 
gefunden. Setzt man 
Enacl © EKCI, 


so findet man beim Vergleich der Gl. (4) und (5) 


- = 40, 

d. h. man verliert bei der Ionisation an Alkalihalogenidkristallen durch 
g-Strahlen infolge der Rekombination zehnmal mehr Elektronen als 
bei der Ionisation durch f-Strahlen. Im giinstigsten Fall kann bei der 
Ionisation von f-Strahlen z=1 werden, fiir «-Strahlen ergibt sich dann 
z=0,11. Selbst im giinstigsten Fall gehen also 90% der von einem 
g-Teilchen ausgelésten Elektronen durch Rekombination verloren. 

Schwankt die Rekombination um nur 2%, so schwankt die Zahl der 
frei gebliebenen Elektronen um 20%. Auf diese Weise laBt sich die 
groBe Streuung der Verteilungskurve (Fig. 3) erklaren. 


1 Das Verhaltnis z,/z, ist unter anderem gemessen worden von VAN HEERDEN 
an AgCl [3] und von Jarre an fliissigem Hexan. Man findet an AgCl bei einer 
Feldstarke von 6- 10° V/m 23/2,= 5,6 (vAN HEERDEN deutet das Ergebnis durch 
Gegenspannungen, die im Jonisationskanal der «-Strahlen auftreten sollen), fiir 
fliissiges Hexan durch Messung der Leitfahigkeitserhéhung mit B- und mit «- 


Strahlen Z,/2,= 150! 
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Zusammenfassung. 

4. Es wurden an NaCl-Kristallen Stromst6Be gemessen, die von 
einzelnen «-Teilchen ausgelést wurden. 

2. Die StromstéBe wachsen linear mit steigender Spannung. 

3. Wirken Farbzentren als Elektronenfanger, so sind bei groBer 
Konzentration die Stromst6Be der Konzentration dieser Fanger um- 
gekehrt proportional. 

4. Das Verhaltnis der Dissoziationswahrscheinlichkeit 2z,/z, der 
Sekundarelektronen von «-Teilchen und f-Strahlen betragt an Alkali- 
halogenidkristallen z,/z, = 10. 

5. Die von einem «-Teilchen frei gemachten Elektronen rekom- 
binieren bei einer Feldstarke © =1,5 - 10’ V/m zu mindestens 90%. Der 
Rest der Elektronen lauft frei durch den ganzen Kristall. 


Herrn Professor Pont méchte ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit 
und sein reges Bemithen bei ihrer Fertigstellung sehr danken. Ich 
danke dem Herrn Dozenten Dr. H. Pick fiir wertvolle Diskussionen und 
Ratschlage, dem Herrn Dozenten Dr. F. STOCKMANN fiir manche Kritik. 
Herrn H. Dorenpborr danke ich fiir die Durchfithrung der Konzentra- 
tionsmessungen. 
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Die Energieténung Q,, des Prozesses N“ (n, p) C'. 
Von 
PETER MEYER, Gottingen. 


Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 7. September 1950.) 


Ein mit reinem Stickstoff gefiilltes Proportionalzihlrohr wurde mit thermischen 

Neutronen bestrahlt und die im (n, p)-ProzeB am N™ freiwerdende Energie Onp 

gemessen. Als Ergebnis wird in guter Ubereinstimmung mit anderen Autoren fiir 
die Energieténung der Wert Qnp = (0,610 + 0,01) MeV gefunden. 


Evnleitung. 

Unter den (n, p)-Prozessen, die durch langsame Neutronen ausgelést 
werden, sind diejenigen Falle besonders interessant, bei denen der nach 
der Protonenemission entstehende Kern radioaktiv ist und sich unter 
f-Zerfall wieder in den Ausgangskern zuriickverwandelt. Zwei typische 
Falle derartiger Reaktionsfolgen sind die Umwandlungen am He?® und 
am N?4, die zu den f-aktiven Kernen H? bzw. C™ fiihren. In beiden 
Fallen erfolgt sowohl die (n, p)-Reaktion als natiirlich auch der f-Zerfall 
unter Energieabgabe. Das Ergebnis jeder der beiden Reaktionsfolgen 
ist das Verschwinden eines Neutrons und das Entstehen eines Protons 
und eines Elektrons, also eines Wasserstoffatoms. Die insgesamt frei- 
werdende Energie Q,,, + E,, £, sei die Maximalenergie des f-Spektrums, 
ist daher die Energie- oder Massendifferenz zwischen Neutron und 


Wasserstoffatom 
n—H= ae +E, 


die auf diesem Wege bestimmt werden kann. 

Im Fall der Reaktion N!4(n,p)C' lagen zu Beginn dieser Unter- 
suchung Ergebnisse vor, die Werte von Q,, zwischen 0,55 MeV* und 
0,71 MeV ** geliefert hatten. Erfahrungen mit dem Proportionalzahl- 
rohr legten es nahe, diesen Wert neu zu messen und zu versuchen zwi- 
schen den unterschiedlichen Resultaten zu entscheiden. 


Die Mefanordnung. 


Die Neutronen, die den (n, p)-ProzeB auslésten, entstammten einer 
Ra-Be- Quelle, die in einen Bleiklotz eingebaut war, um das Proportional- 
zahlrohr vor der intensiven y-Strahlung des Praparates zu schiitzen. 


* Huser, O., P. HUBER u. P. SCHERRER: Helv. phys. Acta 13, 209 (1940). 
** BAarsCHALL, H.H., u. M.E. Batrat: Phys. Rev. 70, 245 (1946). 
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Zahlrohr und Bleiblock wurden von einem 15 bis 20cm dicken Paraffin- 
mantel umgeben, der die Quelle der thermischen Neutronen bildete. 
Das Zahlrohr (Messing) hatte eine Lange von 20 cm und einen Durch- 
messer von 4cm und war durch Hartgummideckel verschlossen. Als 
Fiillgas diente sehr reiner Stickstoff, der durch Erhitzen von Natrium- 
azid gewonnen wurde. Nur bei einigen Kontrollmessungen wurde dem 
Stickstoff Argon zugesetzt ; in allen Fallen wurde der Gasdruck so hoch 
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Fig.1a. AusschlagsgréBenverteilung im Stickstoffzahlrohr bei BeschuB mit thermischen Neutronen, 
o ohne Cadmium, @ mit Cadmium. 


gewahlt, daB praktisch alle entstehenden Protonen innerhalb des Zahl- 
rohres endeten und Einfliisse der Wandung stets vernachlassigbar klein 
blieben. Zur Eichung des Zahlrohres wurden Stiicke von «-Teilchen- 
bahnen verwendet, deren Energieverlust im Zahlrohr etwa gleich der 
freiwerdenden Energie Q,,, war, ebenso wie es bereits in einer fritheren 
Arbeit beschrieben worden ist!?. 


Es zeigte sich an dem mit reinem Stickstoff gefiillten Zahlrohr, daB 
bei Verwendung eines iiblichen, 0,2 mm starken Zahldrahtes die Zahl- 
spannung zu klein ist, um alle in Wandnahe entstehenden Elektronen 
bis zum Zahldraht zu fiihren. Es wurde gefunden, daB, bei Verwendung 
von Drahten tiber 0,35 mm Durchmesser, die Feldstarke ausreichte um 
vollige Sattigung zu erhalten. Deswegen wurde fiir den gréBten Teil 


1 Meyer, P.: Z. Physik 126, 336 (1949). 
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der Messungen ein Draht von 0,5 mm Durchmesser gewahlt. Die Zahl- 
spannung betrug dann rund 7500 V und die Feldstirke an der Zahl- 
ronrwand 900 V/cm. 


Mefergebnisse. 

Das Ergebnis einer MeBreihe mit dem Stickstoffzaihlrohr und die 
zugehorige Eichung mit «-Teilchen sind in der Fig. 1 wiedergegeben, 
wobei auf der Ordinate die Zahl aller der Teilchen eingetragen ist, deren 
Energie gréBer ist als dem zugehérigen Abszissenwert entspricht. Bei 
Betrachtung der Kurven gewinnt man das 


folgende Bild: Der groBte Teil der im Zahl- ad 
rohr gebildeten Teilchen besitzt eine einheit- S 
liche Energie, die aus einer groBen Zahl von $400 
MeBreihen zu 0,610 + 0,01 MeV bestimmt 8 
wurde. Es handelt sich hierbei um die ge- Pre 


suchten, im (n, p)-ProzeB gebildeten Pro- 
tonen. Daneben beobachtet man eine er- 
hebliche Zahl von Teilchen, deren Energie 2 
zwischen 0,2 und 0,6 MeV liegt. Da diese, 


unabhangig vom gewahlten Gasdruck, stets 0 wW 
im gleichen Zahlenverhaltnis zu den 600 keV- te £00 Qos 
Protonen auftraten, ist es unmoglich, dab 50 60 70 80V 


sie alle von solchen Protonen herriihren, Fis-1>. Die Eich-a-Teilchen (die 
energiereichen Ausschlage entstammen 


die in der Nahe der Zahlrohrwand ent- der kurzreichweitigen Komponente des 
standen sind und deren Bahn zum Teil in oe eae 
der Wand verlauft. Auch der Elektronen- besitzt). 
untergrund kann nicht zur Deutung heran- 

gezogen werden, da er nur bis zu einer Energie von 0,2 MeV reicht. Die 
naheliegende Vermutung, daB es sich bei den energiearmen Teilchen um 
RiickstoBteilchen oder Umwandlungsprozesse durch schnelle Neutronen 
handelt, wurde durch zwei Kontrollmessungen ausgeschlossen. Zunachst 
wurde das Zahlrohr mit einem Gemisch von 1/, Stickstoff und #/, Argon 
gefiillt. Dabei zeigte sich, daB der Anteil der energiearmen Teilchen an 
der Gesamtteilchenzahl unverandert blieb und genau dem nunmehr 
geringeren Stickstoffgehalt entsprach. Bei einem zweiten Versuch 
wurde das Zahlrohr zur Absorption der langsamen Neutronen in Cd- 
Blech eingepackt, wobei nicht nur die Zahl der Protonen von 0,610 MeV 
auf wenige Prozent absank, sondern in gleicher Weise auch die Zahl 
der energiearmeren Teilchen. Damit ist die Méglichkeit ausgeschlossen, 
daB diese durch irgendeinen ProzeB schneller Neutronen entstanden 
sein kénnen oder gar vom Elektronenuntergrund herriihren. Um sicher 
zu gehen, daB nicht durch die Anlagerung von Elektronen an Spuren 
von Sauerstoff die energiearmen Teilchen vorgetéuscht werden, wurde 
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ein Glaszahlrohr, dessen Innenwand mit Graphit bestrichen war, 
wahrend mehrerer Stunden evakuiert und ausgeheizt und mit reinstem 
Stickstoff gefiillt. Auch dieses Rohr lieferte das gleiche Ergebnis wie 
das Messingzahlrohr. Eine Gruppenstruktur in der Energieverteilung 
der energiearmen Teilchen, die Schliisse auf niedrige Anregungsstufen 
des C4-Kernes zulassen wiirde, konnte nicht beobachtet werden. Eine 
befriedigende Erklarung fiir die Herkunft dieser Teilchen wurde nicht 
gefunden. 

Wahrend der Durchfiithrung dieser Untersuchung, deren Ver6ffent- 
lichung sich durch auBere Umstande tiber ein Jahr verzégerte, ist eine 
Anzahl Arbeiten erschienen, in denen das gleiche Problem mit verschie- 
denen Methoden untersucht wurde. Eine neue Messung der Protonen- 
energie mit der Wirson-Kammer wurde von HuGHEs und EGGLER! 
durchgefiihrt und Q,, zu 0,596 + 0,009 MeV gefunden. Arbeiten mit 
der Ionisationskammer stammen von HUBER und STEBLER? (Q,, = 
0,63 -- 0,01 MeV) und Franzen, Harpern und STEPHENS® (Q,, = 
0,628 + 0,004 MeV). SHoUPP, JENNINGS und SuN# untersuchten den 
inversen ProzeB8 Cl*(p,n)N'™ und gaben die Energieténung zu Q,, = 
— 0,620 + 0,009 MeV an. Die eigene Messung mit Q,, = 0,610 + 
0,01 MeV stimmt innerhalb der Fehlergrenzen mit den Angaben der 
anderen Autoren tiberein. 

Herrn Prof. Dr.O. Haxer danke ich fiir Anregung und Foérderung 
dieser Arbeit. 


Gottingen, II. Physikalisches Institut der Universitat. 


* Hugues, D. J., u. C. EeGLER: Phys. Rev. 73, 809 (1948). 

2 Huser, P., u. A. STEBLER: Phys. Rev. 73, 85 (1948). 

° FRANZEN, W., J. HALPERN u. W. E. STEPHENS: Phys. Rev. 76, 317 (1949). 
* SHoupp, W.E., B. JENNINGS u. K.H. Sun: Phys. Rev. 75, 1 (1949). 
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Wave Function for the Groundstate of Lithium. 


By 


SUDHANSU Datta Majumpar and D. C. Coowpuury. 
(Institute of Nuclear Physics, University College of Science, Calcutta, India.) 


(Eingegangen am 14. August 1950.) 


A variational calculation for the groundstate of the lithium atom is carried 


out with an anti-symmetrical wave function built up out of the core function 
a 
an 


(1+- 57,5) and the valence electron function 7,e 2 . The 


om 


eT (¥; + 72) 


resulting improvement in the total energy of the atom is considerable. But con- 
trary to expectation the calculated value of the ionisation potential is much inferior 
to those previously obtained with simple hydrogen-like core functions. 
The numerous integrals occurring in the problem are discussed from a uniform 
viewpoint. A few simple integrals involving either one or two of the inter-electronic 
distances are first evaluated with the help of two general formulas (D) and (E) of 
Section 4, and from them the remaining ones are obtained by repeated differentia- 
tion with respect to parameters occurring in the exponential part of the integrand. 
Considerable simplification is achieved thereby and possibilities of errors are also 
largely eliminated. 
Incidentally, a new method of successive approximations has been developed for 
minimising the energy expression. 


1. Introduction: Choice of the Wavefunction. 


The variation method of Ritz and KELLNER has been used by a 
number of investigators to obtain approximate solutions of SCHRODIN- 
GER’s equation for the groundstate of lithium and three-electron ions. 
An illuminating account of their work with a table of results obtained 
with the various trial functions is given in WILSON’s [1] paper. The interest 
of these authors mainly centred round a more accurate representation 
of the outer electron function, and for the K-shell they all took simply 
a product of single electron functions of the exponential type. As a 
consequence, though there has been increasing agreement of the calcu- 
lated ionisation potential with the observed, the improvement in the 
total energy of the atom has been rather slow. It is clear from the work 
of HyLLERAAS [2] on the helium atom that it is idle to expect an impro- 
vement in the total energy beyond a certain limit unless polarization 
terms involving the interelectronic distance are included in the wave- 
function for the K-shell. The long and tedious calculations which follow, 
when such terms are included, were undertaken by K. Huane [3]. For 
the helium-like core of the lithium atom he took the simplest HYLLERAAS 
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function of the form 


exp = (er) (14 bis 4-6 Ui—1o)*) 0. - (4) 
and for the outer electron GUILLEMIN and ZENER’s [4] function 


e ?"@,+4), (2) 
where K, a, b, c and d are adjustable parameters to be determined by 
variation after the integrations have been performed. 


The energy of the lithium ion L7* computed by the use of the function 
(4) is —7-283 atomic units (At. U.), while the energy of removal of the 
valence electron represented by the wavefunction (2) is 0-1956 At. U. 
for hydrogen-like core functions. The expected energy of the neutral 
atom is therefore about —7-478 At. U., differing perhaps a little from 
it in the third place of decimal. Calculations of the author however 
yielded the surprisingly high value —7-457. The reason for this discre- 
pancy is not far to seek. In forming the product of the K-shell and 
the L-shell functions he has neglected the term 7;[b7,.-+c¢(r,—72)?] 
for the sake of simplicity. Though one is partly justified in doing so 
because of the fact that a tolerably good value for the energy of the 
ion is obtained even when the term b7,,.-+¢(7,—7,)* is struck out from 
the function (1), the discrepancy between the expected and the calculated 
value must certainly have been caused by this. It was therefore consi- 
dered worth while making a fresh attack on the problem along slightly 
different lines partly because such work may provide a basis for similar 
investigations of heavier atoms. 


Instead of the highly accurate function (1) we have taken, for the 
K-shell, the following two-parameter function 


exp[— 2 (nt re)] (1+ 279). @) 


While (1) gives almost the experimental value for the energy of the ion, 
(3) gives a value differing from it by 0:0172 At. U. But the loss in accu- 


racy is amply compensated by the huge reduction in the labour of nume- 
rical calculation. 


For the L-shell the use of Witson’s three-parameter function was 
not regarded as practicable. Even the much simpler function (2) of 
GUILLEMIN and ZENER appeared to be inconvenient for numerical com- 
putation. So finally SLATER’s [5] one-parameter function 


re 2 (4) 
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has been taken to represent the outer electron. Previous work on the 
problem shows that in the case of lithium at least this function is likely 
to give almost as good a result as that of GUILLEMIN and ZENER. 


The utmost simplification is now effected without any great sacrifice 
in accuracy. Next we are to build up a properly antisymmetric wave- 
function ® for the whole atom out of the functions (3) and (4) according 
to the rules laid down by SLATER and others. GUILLEMIN and ZENER [4] 
have shown that in forming the energy integral [®@*H@ dv and the 
normalisation integral {®*@® dv this procedure is equivalent to taking 
the wavefunction in the form 


@ = exp -F t+) — $1] 70 (1 +614.) — 
(5) 


—exp 


K 
a i 3) 4 r, ro (1+ 67%,). 


This function forms the basis of calculations of the present paper. 


The use of the wavefunction (5) leads to the following expression for the energy 
of the atom 
E=f@®H@dif[@dv=(M+L)/N, 
where 
QE = d%, AT, dts — 14,49... 42, 


and L, M, N stand for the integrals 


i) ee 1 6 
nfidrd-? 
Yi2 Yo ty V9 


em ff (27 «(GE a a(S act se 2 


Ory 1,115 On, O15 


QD? dv, 


Atta WD WO , Hattie OD, 2H), 


Y2V12 OV, ON 21 0%3 On, Ors 


Ee 
N=f@'dv. 


The substitutions 
(Dae Di BiG 


bring some power of K as a factor outside all the integrals and the expression for 
energy assumes the form 


E=u(K,a,p) =(K?M’+KL’N’, 


where L’, M’ and N’ are now free from K and functions of « and f only. It is well 
known that an approximate solution of SCHRODINGER’s equation is obtained if 
this expression is minimised and the minimising values of the parameters K, a, b 
are inserted in the function (5). 

For minimisation we have adopted an entirely new method specially suited 
for application to heavy atoms where a large number of parameters may occur 
in a complicated manner in the wavefunction chosen. The method will be dis- 
cussed in detail in Section 3. 

20" 
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Finally, we add a few remarks about the method of integration. Use of the 
inter-electronic distances themselves as integration variables, so helpful in the 
case of helium, seems to offer no special advantage in the case of lithium. It is 
found more convenient to evaluate the integrals by expressing the reciprocal of 
the inter-electronic distances in a series of Legendre polynomials of cos # where o 
is the angle between the radius vectors of two electrons. A few simple integrals 
are first evaluated in this way, and from them the rest.are obtained by repeated 
differentiation with respect to parameters occurring in the exponential part of 
the integrand. Details of the procedure will be given in Section 4. 


2. Results. 


On performing the necessary integrations L’, M’, N’ come out as 
quadratic functions of 6 but exceedingly complicated functions of «. 
There is good reason for thinking that the best value of the parameter a 
(that is, the value corresponding to the minimum of the energy ex- 
pression) cannot be very much different from 1-26 obtained by WIL- 
son by applying the variation method to SLATER’s function, and 
that the best values of K and b must be nearly the same as those 
which minimise the energy of the ion calculated on the basis of the wave- 
function (3). So calculations were first carried out with the values 
1:26 
5-713 


oe B = 0-0587, ao = = 0:2205 

which led to the result —7-4597 for the total energy of the atom. Sub- 
tracting from it the energy of the ion (—7-2682) calculated by using the 
function (3) we get for the ionisation potential the somewhat unexpected 
value 0:1915. It is interesting to note that by taking a considerably 
better wavefunction for the K-shell the value obtained for the ionisation 
potential is much inferior to that of SLATER. The discrepancy with 
the experimental value is nearly doubled. 


Next « was kept fixed and K, 6 were varied to get if possible a lower 
value of energy. Though this procedure led to slight changes in the 
values of the parameters K and f the value of energy remained practi- 
cally unaltered upto the fourth place of decimal. 


For «= 0-2205 calculation yields the following expressions for L, M, N 


L = — 1K [4-96879 + 37-5109 B + 89-9264 B?], 
M = 1K? (0-461230 + 2°87148 B + 7-29395 p2], 
N = 4 [1:80430 + 15-5684 B + 42-1794 B?] 
Wath SAs=—= 12 Si7eo arate 


On varying the energy expression (MM+L)/N the best values of K, B were found 
to be 


K = 5-700, B = 0:0561. 
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But there was an improvement of only about 0-:000066 At. U. in energy. The 
values of the second derivatives of the energy expression near the minimum were 


UK K = 0°459, Ugp = 27:9, i= = NON 
which give us an idea of the effect on energy of any change in the parameter values. 


It was considered troublesome to vary « because it occurs in an 
extremely complicated manner in the energy expression. But it is 
unlikely that its variation would lead to any significant change in the 
energy value at least upto the fourth place of decimal. The experience 
of K. HuAnG also lends support to this view. For ready reference we 
give below the results obtained by different workers with various trial 
functions in the form of a table 1. 


Table 1. Energies and ionization potentials in atomic units. 


. . | 
Ionization Diff. 


Total energy Diff. | potential 
PX PCHIMCMbM Se Go. ws — 7°4837 | 071983 
WRSon) Sos &. Se ne —7-4192!1 | 0:0645 | 0:1965 0:0018 
GUILLEMIN-ZENER ..... — 7°4183} 0-0654 | 0°1956 0:0027 
Semen. Banh 1d SUG ase —7:41791 | 0:0658 | 0°1953 0:0030 
BCIGNT ee ee ee eg — 7°39221 0:0915 | 0:1696 0:0287 
Fock-PETRASHEN [6] ... . | 01967 0-0016 
ELAINE MEM MEALS are | — 7-457 0:027. | 0:1742 0-024 
@meeresmltsT s asc. ca, & ye cn ee — 7:4597 0:0240 071915 0:0068 


3. Minimisation of the Energy Expression. 

In all applications of the variation method to quantum mechanical 
problems the energy ultimately comes out as a function of the para- 
meters which are then to be determined so as to make the energy a mi- 
nimum. HyLLERAAS’s brilliant method of minimisation by solving a se- 
cular equation is applicable only when all the parameters occur linearly 
in the wavefunction chosen. But even in the simplest case of the helium 
atom occurrence of parameters other than linear could not be avoided. 
When there is only one such parameter and the rest are linear HYLLE- 
RAAS’s method of successive approximations can be used with advantage. 
But the situation becomes much worse in the case of heavier atoms 
where a number of such parameters may occur in a complicated manner. 


1 These values were recalculated by WiLson accurately upto the fourth place 


of decimal and are taken from Table 1 of his paper [1]. Though SraTEr was the first 
a 


to suggest that ve 7 ” would be a good approximation to the valence electron 
function, he did not apply the variation method but simply assigned to a the empi- 
rical value 1-3. The variational calculations were carried out by WiLson who 
found the best value of a to be 1-26 corresponding to a total energy of — 7-4179 At.U. 

2 This value is obtained by subtracting from Huane’s total energy — 7-457 
the energy — 7-283 of ionized Li computed by us with the function (Ay) 
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For handling such cases we have developed a method of successive 
approximations, based on elementary ideas, but yet extremely helpful 
for practical purposes. The practical utility of the method rests on the 
fact that it is usually possible either from theoretical considerations or 
from the results of previous investigations to make a rough estimate 
of the values of the parameters that minimise the energy. Starting 
from such a set of parameter values a}, a}, ..., a, we obtain at the end 
of each step of the calculations another set aj}, 43,..., 4a, which comes 
closer to the best values and gives a lower value of energy. The method 
essentially consists ina TAYLOR expansion of the function E =u (a,,...,4,) 
at the point (a{,...,a°) with the retention of terms upto the second 
degree only. In the neighbourhood of the point (a?,..., a7) the energy 
surface is thus approximately represented by the multi-dimensional 
paraboloid 


U=Uy + >) U,%, +4 ReMi (otic | Os oe pet 
: 
where 
ee oe J Ou ms Cu 
a _— > VA, , 2 SS Se 
; : 0a; uy 0a; 0a; 


The position of the absolute minimum of this paraboloid is given by the 
unique solution (a},...,a,) of the system of inhomogeneous linear 
equations 
U;-+ >) u;;%;,=0, Ce Re ae ee 
7 

The value of energy calculated at the point (a},...,a}) then gives the 
first approximation FE, to the actual minimum sought. The process is 
now repeated at the point (a},...,a}) leading to a second set of values 
aj,...,@, of the parameters and a still lower value E, of energy. 

The chief advantages of this method are that a large number of 
parameters can be handled simultaneously in whatever manner they 


Table 2. Successive approximations to the values of K, B, E, for the function 


K 
aes (4+ r)| (1+ BK 145). 


exp 


Our method HyLieraas’s method 


Order of 
approx. = nes 


0 : | O = PNDS 

1 Roby? || O02aS | = FRAE 6:0 00800 — 72556 
2) 57691 0:04.93 — 7°2673 5°801 0°0649 — 7:2670 
3 5°707 O20 57/5 eee 20045 Seas 00603 — 7°263808 
4 59713 a 0:0587 — 7°26816 5*720 0:0592 — 7:26815 
5 | 5745 00589 — 726815 
6 5713 | ~0°0587 — 7:26816 
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may occur in the wavefunction, and that the convergence of the sequence 
of energy values to the actual minimum is sufficiently rapid for all 
practical purposes. The method has been tested in a number of cases 
and found to yield excellent results. The results of calculations for 
the lithium ion L7* by taking (3) as the wavefunction for the groundstate 
are given in the table 2. A comparison with the results obtained by 
HYLLERAAS’s method shows that the two processes converge almost 
with equal rapidity. 


4. Evaluation of the Integrals. 
The integrals occurring in this paper are of the general type 


f exp [—-1r, —mr,— 714] re he hg 1h, dv. 
Changing the unit of length in the ratio ]:4 we observe that this integral 
is equal to 


aa , m n 
pe revesetseer | exp - "y —— 19 a 


773 THe. «%e, 4U 


1 
and is, therefore, a homogeneous function of J, m,n of degree 
—(9+a+b+c+d+ef). 


All the integrals except one involve no more than two of the inter- 
electronic distances and can be easily evaluated by differentiating a 
few basic forms with respect to J, m, m. The one in which all the three 
inter-electronic distances occur is much more difficult to evaluate and 
will be considered separately. 

Integrals involving only one of the inter-electronic distances can all 
be derived (with suitable permutation of the suffixes 1, 2, 3) from the 
following three basic forms 
fe —™? (4 1e%2) 1d aT. = 1622] : : | = (l,m) , (A) 


lm? (l-+m) m2 


Ai 1 i 
ie (r, Ta) —1 Teel t0 To = 3200 et Taba nal =g (i, mM) , (B) 


1 1 
ferin-mn (7) “triad td t= 320| we + Tye |= hm). (C) 
For instance, 
Bio il 
fern 42d dT, = ara ape (/, m) = g (, M)pq- 


Also /, g, # are symmetrical functions of /, m. 
A typical integral involving two of the inter-electronic distances is 


fi m, 1} (1 13119723) |dv =F (1, m,n), 
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where the symbol {J, m, n} is used for exp[—/ 7, —mr, —mr3]. In hand- 
ling integrals of this type much useless work is avoided by taking the 
radius vector of the first electron as the polar axis of the polar co-ordi- 
nates of the second, and the radius vector of the second electron as the 
polar axis of the third. So, writing #, for #,, and #, for %,, and first 
integrating over the co-ordinates of the third electron we have 


EL, m,n) = 4 [f(l, m) —f (2, m 4-1) | 


This is, however, only a special case of the following general formula. 
et 
fe—'n— my dt dt, =u(l, m)., 


where y is an arbitrary function of the co-ordinates of the first two 
electrons. Then 


1m, N71 %o1%x ex dv = eadoyy l,m)-—u(l,m+n)]. (D 
! IG oly. NES ne 
Similarly it can be shown that 


fil, mM, 2} 4 %e7% e340 
(E) 


1 2 2 
=4dn oe (1, moo + sa (1, m) — na (l,m+n)|. 
Combining (A), (B), (C) with (D), (E) we get all the basic forms necessary 
for our calculations. A more complicated integral, say, 
Sil, m,n} 1" 75" (Ty %s3) 2 dv 


can be evaluated by differentiating the function F (/, m, n) with respect 
to 1, m,n and may be denoted by the convenient symbol F (/,m, 7) 
On the other hand, an integral of the type 


abc* 


fil, m, 0} 4 127%) 19 %5340 = Jl, m,n) 
which also occurs, may be evaluated by integrating the expression for 
Sil, m, 1} (%73)1% 9723 dv with respect to m. The result is 
3 1 1 1 
y i 9) 7 3 = = _ = — 
UAE case 4 2 m4 n2 + 14 mi? n2 1 Print in? (l+m)? 


ve 1 2 io (2 + m) (m + 2) 
2 nt (m+n)? ' 14nd 8 m(lL+ m+n) 


which is evidently symmetrical in / and n. 


Higher powers of 7;. and 7,3 do not occur in the calculations of this 
paper. In such cases, however, simple recurrence relations exist which 
connect an integral involving the f-th power of the inter-electronic 
distance with a similar integral involving the (p—2)-th power. 
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Next we consider the integral 
[EL On tetera tld =P (6) 


in which all the three inter-electronic distances occur. Unlike the pre- 
vious ones this integral cannot be evaluated in finite terms. It comes 
out in the form of an infinite series each term of which is a complicated 
function of €. Fortunately, the series converges so rapidly that the 
first term ie gives a value sufficiently correct for our purpose. But 
the evaluation of even a single term is by no means an easy task. An 
upper limit to the value of P(&) can, however, be easily obtained by 
evaluating the integral 


Erast it 
S{E 1,842 (%2 +73) ne%31 dv. 


For € =0-61025 this upper limit! is 12823 x 1-56 x 10¢ which is not far 
removed from the actual value 128273 x 1:22 x 10 calculated by us. 
On multiplying the latter by the appropriate factors the contribution 
to energy due to this is found to be —0-00168 At. U. So it is not neces- 
sary to evaluate P(&) with any high degree of accuracy. 

As a full discussion of the integral (6) will lead us too far away we 
shall only indicate the procedure in outline by evaluating the simpler 
integral 

Sil, Mm, 1} (117273712723 731) 1dv = Q(l, m,n). 


Making use of LEGENDRE’s expansions for 1/7,5, 1/723, 1/73, and inte- 
grating over the angular co-ordinates of the three electrons we have, 


TOE fai Fg ST u:5 
ioe} 


643 (? 2541 
OUD mt, 2), <r27, = rea fen fers fore m, n}( a 


s=0 


ore) 6477 1 : 7 
Seca a er [(D (1 + m,n; 2s +1) 
s=0 
—D(l,m+n;2s+1)], | 
where 
@ (1, m; o) Pe bala sta tec 


; l 
= ol *7'~° [log (1 —m) ) Sail — 4 a ne 


The integral Q(/,m,) is therefore equal to the sum of 3 functions 
obtained by all possible permutations of /,m,m in (7). 
1 A lower limit may also be obtained in various ways. If the two limits are 


properly chosen their mean is likely to be such a good approximation to the actual 
value of the integral that we may be spared the labour of direct integration. 
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Besides (6) the only other integral which leads to somewhat lengthy 
calculations is 


2 2 2 
é Nets — 33 ms 
JE 8 rary BNR dv RE 8) 
occurring in the kinetic energy part of the energy expression. If y denotes 
the angle between the straight lines 7,, and 7,3, then 


R(é) = {1 6,2) 7, 7..c0sy dv. 


An upper limit to the absolute value of R(&) is therefore [{1,&,&}7.75 dv. 
For €=0-61025 this corresponds to an energy of 0-:00074 At. U. But 
since cos y lies between + 1 and has almost equal chance of being positive 
and negative, we may conclude that the integral (8) will make only a 
negligible contribution to energy in the fourth place of decimal. Actual 
calculations justify this conclusion. 
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Der ideale Parakristall und die von ihm gestreute 
koharente R6ntgenstrahlung. 


Von 
R. HOSEMANN, Treysa. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 27. Juni 1950.) 


I. Hinweis auf eine friihere Untersuchung!, wo mit Hilfe der Ewatpschen Kon- 
struktion und einigen Eigenschaften der FourteR-Transformation eine Berechnung 
der Amplitude der von Raumgittern mit fliissigkeitsstatistischer Gitterstérung 
gestreuten koharenten Réntgenstrahlung gelang. II. Auseinandersetzung, inwie- 
weit der ideale Parakristall, der die Interferenztheorie idealer Kristalle einschlieB- 
lich gewisser Kristallgitterst6rungen der Bausteinlagen und Konfigurationen und 
die Drxsyesche Flissigkeitstheorie in sich enthalt und eine Verallgemeinerung 
beider Theorien darstellt, als erste angenaherte Beschreibung realer Parakristalle 
aufgefaBt werden darf. Definition des idealen Parakristalls. III. Einige Eigen- 
schaften des Gitterfaktors des idealen Parakristalls und Kennzeichnung zweier 
Wege, die Streuintensitat zu berechnen. IV. Mittlere Streuintensitat bei kon- 
stanter Form der Parakristalle, wobei diese aus nicht zu wenig Bausteinen be- 
stehen diirfen. V. Mittlere Streuintensitat bei konstanter Zahl und gleichbleibender 
Konfiguration der Bausteine. VI. Diskussion des Intensitatsverlaufes im FOURIER- 
Raum, der sich in sechs verschiedene Bereiche aufteilen 148t. In manchen dieser 
Bereiche vereinfachen sich die Streuformeln zu Ausdriicken, die denjenigen der 
klassischen Interferenztheorien entsprechen. VII. Die Integralintensitat. Hin- 
weis auf die Strukturanalyse von Parakristallen und die richtige Interpretation 
des diffusen Untergrundes von Réntgendiagrammen. VIII. Zusammenfassung. 
Giiltigkeitsgrenzen der klassischen Interferenztheorien und Dualismus bei der 
bisherigen Behandlung des Streuphanomens von Parakristallen. 


I. Einleitung. 


In einer vorangegangenen Untersuchung [1] wurde ein Raumgitter- 
modell mit Gitterstérungen erster Art und zweiter Art beschrieben, 
wobei erstere eine Erweiterung der bekannten idealen Kristallgitter- 
st6rungen [2], letztere aber fliissigkeitsstatistische Gitterstérungen dar- 
stellen. Unter Erweiterung einer von Ewaxp [3] fiir ideale Kristalle 
gegebenen Darstellungsweise auf das vorliegende Problem gelangte 
man dort zu einem einfachen Ausdruck (64*) fiir die mittlere gestreute 
Amplitude. Dazu wurde einerseits die Fourter-Transformation 7} und 


1 R. HosEMANN 1. VerOdffentlichung Z. Physik 128, 1 (1950). Die dort abge- 
leiteten Gleichungen werden, soweit sie zum Verstandnis des Folgenden notwendig 
sind, im Text mit Sternchen versehen. 
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ihre Inverse %}~! benutzt, die definiert sind durch 


aa ie eee Sy) 


v (Dimension A) und 6 (Dimension Aa sind Ortsvektoren im physi- 
kalischen und Fourter-Raum, die im Volumelement dv, (Dimension A?) 
bzw. dv, (Dimension A~’) endigen, (bx) ist das dimensionslose skalare 
Produkt beider Vektoren und o(x) sowie A (b) stellen zwei skalare Orts- 
funktionen in den beiden Raumen dar, die durch die Transformation (10*) 
eineindeutig ineinander iiberfiithrt werden kénnen. Von Bedeutung 
war ferner das Faltungsprcdukt zweier Ortsfunktionen 0, mit @, bzw. 
Ageinlt As: 


(10*) 


0: 02(*) = 02 1(*) = for (y) ea(x—y) dv,; (4*) 
A, A,(b) = A, A, (b) = f Ay(c) Ag(b—c) dy, (18*) 


wobei y und c zwei weitere Ortsvektoren in den beiden Raumen sind, 
die in obigen Integralen jeweils den ganzen Raum zu wuberstreichen 
haben. Das Faltungstheorem der FourteR-Transformation sagt aus: 


(01 Os) = & (01) - & (Oe); (16*) 
§1(4, Ay) = $24(A,) - F241 (A,). (17%) 


Um beispielsweise das Integral in (10*) nur wber ein begrenztes Volu- 
menv zu erhalten, fiihrt man die ,,Gestaltfunktion™ s(x) 


{; fiir alle x, die in v endigen, 
$(2) = 


QO fiir alle anderen x 
und ihre FourIER-Transformierte, den Gestaltfaktor S, ein: 
S(b) = &(s) (oe) 


und findet unter Benutzung der Relation (17%): 


— 


Je(x) e*adv, = Glos) = AS. (2) 


Bildet man in (17*) den Grenzwert x->0, so erhalt man eine weitere, 
fiir die spdteren Betrachtungen wichtige Beziehung: 


J (A, Ay) dv, =f A,dv,-f Agdvy. (2a) 


Bezeichnet /.(b) die Streuamplitude eines Elektrons, bezogen auf 
seinen Mittelpunkt, und o(x) die Elektronendichte eines unbegrenzt 
groBen Raumgitters, so ist die Streuamplitude A,(b) eines durch die 
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Gestaltfunktion 1.) begrenzten Raumgitters bezogen auf + =0 entspre- 


chend 2.) gegeben durch 
TE eS 


A ,(b) = (7.(0) A) S(0), (3) 
falls man in Entfernungen gro gegeniiber der Linearausdehnung des 
Raumgitters beobachtet und der reziproke Ortsvektor gegeben ist durch 
3 2sin? ,¢ 


sae pest (A). (11*) 


A yi 


2 2 
6§— 6 
cf 


pe? 


A ist die Rontgenwellenlange und 2 der Streuwinkel, 3, der Einheits- 
vektor der Einfallsrichtung und $ der Einheitsvektor, in dessen Richtung 


die Strahlung gestreut wird. Mit Hilfe der 

Ewatpschen Konstruktion (Fig. 1) gewinnt & 

man bei gegebenem 8, und 2 aus der Ampli- ee A) ; 

zu einem bestimmten Azimut gehérige Streu- O 

amplitude, indem man die Vektoren 8/2 und Go 

8,/A entsprechend Fig.1 im FourrerR-Raum a 

am Endpunkt des Vektors 3//, im FOURIER- Fig. 1. Ewarpsche Konstruktion 

Raum herrscht. Dieser Endpunkt selbst tiber- 7 Gewmnuns der beim Winkel 2.0 
gestreuten koharenten R6ntgen- 


tudenverteilung A (b) im FourtER-Raum die 
| OC o. 
<i a 
ausspannt und den Wert von A abliest, der ne 
streicht bei konstantem $8, und 4 eine durch _ strahlung aus der Intensitatsvertei- 


b=0 gehende Kugeloberflache, die Ewarp- meee aveeeeay 
sche Ausbreitungssphare. Primarstrahlung, s Richtungsvek- 
: ont tor der Streustrahlung; (—.—.— ) 

Im folgenden soll nun auch die Intensitats- Ewatpsche Ausbreitungssphare. 


verteilung J (b) im FourIER-Raum berechnet 

werden. Eine Umrechnung auf Streuwinkel 2% eriibrigt sich dann und 
kann im Bedarfsfall nachtraglich mittels der EwaLpschen Konstruk- 
tion der Fig. 1 bewerkstelligt werden. 

Es wird sich dabei ahnlich wie bei der Berechnung der Streuampli- 
tude A (b) zeigen [1], da das Streuphanomen bei nicht zu groBen b- 
Werten vollig dem idealer Kristalle, bei geniigend groBen Streuwinkeln 
aber einer Erweiterung der DeByeschen Fliissigkeitstheorie entspricht. 
Die adaquate, durch Gl. (10*) illustrierte Darstellungsméglichkeit der 
Kristalleigenschaften im physikalischen und im FourtER-Raum legt es 
darum nahe, daB die friiher entwickelte Gittertheorie [1] auch im 
physikalischen Raum die Gittertheorie idealer Kristalle und DeByescher 
Fliissigkeiten in irgendeiner Form umfaBt. Der Untersuchung dieser 
Frage ist der folgende Abschnitt gewidmet. 


II. Der ideale Parakristall. 
Betrachtet sei ein noch naher zu definierendes Gitterwerk J, aus N, 
Gitterbausteinen 7k/, deren jeder eine Elektronendichteverteilung 


Oni (% — Xeni) (4) 
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aufweist. Der Vektor x;,, kennzeichnet die Lage eines irgendwie defi- 
nierten Bezugspunktes des Bausteines 7kJ. Die Elektronendichte 9, (x) 
des begrenzten Haufwerkes der Bausteine ist offensichtlich gegeben 
durch 
0.(%) =D) @ins(* — Xp)» (5) 
ikl 
wobei die Summe iiber alle Bausteine zu nehmen ist. Worin unter- 
scheidet sich dieses ,,Gitterhaufwerk‘‘ nun von irgendeinem ,,amorphen* 
Haufwerk, wie dieses beispielsweise von GuI- 
NIER [4] diskutiert worden ist? Offensicht- 
lich doch wohl dadurch, daB innerhalb des 
Volumens v, welches diese N,-Gitterbausteine 
ausfiillen, irgendein Ordnungsprinzip obwal- 
tet. Wir postulieren zunachst, daB jeder 
e Gitterbaustein 7k/ die gleiche Zahl irgendwie 
Hl Tw e definierter koordinierter Gitternachbarn hat. 
ee Me ae Ae et i Dieses Gitter ist dann also frei von SMEKAL- 
idealen Parakristalls. a, unda,sind schen Fehlstellen. Beschranken wir uns hier 
a pack pee eye rena auf eine Koordinationszahl 6 (bei Raum- 
und Hz gehorchen [Gl.(9a)]. xx  gittern) bzw. 4 (bei Kreuzgittern) bzw. 2 (bei 
ist der Kombinationsvektor zwi- z A i 3 
schen, dem Idealpunkt des Baue Madengittern)'. Es ist dann in jedem® Pail 
steines Mins ao es Bemgs- eine Numerie ung der Gitterbausteine még- 
lich, indem man vom Baustein fqr7 ausgehend 
kK, Koordinationsabstande der Sorte 1, Ky der Sorte 2 und Ky, der 
Sorte 3 zurticklegen mu8, um zum Baustein 7k] zu gelangen, wobei 


zwischen diesen positiven oder negativen ganzen Zahlen die Rela- 
tion besteht 


1— p= Ky: k—q=K,; a Ye Ko (6) 


wobei ferner diese drei Koordinationsvektoren a,; a); a3 nicht zu einem 
Kreuzgitter gehéren diirfen, also nicht komplanar sein diirfen und man 
fiir das Zahlentrippel K, des weiteren vereinfachend K schre.bt: 


CPPS (6a) 


Die drei Koordinationsvektoren a, (k =1; 2; 3) schwanken der Richtung 
und dem Betrage nach von Baustein zu Baustein. In dem in Pipi 
gezeichneten Beispiel eines ,,verwackelten‘‘ Raumgitters [5] erreicht 
man den Baustein 7k/ von pgr aus z.B. iiber K,=2 Koordinations- 
vektoren a, und K,=3 Vektoren a,. Die Reihenfolge, in der man diese 
Schritte zuriicklegt, ist gleichgiiltig. Die Koordinationsvektoren a, aber 

* Es ist an anderer Stelle gezeigt [1], daB dies zugleich der allgemeinste Fall 


ist, aus dem sich Bausteine mit héheren Koordinationszahlen durch entsprechende 
spezielle Wahl der statistischen Gitterparameter ableiten lassen. 
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médgen die oben erwahnten, noch nicht naher definierten Bezugspunkte x; ;,; 
koordinierter Bausteine miteinander verbinden. 

Nun hat man zur Beschreibung der Elektronendichte (4) eines Bau- 
steines aber noch drei Freiheitsgrade. Denn es ist 


Oins(* — X41) = Oje1(% —Xcp), (7) 


wenn nur die beiden Ortsfunktionen 9’ und 9” der Relation geniigen: 
Oint(Y) = Oiar(¥ — (%ie1— Xie) (8) 


Die Ortsfunktion 09;,; entsteht also offensichtlich dadurch, daB man 
0;,; um den Vektor x;,)— x;,) parallel in sich im physikalischen Raum 
verschiebt. Es erhebt sich nun die Frage, in welcher Weise man iiber 
diese drei Freiheitsgrade des Verschiebungsvektors verfiigen soll, um 
die Bezugspunktlagen x;,,; in (5) festzulegen. 

Dazu vergegenwartige man sich, daB in einem verwackelten Raum- 
gitter auch verwackelte Netzebenen vorkommen (Fig. 2). Nicht nur 
schwankt der Abstand von Netzebene zu Netzebene, die Netzebenen 
sind auch in sich verkriimmt und verzerrt. Man wird z.B. beobachten, 
daB eine Netzebene 2 oft tiber eine gréBere Flache von ihrer Nachbar- 
netzebene 1 weiter entfernt ist, als es dem mittleren Netzebenenabstand 
entspricht. Die itibernachste Netzebene 3 wird dann unter Umstanden 
an dieser Stelle gleichfalls dieser Ausbuchtung von 2 folgen. Es fehlt 
dann offensichtlich eine ,,Fernwirkung“ zu 1. In anderen Fallen aber, 
wo diese Fernwirkung zwischen 1 und 3 besteht, wird an der Stelle der 
Ausbuchtung von 2 der Abstand von 2 nach 3 besonders klein, von 
4 und 2 besonders groB sein und umgekehrt. In einem gestdrten 
Kristall existiert offensichtlich nur diese zweite Art der Gitterstorung 
mit Fernwirkung. Es macht sich dann diese Gitterst6rung erster Art in 
(5) dadurch bemerkbar, daB die x;,, die Gitterpunkte eines idealperiodi- 
schen Kristallgitters sind, wahrend die Streudichten o;,, der Bausteine 
entsprechend um diese Ruhelagen schwanken. 

Die erste DeEyBEsche Theorie des Temperatureinflusses in Kristall- 
gittern [6] ebenso wie die tibliche Behandlung ,,chemisch gestorter 
Gitter“‘, wo etwa wie in Mischkristallen die Gitterbausteine von verschie- 
dener Beschaffenheit sein kénnen, setzt voraus, daB die einzelnen @;,, 
wohl unterschiedlich sind, doch sich rein statistisch, also ohne nachbar- 
liche Beeinflussung, iiber das Gitter verteilen. Die Beriicksichtigung 
eventuell nachbarlicher statistischer Kopplungseffekte hat sich wenig- 
stens fiir die chemischen Gitterstdrungen nach Lave [2] fiir Kristalle 
als noch nicht notwendig erwiesen, da diese Wirkungen nur auf wenige 
Bausteine iiberzugreifen scheinen?. Es scheint uns also beim ersten 


1 Vgl. dazu M.v. Lave [2], wo auf S. 207 tiber eine miindliche Mitteilung 
von P. DEeBYE berichtet wird. 
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Entwurf einer Interferenztheorie des idealen Parakristalls die Annahme 
gerechtfertigt, daB hier derartige statistisch unabhangige Gitterstorun- 
gen bestehen, die zudem die Fernwirkung nicht beeintrachtigen. Bezieht 
man in sie die Méglichkeit mit ein, daB sich auch die Atomkonfiguration 
von Baustein zu Baustein individuell und rein statistisch andert, wie 
man dies etwa bei hochmolekularen Stoffen zu erwarten hat [14], so 
bezeichnet man zweckmaBig alle diese Gitterst6rungen in einem Para- 
kristall als St6rungen erster Art [1]. 

Neuartig am Parakristall ist aber gegeniitber dem Kristall, daB auch 
mit Gitterstérungen ohne Fernwirkung zu rechnen ist. Die oben be- 
sprochene Ausbuchtung der Netzebene 2 ist in diesem Fall dann auch 
bei der Netzebene 3 irgendwie bemerkbar. Wir verfiigen nun iiber die 
in (8) beschriebenen Freiheitsgrade in der folgenden Art [1]: 

Die Bausteinbezugspunkte x;,; werden ,,[dealpunkte“ genannt. 
Die a-priori-Wahrscheinlichkeit, den die Idealpunkte des Bausteines 7k/ 
und pqr verbindenden ,,Kombinationsvektor‘' der GrdBe 


NK = Xigi— “par (az) 
im Parakristall anzutreffen, ist gegeben durch v,H, (*x) und sei bei un- 
endlich ausgedehntem Parakristall stets die gleiche, auf welchen Bezugs- 
bausten pgy man sich auch immer beziehen mag. Dabei ist v, das 
mittlere Volumen einer Gitterzelle und Hx eine Haufigkeitsverteilung, 
die noch weiter unten besprochen wird. Speziell sind die Kombinations- 
vektoren 

%~400 413 Xo10 = 4%; X~oo1 = 4s (9) 

die oben erwahnten Koordinationsvektoren a, und ihre Statistiken 
Fy) = Ay; Aoi9 = Hy; Hoy, = A (9a) 


die sog. ,,Koordinationsstatistiken“. Die a-priori-Wahrscheinlichkeit, 
tiberhaupt irgendeinen Idealpunkt am Ort x anzutreffen, ist dann 
gegeben durch 
Le (x) = Uv, yo > py Ax,, Ky; Ky — U, Pi Ax (x) 2 (1 0) 
RAK ee K 
wobei x =0 die Lage des Idealpunktes eines Bezugsbausteines ist. Die 
Annahme einer fiir alle Bezugsbausteine gleichen a-priori-Wahrschein- 
lichkeit W (x) ist nicht neu, sondern eine wesentliche Aussage der klas- 
sischen Fliissigkeitstheorien von ZERNICKE-PRINS [9] und DEyYBE- 
MENKE [7], [10], nur daB Dryse fiir sie vereinfachend Kugelsymmetrie 
postuliert : 
VAG) = WA ih (11) 


Es erscheint darum nicht abwegig, aus diesem und anderen Griinden bei 
der Abfassung einer Theorie des idealen Parakristalls die obengenannten 
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Freiheitsgrade (8) fiir die Wahl der Bausteinbezugspunkte so aus- 
zunutzen, daB die nun festgelegten Idealpunkte stets die a-priori-Wahr- 
scheinlichkeit (1.) aufweisen unabhangig von der Wahl des Bezugs- 
idealpunktes. Die mit v, dividierte W-Funktion wurde Gesamtstatistik 
z1(x) genannt: 

zt(x) = > Hx (x). (3*) 

K 

Wegen des oben postulierten Fehlens von Fehlstellen, das sich iibrigens 
zwangsweise auch aus (10) und (8*) ergibt, ist die Erwartung, einen 
Gitterbaustein K,; K,; K, tiberhaupt im unbegrenzt groBen Raumgitter 
anzutreffen, vom Wert 1. Es gilt fiir jede Statistik Hy also die Nor- 
mierungsbedingung 


f Hg(x) do, =1, (3*) 
Somit ergibt die Integration von (10) 
du, _ U,N, _ 
. J Ww (x) ee = — Sha aS 4| ’ (12) 


sofern man nur tiber ein geniigend groBes Volumen v integriert, das 
N,-Gitterbausteine enthalt. Die a-priori-Wahrscheinlichkeit ist also im 
Raummittel, wie das auch nicht anders sein darf, vom Wert1. Im 
Gegensatz zur klassischen Fliissigkeitstheorie ist sie aber nicht wie in (41) 
kugelsymmetrisch, sondern zeigt entsprechend (10) eine azimutale For- 
mierung, durch die man unter anderem in Stand gesetzt ist, der STEWART- 
schen cybotaktischen Fliissigkeitsstruktur [8] Rechnung zu _tragen. 

GewiB sind die anschaulichen Schwierigkeiten nicht unbedeutend, 
sich ein Raumgitter vorzustellen, in dem die Abstandsstatistik der Ideal- 
punkte fiir jeden Bezugsidealpunkt die gleiche ist. Im eindimensionalen 
Gitter bieten derartige Vorstellungen keinerlei Schwierigkeit, wie die 
Untersuchungen von ZERNICKE-PRINS [9], J. J. HERMANS [15] u. a. [16] 
zeigen. Es ist aber bemerkenswert, daf KRATKy schon seit langerem 
zar Interpretation der Rontgendiagramme ,,amorpher Festkorper’ 
derartige Gitterstdrungen zweiter Art diskutiert [5]. Auch er skizzierte 
in den Grundziigen, wie man die Gesamtstatistik z! aus den Koordina- 
tionsstatistiken H, entfalten kann. 

Wenn nimlich die Koordinationsstatistiken H,, H, und Hs vor- 
gegeben sind, so erhalt man hieraus eindeutig z. B. 


Fy49 = er, Hy1-3 = rapiie Jat heacs H, H, Ho, usw., 


wobei die Reihenfolge, in der diese Faltungen vorgenommen werden, 
auf das Resultat ohne EinfluB ist (Eindeutigkeitsbeweis der Gitter- 
entfaltung) und die Identitat gilt 

Hip (aps gl = x): 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 128. 31 
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Diese die weitere Rechnung auBerordentlich erleichternden Beziehungen 
folgen einzig und allein aus der Annahme (10), wonach jeder Idealpunkt 
die gleiche Abstandsstatistik um sich aufbaut. 

Wenn man daher in (5) bei der entsprechend (8) noch freien Wahl 
der x,,, unterstellt, daB diese im idealen Parakristall Idealpunkten mit 
der Abstandsstatistik (10) entsprechen, und wenn man weiterhin postu- 
liert, daB sich die Elektronendichten 9; ,)() um jeden dieser Idealpunkte 
statistisch unabhangig entfalten: 


ge Pe 
Oinr(% — %,p1) = Osnr(%) P(x — Xeni)» ale) 


wobei P!(y) eine entsprechend (3*) normierte Punktfunktion (5*) ist, 
die iiberall auBer bei y =0 verschwindet, so hat man in diesem Ansatz (5) 
nicht nur die klassische Fliissigkeitstheorie von ZERNICKE-PRINS [9], 
DrEYBE [10] und MENKE [7], sondern auch die klassische Kristalltheorie 
von LAvE [11], BRAGG [13] und EwaLp [12] einschlieBlich der DEYBE- 
schen Kristallgitterst6rungen seiner Fassung vom Jahr 1913 [6] sowie 
der weiteren oben erlauterten Gitterst6rungen erster Art eingebaut. 

In Analogie zur Definition des idealen Kristalls [2] und der durch 
die Forderung (11) gegebenen F.iissigkeitstheorie [7] wird man ein der- 
artiges Raumgitter daher als dasjenige eines ,,idealen Parakristalls‘ 
ansprechen dirfen. Man findet dann etwa folgende Definition fiir den 
idealen Paraeinkristall: 

Definition. Die Elektronendichteverteilung in irgendeinem Stoff 
entspricht immer dann derjenigen eines idealen Paraeinkristalls, wenn 
man jedem Baustein dieses Stoffes einen Idealpunkt zuordnen kann 
derart, daB die Abstandsstatistik dieser Idealpunkte von jedem belie- 
bigen Bezugsidealpunkt dieselbe ist und die Elektronenkonfiguration 
jedes Bausteines um seinen Idealpunkt statistisch unabhangig von der- 
jenigen der Nachbarbausteine erfolgt. Ein Baustein entspricht dann 
dem stofflichen Inhalt einer Zelle dieses ,,verwackelten‘‘ Raumgitters, 
das selbst als Paraeinkristall anzusprechen ist. 


Diese Definition gilt streng nur fiir einen unbegrenzt groBen Para- 
einkristall. Viele Stoffe, wie cybotaktische Fliissigkeiten, amorphe 
Festkorper und gestért kristallisierende Kérper wie hochmolekulare 
Stoffe und andere parakristalline Substanzen bestehen aus einem Hauf- 
werk vieler verschieden groBer Parakristalle, deren Streuintensitat dann 
in bekannter Weise aus dem Zusammenwirken aller Parakristallite zu 
errechnen ist. Insbesondere gilt diese Definition aber auch fiir Para- 
kristalle, deren Bausteine wie in vielen EiweiBstoffen ganze Molekiil- 
komplexe, deren Gitter also ,,Makromolgitter‘’ mit ,,Makrozellen“ sind. 
Es kann sich im besonderen auch um Gitter handeln, in denen sich 
irgendwelche Molekiilaggregate im nematischen oder smektischen Zu- 
stand in _ ,,Uberstrukturen“ zusammenlagern. 
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Tabelle 1. Betspiele fiir einige Typen von Parakristallen. a, mittlere Ausdehnung 
einer Gitterzelle quer, a; parallel zur Faserrichtung (A). 


Gitter Gitterbausteine ap | as 

Molekilgitter der Zellulose. . .. . 4 Glukoseringe | 10 8 
Makrogitter vom f-Federkeratin | | 

(Seeméwenfederkiel) . . . . . | EiweiBkomplex 95 | 34 
Uberstruktur von Tabakmosaikvirus-_ 

nddelchen (nematisch) . . . . . . | 1 Virusnddelchen | >600 | 150—230! 
Uberstruktur verstreckter Polyamid- | 

faden - .......-... . . | einige polar layers | 74—199? | ? 


Es wird spateren Untersuchungen vorbehalten sein, durch Vergleich 
dieses hier entworfenen Gittermodells mit realen Parakristallen fest- 
zustellen, bis zu welchem Grade die Theorie des idealen Parakristalls 
den realen Parakristallen gerecht wird. Die folgenden Ausfiihrungen 
werden zeigen, daB die Theorie des idealen Parakristalls eine mathema- 
tisch besonders leicht zu handhabende Interferenztheorie erméglicht, 
die bereits viele charakteristische Merkmale der Streudiagramme realer 
Parakristalle abzubilden vermag, im einzelnen aber noch weitere Ver- 
feinerungen offen laBt, wie diese etwa auch durch spatere Fassungen des 
Temperatureinflusses an der Kristallgittertheorie vorgenommen wurden. 


III. Vorbemerkungen zur Berechnung der Streuintensitat. 


Da beim praktischen Interferenzversuch an parakristallinen Sub- 
stanzen meist eine Vielzahl von Einzelparakristalliten zur Wirkung 
kommt, ist es angebracht, die mittlere Streuintensitat vieler bis auf ihre 
statistisch-individuellen Einzelziige sonst gleichgebauter Paraeinkristalle 
zu berechnen, zumal diese mittlere Streuintensitat besonders leicht 
anzugeben ist. An anderer Stell [16] wurde eine derartige Mittelwert- 
bildung der ,,statistische Uberlagerungseffekt“ genannt. — 

Die Streuamplitude des Gitterbausteines (4) ergibt sich entsprechend 


zu (3) 


Ajai(b) = feline °° *™, (14) 
wobei a ; 
finr(0) = & Oni (*) (12 


,,Bausteinfaktor‘‘ genannt sei und A;,, sich auf «=O bezieht. Zur 
Berechnung der Streuamplitude des begrenzten Haufwerkes (5) fiihrt 
man zweckmafig dessen Gestaltfunktion (1) ein und erhalt entsprechend 


(3) und (2): ye _—._ 
1813's (x x) ° Org (% — tia) = evans cee aaa! S. (15) 


ikl tkl 
ule nah Quellungsgrad. 
2 Je nach der mechanischen und Warmebehandlung und der chemischen 
Konstitution. 
silts 
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Liegt insbesondere der Bezugsidealpunkt pgr stets bei x =O und be- 
trachtet man den Mittelwert dieser Streuamplitude (15), der also der 
Streuamplitude vieler Parakristalle gleicher Gestalt und gleicher Koor- 
dinationsstatistiken entspricht, falls diese alle parallel zueinander 
orientiert sind und keine ,,auBere Interferenzen‘‘ zwischen den einzelnen 
Parakristallen auftreten!, so ergibt sich wegen der statistischen Un- 
abhingigkeit der Gitterstérungen erster Art von denen zweiter Art 


Ca eee 
A (6) = S(6) [fe (8) f(2) 2" (0)], (64*) 
wobei 
3 e72at (b xK) == Jn (d) (16) 
K=0 


der ,,Gitterfaktor’’ des Parakristalls genannt wird. Da der Kombina- 
tionsvektor x, entsprechend dem oben unter (1 ) Gesagten m Volum- 
element dv, mit der Wahrscheinlichkeit Hx (*x)dvx vorkommt, so kann 
man unter Einfiihrung der in (8*) definierten Gesamtstatistik z!(x) 
statt des StreLTJEs-Integrals (16) ein acher schreiben: 


Zn (b) = § (2). (15%) 


Der Gitterfaktor Z* ist also nichts weiter als die FouRIER-Transformierte 
der Gesamtstatistik zt. Wahrend bei letzterer der Index 1 angibt, daB 
entsprechend (3*) jede ihrer Haufigkeitsm xima ein Volumintegral vom 
Wert 1 hat, so deutet der Index v, bei ersterem darauf hin, daB jeder 
,Knoten“ des Gitterfaktors im | OURIER-Raum ein Volumintegral vom 
Wert v, (A~) aufweist: 

{ 2°%(b) do, =v, (557) 


Knoten by 


v, ist das Volumen einer Zelle des reziproken Gitters im FouRIER-Raum. 
Falls speziell die Koordinationsstatistiken H, ein Symmetriezentrum 
haben, gilt vereinfachend 


V,U,=1, (17) 


wobei v, also das mittlere Volumen einer Elementarzelle des Parakristall- 
gitters im physikalischen Raum bedeutet. Auf Grund des Faltungs- 
theorems (16 ) laBt sich der Gitterfaktor eines idealen Parakristalls 
in einfacher Weise berechnen. Es bezeichnet der Statistikfaktor F, (0) 
die Fourrer-Transformierte der Koordinationsstatistik H, [s. (9a)]: 


(0) =" (H,); Ra, 23. (14*) 


' Die Beriicksichtigung dieser A4uBeren Interferenzen wird an anderer Stelle 
vorgenommen [22]. 
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Dann ist einfach 
® (Hx,; HE K,) — Gil Gis ee , 
wobei gilt?: 


 fir- K,>0 
Gy=\_, " (18) 
fe Wir) eae 
Es ist also einfach 
00 +00 +00 
At) eg Bx Die GES GC ELGG (19) 
K,=—oo K, oo K, 0° > : 
woraus sich nach einfacher Rechnung ergibt: 
Un — 1 aie iz} . . - 6 
Z(8) = JT Re ESS: k=4; 2; 3. 35%) 


Diese iibersichtliche Funktion der drei Statistikfaktoren (14*) wurde 
ausfiihrlich diskutiert [1] und zeigte unter anderen folgende fiir die 
spateren Betrachtungen wichtige Eigenschaften : 

Genau wie z!(x) im physikalischen Raum, so weist auch Z’"(b) im 
FourtER-Raum eine Vielzahl knotenartiger Erhebungen der Integral- 
werte (55*) bzw. (3*) auf, die mit wachsendem |x| bzw. |b| immer ver- 
schmierter werden. Bei b~O dagegen erhebt sich aus verschwindendem 
Untergrund stets als Unstetigkeitsstelle eine Punktfunktion P1(b) +: 


limZ*=(6)=0; Z(b) = — P*(0). (59*) 
b+0 b~O % 
Der raumliche Mittelwert des Gitterfaktors hat genau wie die a-priori- 
Wahrscheinlichkeit W(x) in (10) und (12) den Wert 1: 
fZe0(b) = 1, (58*) 
Ub % 
falls man nur iiber e’n ausreichend gro8es Volumen »v, integriert, das sich 
bis in den reflexlosen Bereich B;., hinein erstreckt (s. unten). In B;,, 
hat der Gitterfaktor seinen Endwert 
lim Z*=(b) =4 (60%) 


|b |->00 


1 Die Gl. (19*) der vorigen Untersuchung [1] gilt, was dort versehentlich 
nicht erwahnt wurde, nur fiir positive K,. Die hier dargestellte Summation (19) 
ist dort in gleicher Weise vorgenommen worden, wie man aus dem Text unter 


(34*) erkennt. 
+ Die Punktfunktion P1(b) bzw. P!(*) ist definiert durch 


P(b) = 0 fiir alleb+0 mit fP1(b)dy,=1, 
P(x) =0 fiir alle +0 mit {P'(x) dvy=1. 


Sie entspricht véllig der uneigentlichen Drracschen 0-Funktion. 
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praktisch erreicht. Weiterhin gilt allgemein, wie man aus (10*) und (13*) 
sofort verifiziert, indem man dort b =0 bzw. x =0 einsetzt?: 


fS(b)dv,=s(0)=1; SO)=fs(x)dv,=v; f|SPdv,—v. (20) 


SchlieBlich sei noch auf zwei verschiedene Wege hingewiesen, nach 
denen man die Streuintensitat eines homogen mit der Elektronen- 
dichte 9, erfiillten Kérpers der Gestaltfunktion (1) berechnen kann. 
Hierfiir gilt zunachst allgemein: 

Oy PN Ae Ie ee (21) 
vv 
Der erste Weg besteht darin, das Doppelintegral zu zerlegen und jedes 
Einzelintegral getrennt zu integrieren: 
Ja ose rrte re do, f aa banl dy, (22) 


woraus entsprechend (2) oder (13*) folgt: 

T= ef S°S* = oof. |SP. (23) 
Gl. (23) gilt streng nur, wenn der Streukdrper aus einer groBen Zahl 
von Elektronen besteht (Beweis dafiir s. Abschnitt IV). 


Der zweite Weg besteht darin, da man in (21) zunachst tiber alle 
dv, und dv,, gleichzeitig bei konstantem Vektor 
Lye Nah axle 
integriert, wobei dieser dem Betrag nach um dé, der Richtung nach um 
den Raumwinkel dQ schwanken mége. Verschiebt man mit STOKES und 
WILSON [17| den Streuk6rper um diesen Vektor x, parallel in sich aus 
seiner urspriinglichen Lage, so hat der so entstehende ,,ghost‘‘ mit dem 
urspriinglichen Kérper das Volumen vg gemeinsam. Die Wahrschein- 
lichkeit W,, den Vektor x, innerhalb der Toleranzen dé, dQ bei der 
Integration (21) anzutreffen, ist somit: 


vr Be déEdQ vx dv 
Wy = ye as a % (24) 
Aus (21) ergibt sich also 
T=ObR fad f dQe-s0-0) og £2 
0 
oder als StTIELTJES-Integral angeschrieben: 
Fe Cols Die ae ne (25) 
K 


1 Zum Beweis der letzten Relation in (20) schreibe man das Integral ent- 
sprechend (10*) und (17*) in der Form 


. hee a as 
lim § 7 (S + S*) = lim s(x) s(— x) = f's®(y) du, =v, 
x0 


x0 


was zu beweisen war. 
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Porop [18] ging bei der Berechnung der , Partikelstreuung’ kolloider 
Systeme diesen letzten Weg und bildete nach Integration iiber alle 
Raumwinkel durch Normierung von W, auf Kérper mit der Maximal- 
ausdehnung y,.4x=1 aus diesem Wx eine also normierte ,,Abstands- 
funktion“, 

In den folgenden beiden Abschnitten wird auf diese beiden Weisen (23) 
und (25) die mittlere Streuintensitat von Parakristallen berechnet, die 
alle zueinander parallel orientiert das erste Mal (Abschnitt IV) die 
gleiche Gestaltfunktion s(x), das andere Mal (Abschnitt V) die gleiche 
Zahl N, von Gitterbausteinen der gleichen Konfiguration aufweisen. 
Infolge der Gitterst6rungen erster und zweiter 
Art unterscheidet sich also statistisch das indi- 
viduelle Streubild jedes einzelnen Parakristalls 
etwas von dem des anderen, wobei diese sta- 
tistische Schwankung der Streuintensitat natiir- 
lich mit zunehmender Zahl N, abnimmt. Der 
erste Weg des Abschnitt IV gilt nur fiir nicht 
zu kleine Zahl der Gitterbausteine, bietet aber 
gegentiber dem zweiten Weg den Vorteil, daB Mita paca ata 
hier der EinfluB der 4uBeren Gestalt des Para- __ leren Streuintensitat parallel ori- 
kristalls auf das Streubild in allgemeiner Form Fela ge cons nes 
explizit angebbar ist, wahrend der zweite Weg _Idealpunktes vom Baustein 000. 
auch fiir beliebig kleine Bausteinzahlen N, - He ae ia 
Giiltigkeit hat. Doch beschrankt sich die Aus- 
rechnung der Streuformel in Abschnitt V auf verwackelte Parallel- 
epipede, deren Kanten durch Koordinationsvektoren a, gebildet sind. 
Andere Koordinationsformen der Bausteine lassen sich entsprechend be- 
rechnen, worauf hier nicht naher eingegangen werden soll. 


IV. Mittlere Streuintensitat bei konstanter Form der Parakristalle. 


Die folgende Berechnung der Streuintensitaét zeigt fiir Parakristalle aus N, 
Bausteinen einen héchstens zu 1//N, proportionalen prozentualen Fehler, falls nur 
die Zahl der von der Gestaltfunktion s(x) zerschnittenen Oberflachenbausteine 
im Réntgendiagramm gegeniiber der Gesamtzahl N, in im Text naher erlauterter 
Weise nicht ins Gewicht fallt. 

Es habe jeder der zu berechnenden Parakristalle die gleiche Gestalt- 
funktion s(x) [s. Gl. (1)], wobei stets der Idealpunkt eines Gitterbau- 
steines 000 an der gleichen Stelle A des Parakristallvolumens legen 
moge, die zugleich als Ursprung des Ortsvektors x gewahlt werde (Fig. 3). 
Der Baustein pgy liegt also mit entsprechender Wahrscheinlichkeit am 
Orte x=x,,,- Die mittlere Streuintensitaét ergibt sich zu: 


Jk =) 602 DAA Ems aa mem oe (26) 


ikl par 
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wobei die Summen also jeweils itber alle im Volumeny liegenden Bausteine 
zu erstrecken sind. Dabei werden die an der Oberflache liegenden Bau- 
steine, soweit sie aus dieser herausragen, wegen der Gestaltfunktion s(x) 
zerschnitten. Setzt man nun voraus, daB die Zahl dieser Oberflachenbau- 
steine klein ist gegentiber der Zahl der inneren Bausteine, so wirken 
sich die durch die Zerschneidung gednderten Bausteinfaktoren praktisch 
auf das Resultat nicht aus. Dieses ist, wie man zeigen kann, schon dann 
der Fall, wenn etwa 75% aller Bausteine nicht zerschnitten werden. 


Tabelle 2. Zahl N, der Bausteine lings der Kanten verschiedener verwackelter 
Prismen, bei denen die Oberflachenbausteine zahlenmdBig etwa 25% aller Bau- 
steine N, betragen. 


N, N, | Ns | N; 
————————————————————— nnn nnn ana r 
Verwackelter Kubus 3.2) s) = 20 | 20 | 20 8000 
Verwackeltes Stabchen. .... | 16 | 40 16 10000 
Verwackelte Lamelle. ..... 8 ed COMmn mm OO 80000 
Einschichtige (,,amorphe‘’) Lamelle | 1 14 | 144 | 196 
Einreihiges (,,amorphes*’) Stabchen 1 | 1 8 


Die folgende Berechnung gilt also, wenn die mittlere Zahl von Bau- 
steinen im Parakristall die in Tabelle 2 angefiihrten Mindestzahlen N, 
erreicht oder iibertrifft. Die Bezeichnung ,,amorph“ fiir die Parakri- 
stalle der beiden letzten Spalten der Tabelle ist deshalb berechtigt, 
weil derartige Gebilde keine Raumgitterinterferenzen e1zeugen und da- 
rum im R6ontgendiagramm nur recht verwaschene Reflexe erzeugen, 
die mehr oder weniger zum ,,diffusen‘‘ Untergrund beitragen. 

Offensichtlich treten in (26) neben jeweils N,-Summanten mit K,=0 
[vgl. Gl. (6)] weitere N,(N,—1)-Summanten auf, in denen zwei verschie- 
dene Bausteine zur Kombination gelangen. Addiert man zu letzteren 
jeweils N, Summanten mit a und bezeichnet diese Intensitaétskompo- 
nente mit j,,) so, gilt: 


J=fith, (27) 
wobei 
Si=te N, Di (tear tina) ee (28) 
par 


ist. Da die Zahl N, allein durch die Koordinationsabstande a, gegeben 
ist, im idealen Parakristall also unabhangig ist von den Gitterstérungen 
erster Art, diese selbst wieder im Baustein 7k/ statistisch unabhangig 
von denen in #gr sind, so kann man statt (28) schreiben: 


J=N,f°4*|f| mit A*|f| = [#F—|7P, (29) 


wobei also A|/| die mittlere statistische Schwankung des Baustein- 
faktors und 


ay U 
N= (29a) 


r 


die mittlere Zahl der Gitterbausteine ist. 
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Zur Berechnung der zweiten Komponente J, summiert man (26) 
entsprechend (22) zunachst bei konstantem fqr iiber alle 7k/. Man 
nennt entsprechend (16) 


p—224(b, HikI—Xpqr) — Fn ‘ 
é eae 2 (30) 


=Me2 


ikl 


den , individuellen Gitterfaktor‘‘ des Bausteines pqr in dem betrachteten 
Parakristall. In (26) hat man jedoch nur tiber eine begrenzte Zahl von 
Bausteinen 7k/ zu summieren. Man wird hier also ganz wie in (2) eine 
Gestaltfunktion einfiihren, hat dabei aber zu beachten, daB diese auf den 
Baustein gr bezogene Funktion s,,, mit der auf den Punkt A bezo- 
genen s (Fig. 3) in dem Zusammenhang steht: 


Spqr (%x) =S(% + Xpqy)- G1) 
Denn man erhalt die Ortsfunktion s,,, durch Parallelverschiebung der 
Funktion s um den Vektor —vx,,,. Ihr Gestaltfaktor ergibt sich zu 


Spqr(2) = & (Spar) = Se Nera (32) 
So erhalt man aus (26) 
Is=2 CFP Z57,) (S at Oa). (33) 
par 


Bei der Summation tiber die #q7 ist zu bedenken, daB jedes Z,,, etwas 
anders ist. Besonders erschwerend aber kommt hinzu, daB der auf den 
Baustein 000 bezogene individuelle konjugierte Gitterfaktor 


Zip =, eats t000) (33a) 
par 

statistisch nicht unabhangig ist von (30). Denn bei vorgegebener Lage x, ,, 
aller Idealpunkte sind beide individuelle Gitterfaktoren (30) und (33a) bei 
unbegrenztem Parakristall festgelegt. Da in diesem Abschnitt aber 
eine hohe Bausteinzahl N, vorausgesetzt wird, sind die Schwankungen 
dieser beiden individuellen Gitterfaktoren von ihrem Mittelwert (16) so 
unerheblich, da8 man mit nur einem kleinen Fehler schreiben kann?: 


Mea Pee pe 
Ja = (fe |f |? 2°") (S + 2% S*). (34) 


Wegen der vorausgesetzten hohen Zahl N, hat nun S(6) im FourRIER- 
Raum seine eventuellen Nebenmaxima bei so kleinen b-Werten, daB an 
der Stelle b, des ersten Knotens des Gitterfaktors neben dem Zentral- 
fleck b =0 der Gestaltfaktor S den Wert 0 erreicht hat. Es ist darum 

1 Die in Tabelle 2 Zeile 1 bis 3 angegebenen Mindestzahlen N, ergeben im 


Parakristall schon eine so hohe Zahl individueller Kombinationen mit konstan- 
ten K,, daB die individuellen Gitterfaktoren hier nur wenig schwanken. 
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in (34) beim Faltungsprodukt Z* S* nur der Verlauf in Nahe des Zentral- 
flecks zu diskutieren. Nach (59*) ist dort der Gitterfaktor eine Punkt- 
funktion, so daB man unter Beachtung von (2a), (17) und (55*) findet: 


A 


5. Zms* = 4+ |Sp. (34a) 
Gl. (34) vereinfacht sich dann also fiir Parakristalle zu 
Ir=— (8 FR 2) [SP (35) 


Wenngleich die Diskussion dieser Gleichung erst in Abschnitt VI erfolgt, 
sei schon hier darauf hingewiesen, welchen EinfluB es auf das Resul- 
tat (34) hatte, da8 man in (33) die Schwankungen der individuellen 
Gitterfaktoren (30) und (33a) vernachlassigte. Im Zentralfleck ergibt 
sich fiir J, aus (26) einfach 


Jo = 12 (0) |F(0)P NP. (35a) 


Die in (34) zur Vereinfachung vernachlassigte statistische Kopplung 
zwischen beiden Gitterfaktoren ist gleichbedeutend damit, daB in (35a) 
statt 


is] 


—9 
NCS eels uN) 


gesetzt wurde. Bezeichnet 


A= V@ Az Az)” — (ay ae As) 
die mittlere statistische Schwankung des Volumens einer Elementar- 
zelle, so ist wegen der im idealen Parakristall vorausgesetzten stati- 
stischen Unabhangigkeit der Schwankung der einzelnen Elementarzellen 
(Gitterst6rungen zweiter Art!) bei konstantem Gesamtvolumen des 
Parakristalls die relative Schwankung der in ihm enthaltenen Baustein- 
zahl N, gegeben durch 
A Np Aedes 
N,v eee” 


Somit ist der streng zu N? proportionale Zentralfleck (und ebenso eine 
in allen nicht stark gestérten Reflexen auftretende gleichfalls zu N?2 


proportionale ,,Spiegelkomponente‘) mit einem zu —2— a ae propor- 


tionalen Fehler behaftet, wenn man (35) anwendet. Die Komponente af 
dagegen ebenso wie eine in allen starker gestérten Reflexen auftretende 
diffuse Komponente ist proportional zu N, und damit nur mit einem 
zu 4/\/N, proportionalen Fehler behaftet. AuBerdem ist der in diesem 
Abschnitt gemachte Fehler also proportional zur relativen mittleren 
Schwankung des Volumens einer Elementarzelle bzw. zum Quadrat 
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dieser Schwankung. Es ist damit die zu Eingang dieses Abschnittes 
gemachte Beadneing bewiesen und gezeigt, daB sich die Berechnungs- 
weise dieses Abschnittes vor allem fiir Parakristalle eignet, die aus nicht 
zu wenig Bausteinen bestehen (vgl. Tabelle 2). 


V. Mittlere Streuintensitat bei konstanter Bausteinkonfiguration. 


Die folgende Berechnung gilt exakt fiir ideale Parakristalle einer beliebigen, 
aber festen Konfiguration aus beliebig vielen oder wenigen Bausteinen derart, 
daB alle Parakristalle genau gleichgebaut und orientiert waren, falls jegliche Gitter- 
stérungen fehlen. Die Streuformel (39) bis (41) beziehen sich speziell auf verwackelte 
Koordinationsepipede. 


Wieder trennt man aus (26) zunachst die N-Summanten mit K,=0 


ab und addiert zur Komponente Jj, in (27) N-Summanten mit Vole 
Man findet also entsprechend (29) 


i NA? IT. (36) 
Zur Berechnung von /, benutzt man nun aber einen den Gl. (24) und (25) 
entsprechenden Weg. Es bezeichnet hier dann N,2W, die Zahl der im 
Parakristall vorkommenden Kombinationen K mit konstantem Zahlen- 
trippel (6a). Es ist also 
Deirdre, ee ee, (37) 
eWay OG 
wobei die Summen iiber alle mdglichen K-Kombinationen im Kristall 
za nehmen sind. Da nun in jedem der betrachteten Parakristalle der 
Kombinationsvektor x, mit der Wahrscheinlichkeit Hx (%,)dvx vor- 
kommt, so ergibt die Mittelwertbildung in (37) einfach: 
Ja= 2 |FP NP XD We f oP 00) Hg (xq) dog. (38) 
Ra Ke 
Zur weiteren Ausrechnung beschraénken wir uns hier auf den Fall eines 
verwackelten Parallelepipedes, dessen verwackelte Kanten aus jeweils 
N, Koordinationsvektoren a, gebildet sind. Offensichtlich ist dann 


fies oe LEDS —|K,|); 2;3 mit N=NMN,. (39) 


Das Integral in (38) stellt die Fourrer-Transformierte von Hx dar. 
Es ergibt sich also aus (38) unter Substitution von (39) und (48): 


R=APIT & (M—|Ka) CR. (40 


Jede k-Teilsumme ist leicht zu berechnen, wenn man zweckmaBig je 
zwei Summanten mit gleichem |K,,| zusammenfaBt und (18) beachtet: 


TPE ON is PACU 
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Beachtet man weiter, daB 


Nk ae Ne 
Kx == a 
eee 
Koy 
und daB 
Nk Nx r 
: d(FKx) 1 — FNs FN« 
y fe \ 7, = fe Me 
K, Se fi, dF, Gap k a 

K,=1 Kx=1 


ist und vergiBt bei der Summation in (40) den Summanten K,=0 
nicht, so findet man sofort: 


- 1+ F, tet 
h=flit [[{MRe itt —2ReR eet (at) 
k 


Der erste Summant in der geschweiften Klammer entspricht zusammen 
mit j, der an anderer Stelle [16] gefundenen ,,diffusen“’ Streukompo- 
nente. Phasenbeziehungen zwischen den einzelnen Bausteinen wirken 
sich in dieser Intensitatskomponente offensichtlich nur im relativen 
Intensitatsverlauf aus, wahrend ihre Proportionalitat zu N, anzeigt, 
daB der Parakristall wie ein inkoharenter Bereich wirkt. Der zweite 
Summant in der geschweiften Klammer entspricht dagegen der dort 
beschriebenen ,,Spiegelkomponente‘’. Eine ausfiihrliche Diskussion von 
(41) erfolgt im nachsten Abschnitt. 

Hier sei nur die folgende Bemerkung vorweg genommen: Fir ein 
parakristallines Netz aus einer Lage von Bausteinen, die durch die 
Vektoren a, und a, koordiniert sind, ist N,;=1. Es ergibt sich dann 
in (41) fiir den k =3-Faktor einfach: 


Rett _oRe F, = 


14 —5 
i-k wre 


oer (42) 
Die Produktbildung ist dann in (41), wie auch nicht anders zu erwarten, 
nurmehr tiber k=1;2 vorzunehmen. Ebenso entartet (41) fiir einen 
fadenformigen Parakristall, der nur aus einer einfachen Reihe von 
durch a,-Vektoren verbundenen Bausteinen besteht, unter Addition 
von Jj; aus (36) zu: 


(1 


wobei Z* nun der Gitterfaktor des Fadenparakristalls ist. Die Diskus- 


sion. derartiger Fadenmolekiile usw. ist einer anderen Untersuchung 
vorbehalten. 


Fraten = 2 [NTF + FR(M" —1)—2ReR ASA Gy) 


1 In ahnlicher Form hat auch Porop [18] diese Gl. (43) bei der Untersuchung 
von Mizellbiindeln mit Gaussscher Abstandsstatistik gefunden. 
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VI. Der Verlauf der mittleren Streuintensitat im Fourier-Raum. 


Genau wie bei der Diskussion der Streuamplitude aufgezeigt 14Bt sich auch 
hier der FourtEr-Raum in sechs Bereiche zergliedern, die einander schalenformig 
mit dem Zentrum im Zentralfleck b - 0 umschlieBen: Zentralfleck Bo. ,, Bereich 
der ungest6érten (,,Kristall‘‘)-Reflexe Bes Ubergangsbereich Bae der Reflexe 
verschiedenen Stérungsgrades, Bereich der stark gestérten Reflexe B, ,, Bereich 
der Flissigkeitsinterferenzen B,, und schheBlich bei geniigend groBen b-Werten 
der sich bis ins Unendliche erstreckende reflexlose Streubereich Been 


Die diffuse Komponente J,. 

Stets erstreckt sich entsprechend (29) und (36) tiber den FourtEr- 
Raum die zur Bausteinzahl und der mittleren statistischen Schwankung 
des Bausteinfaktors proportionale dif use Komponente J,. Sie ver- 
schwindet bei kleinsten Streuwinkeln dann und nur dann, wenn alle 
Bausteine gleichviel Elektronen enthalten. Denn es ist entsprechend 
(12*) und (20) die Zahl der Elektronen im Baustein ik] gegeben durch 


S Oixi(*) avy = f;p1(0), (43 a) 


so daB dann bei gleicher Elektronenzahl die GréBe A|f| mit gegen 0 
gehendem b selbst verschwindet. 

Doch ist eine Analyse des diffusen Untergrundes im Rontgendia- 
gramme dadurch erschwert, daf auch J, einen — allerdings bei kleinsten 
Streuwinkeln verschwindenden — derartigen Untergrund erzeugt, der 
sich der Komponente /, zu einem schwer analysierbaren Gesamtunter- 
grund iiberlagert. Wie schon friher gezeigt [1] nimmt der diffuse Unter- 
grund der Komponente j,/f?/2 mit wachsendem } erst langsam, dann 
immer schneller zu und nahert sich schlieBlich asymptotisch in B, , dem 
Grenzwert 1, wahrend gleichzeitig die sich aus diesem Untergrund er- 
hebenden ,,Reflexe“‘ immer verschmierter werden und sich in B,, mit 
dem Untergrundanteil zu einem gleichfalls schwer analysierbaren Ganzen 


vermischen. 


Der Bereich B,, der ungestorten Reflexe (,,Kristallreflexe" ). 

Er wird dadurch definiert, daB in ihm iiberall die Knoten 6, des 
Gitterfaktors gegeniiber dem Quadrat des Gestaltfaktors als Punkt- 
funktion wirken!. Es vereinfacht sich damit (35) entsprechend (2a), 
(20) und (55*) zu 

Jy =x FIFE EIS —2,)P, (44) 


wobei die 6, die Gitterknotenpunkte des reziproken Gitters im 
Fourter-Raum reprasentieren und die Summe iiber alle in B, , liegende 


1 Der Bereich B, , fiir die Streuamplitude ist etwas ausgedehnter. Es genigt 
dort, wenn die Knoten des Gitterfaktors gegeniiber dem Gestaltfaktor selbst als 


Punktfunktion wirken [1]. 
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Gitterpunkte zu nehmen ist. (44) entspricht vollig der Intensitdtsver- 
teilung in jedem Reflex eines idealen Kristalles, weshalb B,, auch 
Bereich der Kristallreflexe“’ genannt werden konnte. 

Die Diskussion von (41) ist nicht so leicht durchfithrbar. Wie im 
Eindimensionalen gezeigt wurde [16], hat hier jeder Reflex die Form 


Io =e PPE ISO= BP (45) 
indem nun ja trotz konstanter Zahl der Gitterbausteine die auBere 
Gestalt der Parakristalle infolge der Gitterstérungen zweiter Art stati- 
stisch schwankt, so daB der Querstrich die statistische Mitteilung tiber 
alle individuellen Gestaltfaktoren bedeutet (,,statistischer Uberlage- 
rungseffekt‘‘). Bemerkenswert ist also, daB alle ungestérten Reflexe 
den gleichen relativen Intensitaétsverlauf aufweisen, aus dem man die 
Gestalt der Parakristalle bzw. ihre Gestalt und GréBenstatistik berech- 
nen kann. 


Der Zentralfleck (die ,,Kleinwinkelstreuung ). 


Speziell der stets innerhalb B,, liegende Reflex 0,0, 0 entartet 
wegen (43a) und 
‘7 (0) \/2, = Go 
in Gl. (44) stets in die durch (23) gegebene Form. Da der Knoten 6, =0 
des Gitterfaktors gemaB (59*) stets eine Punktfunktion ist, so ist der 
Zentralfleck also stets ein Kristallreflex, wie groB auch immer die Gitter- 
st6rungen zweiter Art sein mégen. Aus seinem Studium kann man also 
stets Gestalt und mittlere Elektronendichte des Parakristalls bestimmen. 
Aus diesem Grund eignet sich auch die Kleinwinkelstreuung stets zur 
Bestimmung der ,,KristallitgréBen“, ganz im Gegensatz zu den tibrigen 
b,Reflexen, falls sie nicht in B,, liegen. Auf diese bemerkenswerte 
Tatsache wurde schon wiederholt aufmerksam gemacht [19], [20], [214] 
und auch auf die Giiltigkeitsgrenzen der LAuEschen Methode der Kri- 
stallitgr6Benbestimmung hingewiesen [19]. 
Im Bereich des Zentralflecks ist bekanntlich fiir die meisten Kombi- 
nationsvektoren x 
(0, x) S—, 
wobei N, die mittlere Bausteinzahl langs aller Geraden bedeutet, die 
parallel zu b, liegen. Fiir N.>1 geht (38) wegen 


[7(0)| N, = @ov 


einfach in (25) itber, so daB also auch die zweite Integrationsmethode 
des Abschnitt V auf eine (45) fiir 6,0 entsprechende Intensitats- 
verteilung fiihrt, wie das auch nicht anders zu erwarten war. Da nach 
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(44) der relative Intensitatsverlauf in allen Kristallreflexen der gleiche 
ist, ist damit auch nachtraglich der mehrdimensionale Beweis fiir die 
Richtigkeit der Gl. (45) erbracht. 


Zur quantitativen Interpretation der Kleinwinkelstreuung sind aber 
auch die ,,auBeren Interferenzen‘‘ zwischen den einzelnen Parakristalliten 
in Rechnung zu stellen, wie dies bereits an anderer Stelle versucht 
wurde [22]. Ist man sicher, daB auch ein auBerhalb des Zentralflecks 
liegender Reflex véllig ungestort ist, so gilt fiir diesen streng (45). Man 
kann in diesem Fall dann aus dem Studium seines Verlaufes also die 
GroBenstatistik der Parakristallite gewinnen, ohne auf derartige auBere 
Interferenzen Riicksicht nehmen zu miissen. Aus der Differenz zwischen 
seinem relativen Intensitatsverlauf und dem des Zentralflecks kénnte 
man dann umgekehrt diese Komponente der duBeren Interferenzen 
experimentell gewinnen, was fiir manche Feinstrukturfragen bedeutsam 
sein kann [22]. 


Der Bereich B,, der stark gestérten Reflexe. 
Zusammenhang mut der DEBYEschen Fliissigkeitstheorte. 


In diesem Bereich 6,, wirkt im Gegensatz zu B,, das Quadrat 
des Gestaltfaktors gegeniiber jedem Knoten des Gitterfaktors als Punkt- 
funktion! und jeder dieser Knoten erhebt sich deutlich separierbar aus 
einem ,,diffusen Untergrund“ ({vgl. Gl. (51) unten]. Es entartet hier 
also Gl. (35) entsprechend (2a), (20) und (55*) zu: 


he =N, fe |f |? 2". (46) 


Wie im Eindimensionalen gezeigt [16], ist in (41) der zweite Summant 
in der geschweiften Klammer gegeniiber dem ersten vernachlassigbar, 
wenn man die Bereiche B,,, B,, und B,, betrachtet. Substituiert 
man in (41) nun (35*), so erhalt man also auch auf diesem Weg das 
Resultat (46), wobei N, nur durch N, zu ersetzen ist. Addiert man 
hierzu (29) bzw. (36), so ergibt sich fiir die Gesamtintensitat: 


ee ee Ze — 1) (47) 


Es ist in diesem Streuwinkelbereich also in keinem Fall mehr die GréBe 
der Parakristalle erkennbar. Bei unorientierten Haufwerken von Para- 
kristalliten ist Z’" iiber aller Raumwinkel zu mitteln und fiihrt somit 
im FourierR-Raum auf eine kugelsymmetrische Ortsfunktion 2° (6). 
Man kommt dann und nur dann in den Giiltigkeitsbereich der DEBYE- 
schen Fliissigkeitstheorie [7]. Allerdings ist die DEByEsche Annahme (11), 


1 Erst recht wirkt dann |S|? auch in B,, und B,, als Punktfunktion, wes- 
halb die hier abgeleiteten Formeln auch in heten anderen Bereichen Giiltigkeit 
haben. Doch entarten sie in B; , in eine noch einfachere Form (s. unten). 
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daB auch W(x) Kugelsymmetrie zeigt, keinesfalls gerechtfertigt [vgl. 
(10)}. In bezug auf die Interferenzwirkung wird dann vielmehr die 
iiber alle Raumwinkel gemittelte Gesamtstatistik 21(«) wirksam, und 
auch dies nur in B,,, B,, und B,,. In diesem Fall laBt sich (55x 


Kugelkoordinaten 
o=|xl/A;  s=|d/A; (6%) =escosp ‘usw. 


in der Form anschreiben: 


co k4 


Zn (b) = anf do f2(Lo) 0) e~2risecosh (92/3) sin BaB. 
0 0 


Versteht man mit Desye [7] unter P(g) nur eine a-priori-Abstands- 
wahrscheinlichkeit zwischen verschiedenen Gitterbausteinen, setzt man 
also 4 ae 

2 (x) = Pl(x) +— P(e), (48) 


so gilt wegen 
schlieBlich statt (47): 


J=Nelarif|+ lft + 


SU 


fP(o) o-sin 2n 9s do)|. 


dy 0 
Da diese Gleichung sowieso nur in Bs, usw. weit auBerhalb des Zentral- 
flecks Giiltigkeit hat, andert es an ihrem Wert nichts, wenn man eine 
Punktfunktion P!(b) abzieht, und man erhalt mit DEBYE bei verschwin- 
dender Bausteinfaktorschwankung einfach die bekannte Gleichung [7]: 


7=Mple|1—22 fa—P@)-e-sin2nesdo]. (49) 
70) 


Man erkennt also, da bei der DEByrEschen Theorie verschiedene Ver- 
einfachungen an der allgemeingiiltigen Formel (47) vorzunehmen sind 
und daB es insbesondere nicht statthaft ist, diese Theorie auch auf 
den Bereich B,, und B,, auszudehnen. Vor allem sind darum die Be- 
mithungen, mit Hilfe der DEByEschen Theorie die Kleinwinkelstreuung 
bis zu kleinsten Streuwinkeln hin erklaren zu wollen, von vornherein 
zum Scheitern verdammt, weil man dadurch den Giiltigkeitsbereich 
dieser Theorie in Partien des FouRIER-Raumes ausdehnt, wo sie not- 
wendigerweise versagen muB. Die mit dieser Frage zusammenhangenden 
Probleme konnen hier nicht naher diskutiert werden. 


Der reflexlose Bereich B,, (Bereich der Gasinterferenzen). 


Er ist dadurch definiert, daB in ihm der Gitterfaktor praktisch 
seinen Endwert 4 erreicht hat [vgl. Gl. (60*)]. Es vereinfacht sich damit 
(47) zu 


ESR. (50) 
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Das Streuphénomen besteht hier also bemerkenswerterweise in einer 
interferenzfreien Superposition der Beugungsbilder der einzelnen Gitter- 
bausteine. Es hat sich hier also das Gitter des Parakristalls in bezug 
auf seine Interferenzwirkung vdllig aufgelost. Je gréBer die Storungen 
zweiter Art sind, um so naher riickt dieser Bereich an den Zentralfleck, 
wobei alle dazwischenliegenden Bereiche B, , bis B, , im Fourter-Raum 
immer mehr zusammenschrumpfen. Ja, es sind Falle denkbar, wo B;, 
fast unmittelbar neben dem Zentralfleck beginnt [22]. Ein Beispiel 
dafiir bildet das kolloide Gitter gewisser amorpher Kohlesorten, in dem 
jeder Baustein aus einem Kohleparakristalliten besteht. Da derartige 
, Ubergitter‘‘ aber keine regelmaBigen Koordinationsverhaltnisse kennen, 
hat die Berechnung ihrer Streuintensitét auch auf andere Weise zu 
erfolgen. KILEY [23] nennt derartige Stoffe, deren Gitterfaktor sich 
nur unwesentlich vom Wert 1 unterscheidet, ,,Festk6rper vom Gastyp“. 


Der Ubergangsbereich B, , der Reflexe verschiedenen Stérungsgrades. 

In diesem zwischen B,, und B,, liegenden Bereich sind weder die 
Knoten des Gitterfaktors punktformig gegeniiber S? noch S? punkt- 
formig gegeniiber den Knoten. Es sind hier darum die allgemeinen 
Ausdriicke (35) und (41) zur Anwendung zu bringen. Beispielsweise 
wachst hier die integrale Linienbreite eines Reflexes mit abnehmender 
Gr6Be der Parakristalle und zunehmender Gitterst6rung zweiter Art. 
An anderer Stelle [19] wurde aus (41) fiir die integrale Linienbreite eine 
Naherungsformel abgeleitet, in der sich diese additiv aus einem Anteil 
der Kristallitgr6Be und einem Anteil der Gitterst6rung zweiter Art 
zusammensetzt. Die urspriingliche LAveEsche KristallitgroBenbestim- 
mung ist hier also in keinem Falle zulassig, sondern bedarf einer ent- 
sprechenden Korrektur, falls sie nicht iiberhaupt fiir zu stark gestorte 
Reflexe versagt. 


Der Bereich B,, der Fliissigkeitsinterferenzen. 


Er ist dadurch definiert [1], daB hier die Knoten des Gitterfaktors 
nicht mehr wie in B,, einen um ein Vielfaches gréBeren Maximalwert 
als der sie umgebende diffuse Untergrund haben und da8 sie umgekehrt 
noch nicht wie in B; , fast ganz in diesem Untergrund verschwunden sind. 

Dazu ist es notwendig und hinreichend, wenn hier an jeder b-Stelle 


mindestens ein |F,(b)| = 0,3 | 


| : 1) 
mindestens ein | F,(b)| = 0,3 


ist, wahrend fiir einen eigentlichen Reflex stets alle 


| F(0) 053 
sein miuissen. 
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Der in der Definitionsgleichung (51) eingefiihrte Zahlenwert 0,3 ent- 
behrt natiirlich nicht einer gewissen Willkiirlichkeit und kénnte ebensogut 
durch einen ahnlichen Wert ersetzt werden. Hat er aber etwa diese 
GréBe, so treten die eigentlichen Reflexe gerade noch deutlich aus dem 
diffusen Untergrund hervor und erméglichen umgekehrt bis an ihre 
Bereichsgrenze eine fiir spatere Auswertungsverfabren bequeme Na- 
herungsrechnung (s. Abschnitt VII). 

Je nachdem, welche Form die Koordinationsstatistiken haben, 
verschmieren sich hier auch schon mehrere benachbarte Knoten zu 
stabchen- und scheibchenférmigen Gebilden [1]. In diesem Ubergangs 
gebiet zwischen B, , und B,, vollzieht sich die Aufldsung des , ,reziproken 
Gitters‘‘. Die Bezeichnung ,,Bereich der Fliissigkeitsinterferenzen” ist 
vielleicht nicht ganz gliicklich gewahlt, weil viele Fliissigkeiten zweifellos 
auch stark gestérte Reflexe erzeugen. Uberhaupt vollzieht sich der 
Ubergang von B,, tiber B,, nach B; , ebenso wie der von B,,, tiber By, 
nach B;, so flieBend, daB es nicht sehr sinnvoll ware, die einzelnen 
Bereichsgrenzen allzu genau anzugeben. 


VII. Integrale Intensitaten. 


Zur quantitativen Feinstrukturanalyse parakristalliner Stoffe sind die Inte- 
gralwerte der gestreuten Intensitat von besonderer Bedeutung, fiir die sich einige 
einfache Beziehungen ableiten lassen, 

Aus (35) ergibt sich unter Benutzung von (2a) und (20) fiir die Inte- 
gralintensitat von J, einfach 


f Jndvy=N, ff \f 22% dv,. (52) 


Da Z*" entsprechend (58*) im Raummittel den Wert 1 hat, entsprechend 
(55°) aber in jedem Knoten 5, eine Integralintensitat aufweist, die gleich 
ist dem Volumen v, jener Zelle des reziproken Gitters, so kann man 
unter Berticksichtigung von J, fiir (52) in B,,, By, und By, schreiben: 


J J dv, =N ZC n) (Fn) [+ ARP) O (53) 


By_s 


wobei /(b,,) und A,,f von der Form des Knotens und dem Verlauf von 7 
und Af serena Mittelwerte dieser beiden letzten GrdBen innerhalb 
der betrachteten 6,-Elementarzelle sind. Je weniger sich f und Af 
innerhalb dieser Zelle andern, um so genauer ist das STIELTJES-Inte- 
gral (53) ausdriickbar durch das Integral 


fJdy=N,f FFP ay,. (54) 
Bs Bs 


Letzteres aber gilt wegen (60*) stets exakt imreflexlosen Streubereich B ee 
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Man erkennt leicht beim Vergleich mit (58*), daB die Integral- 
intensitat bei punktformigen Gitterbausteinen volhg unabhangig von 
den Gitterstérungen zweiter Art nur durch die Zahl der Bausteine 
gegeben ware, andernfalls aber auBerhalb des Bereiches B;,, doch in 


geringer Weise auch durch die Gitter- 
storungen beeinfluBt wird. Und dieses 
um so mehr, je starker sich der Bau- 
steinfaktor im Bereich einer reziproken 
Gitterzelle andert, je dichter gepackt 
die Bausteine also zusammenliegen. 

Damit werden aufs beste die ex- 
perimentellen Ergebnisse von BARKLA, 
COVEN, JAUNCY, PENNEL u. a. besta- 
tigt, wonach die integrale Streuintensi- 
tat von Gasen (ein Baustein ist klein 
gegenuber einer Gitterzelle) unabhangig 
ist von deren réumlichen Abstands- 
verhaltnissen, wahrend umgekehrt aber 
nicht erwartet werden darf, daB etwa 
1 g eines KC]-Pulvers exakt die gleiche 
integrale Streuung aufweist wie 1g 
Argongas cder 1 g Argon-fliissig! (die 
Zahl der Elektronen ist in beiden Stof- 
fen je Gramm etwa dieselbe). 

Doch ist die integrale Streuintensitat 
in erster roher Naherung auch bei festen 
Stoffen unabhangig von den Gitter- 
stdrungen zweiter Art. Diese Bemer- 
kung ist deshalb von Bedeutung, weil 
in der Literatur gelegentlich die Mei- 
nung anzutreffen ist, die ,,kristalline 
Phase“ in Hochmolekularen erzeuge 
nur dort eine Streuintensitét, wo auf 
dem Rontgendiagramm diskrete Re- 
flexe zu beobachten sind (vgl. [24] bis 


Fig. 4a u. b. Weitwinkelpulverdiagramm 
(photometriert) von nativer Ramie (a) und 
Viskose (b) nach HERMANS-WEIDINGER als 
Beispiel eines parakristallinen Molekiilgitters. 
Der schraffierte Bereich entspricht der in- 
koharenten und Luftstreuung. Die integrale 
kohdrente Intensitat, gegeben durch den In- 
halt der ubrigen Flache, entspricht etwa der 
Zahl der Elektronen im Streukérper. Die 
Trennungslinie (— — —) zerlegt diese nach 
HERMANS in einen Anteil, der zur ,,kristalli- 
nen Phase‘ (obere Flache) und einen Anteil, 
der zur ,,amorphen Phase‘ (untere Flache) 
gehort. Es ist bei dieser Zerlegung nicht be- 
riicksichtigt, daB Parakristalle auch im reflex- 
losen Streubereich streuen, Die Trennungs- 
linie (— - — - —) entspricht etwa der Theorie 
des idealen Parakristalls und zeigt, daB der 
Anteil an groBen Parakristallen (,,kristalline 
Phase“) gréBer ist als bisher angenommen, 
dies vor allem beim reflexarmen Diagramm b 
der Viskose. 


[29] und Fig. 4). Man hat in diesem Fall also die oben beschriebene , ,dif- 
fuse‘‘ Streukomponente der Parakristalle nicht mit in Rechnung gestellt. 

Die Gl. (53) ist fiir die Strukturerforschung von Parakristallen be- 
deutungsvoll. Sie zeigt, daB die integrale Streuintensitat in einem Reflex 


1 Vgl. hierzu A. H. Compton u. S. K. Artison, X-Rays in Theorie and Ex- 
periment. London 1935, S.18 ff. Unberechtigterweise wird dort allerdings der 
EinfluB der Gitterstérungen zweiter Art auf die integrale Streuintensitat auch 
bei Stoffen hoher Packungsdichte vernachlassigt. Der dort gegebene Beweis ist 


nur fiir Gase stichhaltig. 
Bye 
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in erster Naherung unabhangig von den Stérungen zweiter Art nur 
durch das Volumen der reziproken Gitterzelle und die mittlere Streu- 
intensitat der Bausteine an der Stelle des Reflexes gegeben ist. Eine 
Auswertung wird erst dann schwieriger, wenn sich diese Reflexe in B3, 
aus einem betrachtlichen diffusen Untergrund erheben und man nicht 
mehr entscheiden kann, welchen Anteil dieses Untergrundes man bei 
der Integration (53) mit erfassen soll. 

Zu einer vollstandigen Strukturanalyse derartiger Parakristalle 
gehért auch die Bestimmung der Statistikfaktoren /, in den Gl. (35) 
und (41), deren Inverstransformierte Einblick in die statistischen Ab- 
standsverhiltnisse, bei Molekiilgittern speziell also Einblick in die sta- 
tistischen Schwankungen der Valenzvektoren usf. gestatten. Es wird 
jedenfalls nicht mehr so einfach wie bei der DEByEschen Theorie sein, 
wo man durch Inverstransformation aus der Streuintensitat (49) die 
Gesamtstatistik P(c) gewinnen kann. Denn nun ist die Streuintensitat 
eine kompliziertere Funktion dieser Statistikfaktoren F,. 


VIII. Zusammenfassung. 


1. Es wird gezeigt, daB sich ein idealer Parakristall definieren 1aBt, 
der sowohl alle theoretischen Ansatze des idealen Kristalls einschlieBlich 
gewisser Gitterst6rungen erster Art, wie etwa den TemperatureinfluB 
in der DEByrschen Fassung von 1913, chemische Stdérungen durch 
Mischkristallbildung, individuelle Eigenziige der Bausteine in bezug auf 
inneren Aufbau und Verwacklung enthalt, als auch die Grundidee der 
Desyeschen Fliissigkeitstheorie aufweist. 

2. Mit Hilfe des Faltungstheorems der Fourter-Transformation 
wird der Verlauf der gestreuten R6ntgenintensitat im FourRIER-Raum 
angegeben. Wie schon bei der Berechnung der Streuamplitude gezeigt [1], 
existieren im FOURIER-Raum sechs Bereiche unte schiedlichen Charak- 
ters der Streustrahlung, in denen die allgemeinen Streuformeln in ein- 
fachere Ausdriicke entarten. 

3. In einem Gebiet treten klassische ,,Kristallreflexe‘‘, in einem ande- 
ren ,,Gasinterferenzen‘‘, in einem dritten Interferenzen auf, die eine Ver- 
allgemeinerung der DeByeschen Fliissigkeitstheorie unter Hinzuziehung 
cybotaktischer Struktureffekte darstellen. Die Kleinwinkelstreuung 
findet eine vertiefte Erklarung. In einem Ubergangsgebiet hat die 
Lauesche Kristallitgr68enbestimmung bedingte Giiltigkeit, in einem 
anderen wirken sich die cybotaktischen Effekte besonders stark aus. 

4. Die Berechnung der mittleren Streuintensitét erfolgt auf zwei 
verschiedenen Wegen. Das eine Mal besteht der Parakristall aus nicht 
zu wenig Bausteinen; seine auBere Gestalt wirkt sich explizit in der 
Streuformel aus. Das andere Mal besteht der Parakristall aus einer 
beliebigen Zahl von Bausteinen einer ganz gewissen Konfiguration; die 
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Streuformeln werden hier speziell fiir verwackelte Koordinationsepipede 
explizite angegeben. 

5. In allen Streuformeln erscheinen explizit die FourtER-Trans- 
formierten der Koordinationsstatistiken. Eine Feinstrukturunter- 
suchung derartiger Parakristalle liefert neben den Werten fiir die mitt- 
leren Translationsperioden dann auch die Statistik ihrer Schwankungen 
und neben der mittleren Elektronenverteilung in einer Elementarzelle 
auch deren mittlere statistische Schwankung. Ebenso liefert sie neben 
der mittleren Parakristallitgr6Be auch deren GréBenstatistik. Der groBe 
Vorteil der Réntgenmethode gegeniiber der Elektronenmikroskopie liegt 
offensichtlich darin, da erstere bei entsprechender Auswertung diese 
statistischen Werte direkt gewinnen la4Bt. Diese bestimmen zweifellos 
in entscheidender Weise die physiko-chemischen und technologischen 
Eigenschaften der Parakristalle und kénnen elektronenoptisch wenn 
liberhaupt — nur durch Auszahlen gewonnen werden. 


6. Es wird zum Ausdruck gebracht, daB die vorliegende Theorie des 
idealen Parakristalls einen Beitrag dazu liefern wird, die Feinstruktur 
mancherlei realer Parakristalle zu ergriinden, handelt es sich dabei nun 
um cybotaktische Flissigkeiten (STEWART), amorphe  Festkérper 
(RANDALL-KRATKY), Festkérper vom Gastyp (Ritry), Makrogitter in 
EiweiBen, Ubergitter in smektischen und nematischen Zustainden 
(FRIEDEL-RINNE-HERMANN), kristalline Phasen in Hochmolekularen 
(HERMANS), parakristalline Viren (BERNAL-FANKUCHEN), kolloide Ag- 
gregationen wie Lamellenpakete (KRATKy), Netz- und [ibrillarstruk- 
turen in Mizellen (GERNGROSS-HERMANN-ABITZ u. a.) oder um sonstige 
Mesophasen und pseudokristalline Gebilde. 


7. Die Giiltigkeitsgrenzen der klassischen Interferenztheorien werden 
besprochen. Insbesondere versagt die klassische Kristalltheorie ange- 
wandt auf Parakristalle bei zu groBen b-Werten im FourtIER-Raum, 
wahrend die DrxByesche Fliissigkeitstheorie stets bei kleinen b-Werten 
nicht mehr anwendbar ist. Auf eine Reihe von Unstimmigkeiten wird 
hingewiesen, die sich zwangsweise ergeben miissen, wenn man die Ront- 
gendiagramme realer Parakristalle mit Hilfe der klassischen Interferenz- 
theorien auBerhalb deren Giiltigkeitsbereich interpretieren will. 


Herrn Prof. vy. LAuvr danke ich fiir eine anregende Unterhaltung, der 
Notgemeinschaft der deutschen Wissenschaft fiir die 6rderung dieser 
Untersuchung. 
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Berichtigung 


zu der Arbeit von D. KAMKE: 


Zum Mechanismus der Kanalstrahlentladung. 
Z. Physik 128, 212 (1950). 


(Eingegangen am 12. September 19850.) 


Die angegebene Integralgleichung (S. 227 unten letzte Zeile) fiir 
Qo(z) ist falsch. Man hat die an der Stelle z startende Ionenzahl auf- 
zuteilen in die primar dort gebildeten (s je Langeneinheit) und die durch 
Umladung entstandenen (P,(z)). Dann tritt an Stelle jener Integral- 
gleichung: H 

oo (2) =s + Plz) =s + fis + Py(ey)) e-F6-*) day, 
Die Lésung gewinnt man durch Differentiation nach z zu 
F(z) =—esz-+const 
bzw. ; _ 
O9(z) =s+ es H(1—-7] (H Anodenlange). 


Die GroBe des an der Kathode ankommenden Jonenpakets wird damit 
gly sti + ei decent e—F%o, 
Da e von der GréBenordnung 1 cm’? ist, so geniigt es mit 
Qo(0) =s (1 + eH) e-** = ogge*™ 
weiterzurechnen. Das bedeutet, daB in den Formeln von S. 232 an 
iiberall 2¢ durch ¢ zu ersetzen ist, lediglich Formel (14) bleibt bestehen. 
Die Elementarverteilungskurve (Fig. 12) erhalt bei 7* =0 den Wert 2/z, 
woraus sich die HWB zu r¥ =0,85 (statt 1,3) ergibt. Die Zahlenwerte 
der Tabelle 4 auf S. 237 werden etwas abgeandert, so daB nunmehr 


die in untenstehender Tabelle angegebenen zahlenmaBigen Ergebnisse 
erscheinen, die besser mit den gemessenen in Einklang stehen. 


Tabelle 1. 
£ R berechnet R gemessen 
Gas G c 

(cm) (cm) (em) 
Hi, 0,099 0,796 0,164 0,09 
O, 0,208 0,00 0,208 0,072 
N, | 0,152 0,28 0,158 0,137 
He 0,146 0,425 0,162 0,114 
A 0,0665 0,969 0,267 0,275 
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Uber die Zeitabhingigkeit der Intensitats- 
dissymmetrie beim Wasserstoff Stark-Effekt. 


Von 
RupOLF GEBAUER, Darmstadt. 


(Aus dem Physikalischen Institut der Technischen Hochschule.) 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 30. August 1950.) 


Untersucht wurde die Lichtemission von. Wasserstoffkanalstrahlen bei ihrem 

Ubergang atis einem parallel oder antiparallel zur Strahlgeschwindigkeit orien- 

tierten elektrischen Felde in ein Feldgebiet der umgekehrten Richtung. Dabei 

zeigte sich, daB die fiir parallele und antiparallele Felder bei Druckleuchten 

charakteristische Intensitatsdissymmetrie einer Anderung der Feldbedingungen 

nicht momentan folgt, sondern Zeit zu ihrer Anpassung braucht, die sich zu etwa 
10°-® sec ergab. 


1. Einleitung, experimentelle Grundlagen, Problemstellung. 

Werden Wasserstoffkanalstrahlen nach ihrem Austritt aus der Ka- 
thode eines Entladungsrohres in ein elektrisches Feld gefiihrt, dessen 
Feldlinien in Richtung der Geschwindigkeit verlaufen, so fallt, wie schon 
STARK!, WILSAR? und LUNELUND® gezeigt haben, bei Abbildung der 
Lichtemission senkrecht zur Geschwindigkeit und senkrecht zu den 
Feldlinien auf den Spalt eines Spektrographen eine langwellige Kom- 
ponente intensiver als die entsprechende kurzwellige aus, wobei sich bei 
einer Umkehrung der Feldrichtung auch der Intensitatsunterschied um- 
kehrt. Unter den den genannten Untersuchungen zugrunde liegenden Be- 
dingungen (Wasserstoffkanalstrahlen in Wasserstoff) gehért dieser mit 
der Feldrichtung umkehrbare Intensitatsunterschied der bewegten Inten- 
sitat an. Nach Untersuchungen von WIERL? tritt er aber auch an der 
ruhenden Intensitat auf, allerdings mit umgekehrtem Vorzeichen, wenn 
z. B. ruhende Wasserstoffatome durch Stickstoffkanalstrahlen im elek- 
trischen Felde zum Leuchten angeregt werden. Wie Bour® bemerkte 
und SOMMERFELD rechnerisch ausfiihrte®, hangen diese charakteristi- 
schen Intensitatsdissymmetrien mit der StoBrichtung der Gasteilchen 


1 STARK, J.: Berliner Berichte, 47, 932 (1913). 

2 Witsar, H.: Géttinger Nachrichten 1914. 

8 LunELuND, J.: Ann. Phys. 45, 517 (1914). 

4 WIERL, R-? Ann.,Phys. $2, 563- (1927), 

° Boner, N.: Phil. Mag. 30, 405 (1915). 

6§ SOMMERFELD, A.: Jb. Radioaktivitat u. Elektronik 17, 426 (1920). 
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gegen die strahlenden Wasserstoffatome zusammen unter Beriicksich- 
tigung, daB, ebenfalls nach SOMMERFELD!, die langwelligen (kurzwelligen) 
Komponenten aus Ubergingen entstehen, deren Anfangsbahnen mehr 
auf der Riickseite (Vorderseite) des Kerns, d. h. vom Kern aus gesehen 
in entgegengesetzter (gleicher) Richtung wie das elektrische Feld ver- 
laufen. Wenn nun die strahlenden H-Atome durch das verdiinnte 
,tuhende“ Gas (wieder Wasserstoff) der Réhre bewegt werden, wie es 
in den oben zuerst genannten Experimenten der Fall war, so sind die 
Bahnen, deren Ladungsschwerpunkte hinter dem Kern liegen gegen 
den ,,Fahrwind“, d.h. mehr vor ZusammenstéBen mit dem Ruhgas 
geschitzt, so daB ihre Zahl gréBer ist als die 


der Bahnen, deren Ladungsschwerpunkte tf é Y 
gerade umgekehrt orientiert sind. Auf diese 
Weise resultiert bei bewegtemLeuchten, wenn 4& ol = 
Feld- und Geschwindigkeitsrichtung parallel 
(antiparallel) zueinander sind mehr Strah- ¢ 0 0 


lung fiir die langwelligen (kurzwelligen) te is 
Komponenten, weil nach PAULING? in diesen 
Fallen eine geringere Anzahl von Atomen a b 


ihre Anregungsenergie durch St6Be zweiter — Fig.1au.b. Prinzipanordnung zur 
Art verlieit als in der entgegengesetzten ee ee eee. 
Richtung. Bei ruhendem Leuchten hingegen Feldelektroden, K Kanalstrahl. 
(Stickstoffkanalstrahlen in eine im elek- 

trischen Felde befindliche verdiinnte Wasserstoffatmosphare geschossen) 
ist die StoBrichtung gegen die strahlenden Wasserstoffatome bei sonst 
iibereinstimmenden Bedingungen gerade umgekehrt. Infolgedessen kehrt 
sich gegentiber bewegtem Leuchten auch das Intensitatsverhaltnis um, 
aber wie oben fallen auch hier diejenigen Komponenten intensiver 
(weniger intensiv) aus, deren Anfangsbahnen auf der vor Zusammen- 
st6Ben geschtitzteren (ungeschiitzteren) Seite des Kerns liegen. Wie 
SLrack? auf Anregung von SOMMERFELD gezeigt hat, fiihrt die wellen- 
mechanische Betrachtungsweise zu genau dem gleichen Resultat. 

In der vorliegenden Arbeit wurden nun Wasserstoffkanalstrahlen 
entweder entsprechend Fig. 1a oder entsprechend Fig.1b nachein- 
ander durch zwei Feldgebiete entgegengesetzter Richtung hindurch- 
gefiihrt, wobei die Trennwand £, bei einer Dicke von einigen Zehntel 
Millimetern fiir den Strahldurchgang einen in Visionsrichtung offenen 
Spalt von ebenfalls einigen Zehntel Millimetern besaB4.. In dem Spalt 
~~ 1 SoMMERFELD, A.: Atombau und Spektrallinien, 6. Aufl., Bd.I, $.378. 1944. 

2) PAULING, Liz Ann. Phys.; pz: 82, 583 (41927). 

SESTACK, bas) Amn). Phivs., Iepz. 02, .570n(1927)- 

4 Einige Vorversuche hatte ich bereits 1928 im Prager Institut angestellt, 
die von H. RauscH von TRAUBENBERG in seinem zusammenfassenden Vortrag 
iiber STarK-Effekt in Paris (1932) erwahnt wurden. 
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ist nach den Durchgriffen die Feldstarke gleich Null, wahrend sie nach 
oben und unten hin bei entgegengesetzter Richtung zunimmt, aber 
schon in geringer Entfernung einen konstanten Wert erreicht. Unter 
diesen Bedingungen ist der Strahl beim Eintritt und Verlassen der Feld- 
gebiete sowie beim Ubertritt von dem einen in das andere infolge seiner 
hohen Geschwindigkeit einem auBerordentlich rasch veranderlichen 
Felde, bei gleichzeitiger Drehung der Feldrichtung in der Mitte um 180°, 
ausgesetzt. Dabei war die Frage, auf welcher Wegstrecke bzw. in wel- 
cher Zeit (=Wegstrecke/Geschwindigkeit) der Intensitatsunterschied 
zwischen einer lang- und der entsprechenden kurzwelligen Komponente 
nach dem Eintritt der Kanalstrahlen in das Feld sich ausgebildet hat, 
bzw. wie sich der Effekt beim plétzlichen Ubergang der Strahlen in 
ein Feldgebiet der umgekehrten Richtung verhalt. 

Fiir die Beantwortung der Frage erscheint wesentlich, daB die Inten- 
sitatsdissymmetrie nach den obigen Ausfiihrungen das Ergebnis von 
ZusammenstéBen von Gasteilchen gegen die strahlenden Atome, also 
ein statistischer Effekt ist und die Aufspaltung selbst nach Unter- 
suchungen von GEBAUER! und solchen zusammen mit RAUSCH VON 
TRAUBENBERG und SCHRODINGER? bei plétzlichen Anderungen der Feld- 
bedingungen stets dem augenblicklichen Feldwert entspricht. Infolge- 
dessen werden beim plétzlichen Ubergang von dem einen Feldgebiet 
in das andere die Atome, die bisher mehr vor Zusammenst6Ben geschiitzt 
waren, zu ungeschiitzten, aber ihre Anzahl wird zunachst noch tiber- 
wiegen. Unter diesen Gesichtspunkten war zu erwarten, daB ein Inten- 
sitatsunterschied nach dem Eintritt der Kanalstrahlen in das Feld sich 
erst auf einer gewissen Wegstrecke ausbilden wird und ebenso, da8 ein 
vorhandener Intensitatsunterschied bei einer plétzlichen Umkehr der 
Feldrichtung erst mit der Zeit durch die ZusammenstéBe abgebaut wird 
und hierauf sich wieder erst mit der Zeit der bisher iibliche der neuen 
Feldrichtung zukommende Intensitatsunterschied einstellt. SchlieBlich 
diirfte, aber nur bei ausreichender Feldlange, ein Gleichgewichtszustand, 
d. h. ein konstantes Intensitaétsverhaltnis vorhanden sein. Wie wir sehen 
werden, hat das Experiment diese Erwartungen vollauf bestatigt. 


2. Messungen und MefPergebnisse. 

Die Lichtemission aus den Feldgebieten wurde senkrecht zur Ge- 
schwindigkeit und senkrecht zur Feldrichtung auf den Spalt eines Drei- 
prismenspektrographen GH (f=650 mm) der Fa. Steinheil, Miinchen, 
in natiirlicher GréBe abgebildet. Entsprechend der Feldverteilung er- 
gaben sich Aufspaltungsbilder, von denen als Beispiel in Fig. 2 eines 


1 GEBAUER, R.: Z. Physik 109, 85 (1938). 
2 RAUSCH VON TRAUBENBERG, H., R. GEBAUER u. E. SCHRODINGER: Z. Physik 
78, 309 (1932). 
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der BALMER-Linie H,, fiir die Feldverteilung nach Fig. 1a reproduziert 
ist. Da es sich um die o-Intensitét bei relativ geringen Feldstarken 
handelt (etwa 30 kV/cm) so haben wir es im wesentlichen mit einer 
Grobaufspaltung in 3 Komponenten zu tun, von denen die in der Mitte 
aus Intensitatsgriinden hauptsachlich nur aus der Komponente o 0 be- 
steht und die Linien zu beiden Seiten aus den gerade noch aufgelisten 
Komponenten +o 10 und +o 13 bzw. —o 10 und —o 13 bestehen, von 
denen die weniger intensiven Komponenten +013 und —o13 in den 
Photometerkurven (Fig. 3 und 4) gerade noch als Hécker angedeutet sind. 

Schon die visuelle Betrachtung des Aufspaltungsbildes zeigt instruk- 
tiv eine zeitliche Anderung des Intensitatsverhaltnisses in den beiden 
Feldgebieten entlang den Linien, sowie insbe- 
sondere, daB nach der Nullstelle des Feldes | 
zunachst noch die Intensitatsverteilung des —4 
vorhergehenden Feldgebietes vorliegt. 

Zur Verdeuthchung wurde das Aufspaltungs- 
bild an den bezeichneten Stellen 1, 2, 3 und 4 
photometiert. Das Ergebnis zeigt Fig. 3. Dabei 
gehoren die Stellen 1 und 2 dem ,,Gegenfeld‘ 
(Feld- und Geschwindigkeitsrichtung sind anti- 
parallel) und die Stellen 3 und 4 dem ,,Gletch- 
feld“’ an (Feld- und Geschwindigkeitsrichtung Fig. 2. Charakteristisches Auf- 


° spaltungsbild der BALMER-Linie 
sind parallel). H., im Gegen- und Gleichyeld 


Obwohl nun die Stelle 3 bereits dem Gleich- __gemaé Fig. 1a. o-Intensitat. 
feld angehért, so ist bemerkenswerterweise 
noch die kurzwellige Komponente intensiver, wahrend erst spater 
an der Stelle 4 die bisher fiir ein Gleichfeld tbliche Intensitatsver 
teilung mit intensiverer langwelliger Komponente vorliegt. Ferner 
erkennt man, daB auch beim Eintritt des Strahls in das Gegenfeld 
der Intensitatsunterschied an der Stelle 2 gréBer als an der Stelle 1 
ist, also auch hier zu seiner Ausbildung Zeit erforderlich ist. Diese 
betragt fiir die Intensitatszunahme auf der Strecke von 1 nach 2 
etwa 10~*% sec, da der Abstand der beiden Stellen 0,2 cm und die Kanal- 
strahlgeschwindigkeit nach friiheren Messungen unter gleichen Ent- 
ladungsbedingungen 7,8 - 107 cm/sec betrug. Ob an der Stelle 2 bereits 
ein Gleichgewichtszustand erreicht ist, miissen erst weitere Unter- 
suchungen zeigen. 

Wird die Richtung der beiden Feldgebiete in bezug auf die Geschwin- 
digkeit vertauscht, so daB der Strahl zundachst ein Gleichfeld und hierauf 
ein Gegenfeld passiert, so ist auch hier, wie man aus den Photometer- 
kurven der Fig. 4 deutlich erkennt, die fiir ein beschleunigendes Feld 
gewohnte Intensitatsverteilung mit intensiver langwelliger Komponente 
noch in einer gewissen Entfernung in dem Gegenfeld vorhanden und 
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paBt sich ebenfalls erst mit der Zeit, bedingt durch Zusammenst6Be, 
mittlere Lebensdauer der angeregten Zustande und freie Weglange, 
auf die iibliche einem Gegenfeld bei Druckleuchten zukommende 
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Nig. 3. Photometrierung der in Fig. 2 reproduzierten Spektralaufnahme der Linie Hy im Gegenfeld an den 

Stellen 7 und 2 und im Gleichfeld an den Stellen 3 und 4. Bei 7 +-¢10 intensiver als —o10; 2 +610 inten- 

siver als —o10, jedoch Intensitatsverhaltnis gréBer als bei 7; 3 +-c10 immer noch intensiver als —a10 
trotz Gleichfeld! 4 +-c10 weniger intensiv als —o10. 
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Fig. 4. Photometrierung einer Spektralaufnahme der Linie Hy im Gleichfeld an den Stellen 7 und 2 und 

im Gegenjeld an den Stellen 6 und 4, Bei 1 +010 weniger intensiv als —o10; 2 +610 weniger intensiv 

als —o10, jedoch Intensitatsverhaltnis gréfer als bei 1; 3 +10 immer noch weniger intensiv als — o10 
trots Gegenfeld! 4 + c410 intensiver als —o10. 


Intensitatsverteilung an. Wie im Gegenfeld, so nimmt auch im Gleich- 
feld der Intensitatsunterschied auf der Strecke von 1 nach 2 zu. 

An der Stelle 4 selbst, an der die Komponenten bereits deutlich 
getrennt sind, ist der Intensitatsunterschied im Gegenfeld geringer als 
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im Gleichfeld, ein Befund, der auch schon in den eingangs erwadhnten 
Untersuchungen immer wieder festgestellt wurde. Zur Aufklarung 
dieses Befundes erscheint die Frage wesentlich, ob diese Verschiedenheit 
nach dem Eintritt des Strahls in das Feld infolge von Zusammenst6Ben 
jeweils von Intensitatsgleichheit beim Eintritt beginnend aufgebaut wird, 
oder ob sie etwa schon beim Eintritt des Kanalstrahls in das Feld vor- 
handen ist. In diesem Zusammenhang wire es von Interesse, die Inten- 
sitaten der Komponenten in noch gréBerer Nahe der Eintrittsstelle zu 
bestimmen. Im praktischen Fall kann man sich dieser Stelle jedoch 
nicht beliebig nahern, sondern bestenfalls nur bis dahin, wo sich die 
Komponenten zu trennen beginnen. Unter anderen Versuchen werden 
zur Zeit auch solche in dieser Richtung mit einem Spektrographen noch 
groBerer Dispersion von G. OHL ausgefihrt. 

Wie an H,,, so ergaben sich aus den Registrierungen von Spektral- 
aufnahmen der Linie H, ganz entsprechende Resultate, nur mit dem 
Unterschied, daB die Intensitatsdissymmetrie etwas geringer ausfallt. 
Dieser Unterschied diirfte im wesentlichen durch den geringeren StoB- 
querschnitt der Anregungszustande von H, gegentiber H, bedingt sein. 

Die Versuche werden fortgesetzt und ich hoffe demnachst tiber 
weitere Resultate berichten zu kénnen. 


Darmstadt, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule, 
im August 1950. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 128, S. 500—505 (1950). 


Zum Energieverlust schneller Elektronen 
in diinnen Schichten. 


Von 
O. BLuncK und S. LEISEGANG. 
Aus dem Physikalischen Institut der Universitat Wurzburg. 


Mit 1 Figur im Text. 


(Eingegangen am 18. September 1950.) 


Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Energieverlustes schneller Elektronen 

in diinnen Schichten ergibt sich nach den Theorien von WiLL1AmMs und LANDAU 

eine zu kleine Halbwertsbreite. Durch die Beriicksichtigung des Einflusses der 

quantentheoretischen Resonanzstellen auf die Breite der Verteilungskurven wird 
diese Unstimmigkeit beseitigt. 


Einleitung. 

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Energieverlustes von Elek- 
tronen in diinnen Schichten ist von WILLIAMS! und LANDAU? theoretisch 
behandelt worden. Beide Theorien stimmen im Ergebnis gut miteinander 
liberein. Unter gleichen Annahmen fiihrt WILLIAMS ein anschauliches 
Naherungsverfahren durch, wahrend LANnDAvu durch Integraltrans- 


formation aus der Diffusionsgleichung einen geschlossenen mathema- 
tischen Ausdruck findet. 


Messungen der Energieverteilung von WHITE und MILLINGTON? bei 
200 keV und neuerdings von Paut und ReEicH‘ bei 2,8 und 4,7 MeV 
zeigen qualitativ denselben Verlauf wie die berechneten Kurven. Bei 
WHITE und MILLINGTON ist die gemessene Halbwertsbreite aber um 
einen Faktor zwei groBer als die der Theorie. Bei PAut und REICH 
zeigen sich kleinere Abweichungen. 


Schon WILLIAMS weist auf die Diskrepanz zwischen der Theorie und 
den Messungen von WHITE und MILLINGTON hin und vermutet als Ur- 
sache den Einflu8 de1 quantentheoretischen Resonanzstellen auf die 
Energiestreuung. Dieser EinfluB wird von beiden Theorien nicht erfaBt. 


Hier soll gezeigt werden, wie durch eine geeignete Erweiterung der 
Lanbauschen Theorie die Vermutung von WILLIAMS bestitigt und 
Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment erreicht wird. 


1 Wittiams, E. J.: Proc. roy. Soc., Lond. 125, 420 (1929). 

4 Lanpau, L.: J. Phys. USSR. 8, 204 (1944). 

3 WuitE, P., u. G. Mizzineton: Proc. roy. Soc., Lond. 120, 701 (1928). 
# Paut, W., u. H. Reicw: Z. Physik 127, 429 (1950). 
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Erganzung zur Landauschen Theorie. 
Nach Lanpau und auf anderem Wege ergibt sich fiir die Wahrschein- 
lichkeit W(Q) dQ des Energieverlustes Q im Energiebereich dQ langs 
des Weges R 


+00 


W(Q)= 5. [ exp (isQ—Rf(s)) ds. (1a) 
Hierbei ist 
f(s) = [ [1—exp(-isk)] (kK) aK =-Y C9" py 
cow n=1 


mit 
kA = Energieverlust bei EinzelstoB, 
@ (K) dK = Wirkungsquerschnitt/cm, (1c) 
kK" = [ K" @(K) dK =n-tes Moment des EinzelstoBes. 


Die durch die rechte Seite von (1b) mit Hilfe von (1c) gegebene Dar- 
stellung von /(s) erlaubt eine Erganzung der Theorie. 

Den Wirkungsquerschnitt @(K) denkt man sich nach BouR! ge- 
spalten in einen Resonanzanteil ®,, der die Bindung des gestoBenen 
Elektrons an den Kern wiedergibt und einen Anteil ®,, bei dem das 
Elektron als frei angesehen wird. Dementsprechend spalten sich die 
Momente K” auf. 

IO RP (2) 

LANDAU vernachlassigt alle Momente Ke mut #4. Hier seveti 
jedoch die Momente iG erst ab ” > 2 vernachlassigt, da der wesentliche 
EinfluB der Resonanzstellen auf die Verbreiterung der Verteilungskurve 
durch K? gegeben ist. 

Dies ergibt in (1a) gegenitiber LANDAU 


+00 ae 
WQ)=s. f exp(isQ—Rhranan(s)—~5"s)4s. (3) 


—oco 


Nach dem Faltungssatz fiir Fourter-Integrale folgt?»* 


w(0) 1 aiaen (Q — x) exp (— = x =| ax. 4) 


 Ya-n- RE 


F Bonr, N.: The Penatration of Atomic Particles Through Matter. Kopenhagen 


1948. 
2 Siehe z. B. G. Doretscu, Theorie und Anwendung der LapLacr-Transforma- 


HOnMESi7g.8 serlim 193/72 
3 Macnus, W., u. F. OBERHETTINGER: Formeln und Satze fiir die speziellen 


Funktionen der mathematischen Physik, S. 161. Berlin 1948. 


502 O. BruncK und S. LEISEGANG: 


Bei Lanpau ist die Funktion Wangan (Q) numerisch ausgewertet 
und graphisch dargestellt als Funktion eines Parameters /: 


Wyandau(Q) dO =g(A) da (5) 
mit 
Q—RK |, U 
= log (=) 1,116 (6) 
und 
_ Bag NZ Ae ' 
= fe AB [keV/cm]. 


U Anfangsenergie in keV, K mittlerer Energieverlust jecm*, e Elementar- 
ladung, N Anzahl der Atome je cm?, Z Ordnungszahl, m Elektronenmasse, 
v Geschwindigkeit der einfallenden Elektronen, 8 =v/c, A Atomgewicht, 
o Dichte in g/em?. 

Diese Parameterdarstellung wird ibernommen. 

Es ist vorteilhaft, my (A) naherungsweise als Summe von GAuss-Funk- 
tionen darzustellen: 


p(a)=de,exp|-(——>)]. (7) 


Aus (4) und (7) ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeitsverteillung 
W(Q) dQ zu 


te 


WiQ)\d0 => 22 exp | 
(Q)4Q Dee exp| Jaa (8) 


mit 


Be KO 
eee (9) 


und den in Tabelle 1 angegebenen Zahlenwerten fiir die Konstanten c,, 
y, und A, . 


Tabelle 1. 
ae a 
| - 1 
Gs 0,174 0,058 | 0,019 | 0,007 
a, | 0,0 3,0 en Sb 11,0 
Vy | 1,8 2,0 | 3,0 5,0 


Mit diesen Konstanten wird (4) abgesehen vom linken und rechten 
Schwanz (A <—2 bzw. A> 15) bis auf Fehler von + 2% wiedergegeben. 
Die letzten 5% der Elektronen mit sehr groBem Energieverlust (A> 15) 
werden nicht erfaBt. 


* Siehe etwa O. HALPERN wu. H. Hatt: Phys. Rev. 73, 477 (1948) mit weiteren 
Literaturangaben. 
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Der Einflu8 der Resonanzstellen kann nur dann vernachlissigt 
werden, wenn 
P< yi 3. (10) 


Vergleich mit den Experimenten. 
Fur den Vergleich mit den Experimenten geniigt es 


R= [K?@,(K)dK 


naherungsweise zu kennen. ®,(K) wird daher durch eine Drracsche 
6-Funktion an der Stelle 1,5 so angendhert, daB K, richtig heraus- 
kommt. J ist die Ionisierungsspannung, der Faktor 1,5 eine Abschatzung 
aus der Breite der Resonanzkurven, der den vorliegenden Genauigkeits- 
anforderungen geniigt. Unter Beriicksichtigung der einzelnen Ionisa- 
tionsstufen s des Atoms wird daher angesetzt: 
OR tees) 
an Pyle : 


Yr 


®,(K) =>) K,, 


Ss 


Damit wird in Ubereinstimmung mit Bour} 
== a Ns : DIU! , 
RSE Jaa) Van ae (12) 


(n, Anzahl der Elektronen der [onisierungsspannung J.) und 


Meals STK (13) 


a) Die Messungen von WHITE und MILLINGTON. 

Um den EinfluB der Winkelstreuung moglichst klein zu halten, wird 
die erweiterte LANDAU-Kurve mit der Energieverteilung von 206 keV 
Elektronen hinter 2,25 mg Glimmer/cm? verglichen. Bei dieser Schicht- 
dicke ergibt sich der wahrscheinlichste Streuwinkel nach BoTHE? zu 
14°, so daB Umwege keinen wesentlichen EinfluB ausiiben. 

Fiir Glimmer wurde die chemische Zusammensetzung von Muskovit ® 
angenommen 

(Si0,),Al,(KNa) Hg. 
Die Elektronen der einzelnen Schalen der verschiedenen Atome sind in 
Tabelle 2 zu acht Gruppen zusammengefaBt. 


1 Bour, N.: The Penatration of Atomic Particles Through Matter. Kopenhagen 
1948. 

2 Botue, W.: Handbuch der Physik, Bd. XXII/2, S.20. Berlin 1935. 

3 Siehe z. B. K. A. Hormann, Lehrbuch der anorganischen Chemie, Braun- 
schweig 1919 oder F. ULLMANN, Enzyklopadie der technischen Chemie, Berlin- 
Wien 1919. Die Zusammensetzung des Glimmers wechselt. Von WHITE und Mir- 
LINGTON liegen keine naheren Angaben vor. 


LSS) 
1eS) 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 128. 
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Tabelle 2. Die zur Berechnung von Re fiir Glimmer verwendeten Zahlenwerte. 


| | ; 
Ss 1 | 3 4 5 6 | 8 


i) 


Atom-Schale | Kx Six Nag | OK KGa | Sip Nay lee ane 
| 


| Alx Al; Ky, Or, Hx 
(EN) 2. a} BO00 A 7200) | 910705) 5520 290 104 65 20 
WANA 2 3 6 3. || OOO) 0.057 | OLO10" | Ott Sa) CFOS Ss Osta a OAs 0,502 


Damit ergibt sich K? = 2,84 (keV)?/cm. 

In Fig. 1 ist die bei 2,25 mg Glimmer/cm? und 206 keV von WHITE 
und MILLINGTON gemessene Energieverteilung mit den nach der LaNn- 
pAuschen Theorie und nach der hier 
gegebenen Erweiterung berechne- 
ten Kurven dargestellt. Bei dieser 
Schichtdicke ist 62 —8,0. Der Ver- 
gleich zwischen der erweiterten LAN- 
pAU-Kurve und dem Experiment 
ergibt soweit Ubereinstimmung, wie 
man aus der Genauigkeit von Theo- 
rie und Messung erwarten kann. 


tw) 


b) Die Messungen von PAUL 
und REICH. 


690keV 
re tclne gverbaentaseey _ Paut-und Rercwhaben die Ener- 
402325 Ae GUO eae nach Lanpau; —_ sieverteilung von 2,8 und 4,7 MeV 
mit Berticksichtigung der Resonanz- , ; 
stellen; o MeBpunkte WuiTre und Muuncton. Elektronen hinter verschiedenen 
Folien (ungefahr 0,35 g/cm? Be, C, 
Fe, Pb) gemessen. Zum Vergleich mit der Theorie wurde die Energie- 
verteilung des Primarstrahles, dessen Breite nicht klein ist gegen die 
Breite der zu erwartenden Energieverteilung hinter der Folie, als Summe 
geeigneter GAuss-Funktionen dargestellt und mit der theoretischen 
Kurve gefaltet!. Dann zeigt sich, daB bei kleinem Z (Beryllium) die 
von PAuL und REICH gemessenen Kurven sehr gut mit der aus der 
LanpAuschen Theorie zu erwartenden Energieverteilung tibereinstim- 
men: (67 == 0,113); 

Bei groBem Z bewirkt der EinfluB der quantentheoretischen Reso- 
nanzstellen auch hier eine Verbreiterung der Energieverteilung. AuBer- 
dem geben die Strahlungsverluste eine zusatzliche Verbreiterung, die 
durch eine weitere Faltung beriicksichtigt wurde. In Tabelle 3 sind die 
Halbwertsbreiten der berechneten und gemessenen Kurven zusammen- 
gestellt. Die Werte stimmen gut itberein, nur in der letzten Spalte 


' Herr Paur hat uns freundlicherweise eine genauere Darstellung der Me8werte 
zur Verfiigung gestellt. 
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(4,7 MeV, Pb) ist die gemessene Halbwertsbreite zu groB. Doch ergab 
sich aus Diskussionen mit Herrn PAuL, daB die Abweichung von 20% 
in diesem Falle die Fehlergrenzen der Messung nicht mit Sicherheit 
iiberschreitet. 


Tabelle 3. 


Primarenergie 4,7 MeV 


Element 


| 
if 0737) MeV 
7 0,45 MeV 


Berechnete Halbwertsbreite 
Gemessene Halbwertsbreite 


Wir danken Herrn Prof. Dr. H: KULENKAMprFF fiir seine Unterstit- 
zung und fiir fordernde Diskussionen. 


Wiirzburg, Physikalisches Institut der Universitat. 


a3" 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 128, S. 506—510 (1950). 


Zur lsotopieverschiebung inden Cul-Resonanzlinien. 
Von 
PETER Brix und WALTER HuMBACH, GOttingen. 
Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 22. September 1950.) 


Nach der Atomstrahl-Absorptionsmethode wurden folgende Hyperfeinstrukturen 
gemessen: Cul 4 3274 A (4s OH Lye ye —— Sil, WO, ecko ue und Cul 
43247 A (4s 2S,. — 4p ®Pyj9):0, +370, ~+405 [- 10-3 cm™]. Die Komponenten 
+424 bzw. ~+405 sind schwacher als die iibrigen, sie werden dem Cu 65 zuge- 
schrieben. Unter der Annahme, daB sich die Hyperfeinstrukturaufspaltungen der 
Cu-Isotope wie die anderweitig genau gemessenen magnetischen Kernmomente 
verhalten, ergibt sich fiir den Cu I-Grundzustand eine Gesamtaufspaltung von 


+390 (Cu 63) bzw. +418 (Cu 65) und (bezogen auf den ?P,-Term) eine Isotopie- 


verschiebung von —18 + 4[-10°%cm™4]. Der Termschwerpunkt des Cu 65 liegt 

am tiefsten. Ein Vergleich mit den von RitscHi~ gefundenen groBen Isotopie- 

verschiebungen an den Ubergangen 3d 4s22D — 3d! 4p2P zeigt, daB beim Cu I 

spezifische Masseneffekte auftreten, die ein Vielfaches des normalen Mitbewegungs- 
effektes ausmachen. 


1. Einleitung. 

An den Cul-Ubergingen 3d® 4s2—3d1°4p sind extrem groBe 
Isotopieverschiebungen (Is.V.) mit dem Vorzeichen eines Kernmit- 
bewegungseffektes gemessen worden [1, 2], deren Deutung fiir die 
Diskussion des Kernvolumeneffektes bei den Elementen mit mittleren 
Kernladungszahlen von Wichtigkeit ist [3, 4). Als Beitrag zu diesem 
Problem wird im folgenden tiber Messungen an den Cu I-Resonanz- 
linien berichtet, durch die die Is.V. des Grundzustandes 341° 4s 2S,,, 
bestimmt werden konnte. 

Die bisherigen Hyperfeinstruktur-(Hfs.-)Untersuchungen der Cu I- 
Resonanzlinien in Emission (s. Tabelle 1) hatten keine Anzeichen einer 
Isotopenstruktur ergeben; es wurden fiir beide Linien zwei Komponenten 
gefunden, deren Abstand im wesentlichen der magnetischen Aufspaltung 
des ?S,,.-Zustandes zuzuschreiben ist. Um eine bessere Auflésung zu 
erreichen, haben wir mit einem Atomstrahl in Absorption gearbeitet. 


Tabelle 1. Bisherige Hjs.-Messungen an den Cu I-Resonanilinien. 
(Altere Messungen siehe [7].) Komponentenabstande in 107-3 cm7, 


Wellenlange Ubergang | Ritscut [7] ToLansky und 


ForEsTER [6] 


Srparya [5] | 


3274,0 A 4537S, — 402 Pe, 409 
3247,5 A 4s *Siie == * Pele | 3882 


| Schwerpunktsabstande, Erlauterung siehe S. 509. 
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2. Mefergebnisse. 

Die optische Versuchsanordnung war dieselbe wie bei der Unter- 
suchung der Cd I-Resonanzlinie 4 3261 A [3]. Als Ofen zur Erzeugung 
des Cu-Atomstrahls diente ein Molybdinschiffchen von 4 x 20 mm? 
Grundflache!. Es wurden Aufnahmen mit 18, 20, 30 und 33 mm Etalon 
hergestellt. 

Fig. 1 zeigt ein Beispiel der gemessenen Intensitatsverteilungen 
von 43274A bei 30mm Etalonabstand ohne und mit Absorption. 
Von den vier Komponenten 


; 3S} 
waren 4, B undC bei allen 3 
Etalonabstanden gut aufge- a ee pt 
lost. Die schwache Kompo- 
nente D war auf den 20 mm- I 
Aufnahmen ebenfalls gut zu 
erkennen, bei 18 mm Etalon 
war sie schlechter definiert, mi 
und bei 33 mm Etalon fallt sie i ‘ 
mit A zusammen. Die Kom- | | 

* A B if D 
ponenten C und D gehoren zu eae ae —— 
einer anderen Ordnung als A. 7 8/0890ble?—166,7-10""om 

aur Fig. 1. Auf Intensitat umgezeichnete und quadratisch 

un : entzerrte Photometerkurven der 43274 A ohne (I) und 


BaesperT as tr icin| heh 28 (0 preenin Cent bain) Pater 
obachtete Struktur aus Fig. 3 lnteneielt ja willitielictien Richejten, 
ersichtlich. Die Komponente Z 
erschien als an Y angehangte Unsymmetrie und konnte nur auf den 
20 mm-Aufnahmen befriedigend vermessen werden. 

Bei der Ausmessung der Absorptionsminima auf den Photometer- 
kurven zeigte sich, daB fiir die verschiedenen Etalons die gemessenen 
Komponentenabstaénde — nach Beriicksichtigung der Schachtelung — 
systematisch voneinander abwichen, und zwar stets in dem Sinne, dal 
die an einem Abhang der Primarlinie* absorbierenden Komponenten 
in Richtung auf das Minimum der Primarlinie verschoben waren. Der- 
artige Fehler sind auch zu erwarten, da sich die Form der Primarlinie 
betrachtlich von einem Kontinuum unterschied und wegen der starken 
Schachtelung der Struktur stets auch nicht absorbierbare Intensitat 
aus anderen Ordnungen iiberlagert war. Die Etalonabstande waren so 
gewahlt, daB sich bei der Mittelwertbildung die systematischen Fehler 
moglichst kompensierten. In einer nach Art der Fig. 1 gezeichneten 


1 Das Offnungsverhaltnis betrug 1:4,3 fiir den Atomstrahl und 1:11 fiir 


das Lichtbiindel. 
2 Aussagen iiber die Form der PrimArlinie beziehen sich auf die bei dem jewei- 


ligen Etalonabstand durch die Schachtelung entstehende Intensitatsverteilung 
(z. B. auf die Kurve I in Fig. 1). 
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Differenzkurve (III) sollten die Komponentenlagen weniger verfalscht 
sein!. In der Tat zeigten die fiir A 3274 A aus mehreren Ditferenzkurven 
der 30 mm-Aufnahmen gewonnenen Abstande Abweichungen im oben 
erwahnten Sinne von den direkt gemessenen Werten, wahrend sie mit 
dem Mittelwert aus allen Etalons gut iibereinstimmten. 


Ase7yok A 32475 A 
Cu 63 Cu 65 Cu 63 Cu 65 
(68,9°%) (34,1 %) 
=% = 


ie ti} 
a’ Ne" d' PPI ae 
Cc c’ a a’ ae 
fet ne Vita (oe a, Vv 
A B c y 
[i | srtem srohorrs 3 u| Masia 
CORECRPETE ga te Lee Mae ee ee | ee ee 
Schwerpunkte:-29 0 +388 +424 0 +371 +407 V 
gemessen: —31 0 +388 +404 0 +370 +405 
Fig. 2. Fig. 3. 


Fig. 2 u. 3. Hfs.-Termschema, daraus konstruierte und experimentell gemessene Aufspaltungsbilder der 
Cu I-Resonanzlinien, Hfs.-Angaben in 10~*cm7}, 


Fig. 2 und 3 zeigen die gemessenen Hfs. und ihre Deutung an Hand 
der zugehérigen Termschemata. Die Is.V. ist fiir den ?P,,-Term gleich 
Null gesetzt worden. Fiir die Hfs.-Aufspaltungen der 2P-Terme und die 
Is.V. des ?P,,. sind diejenigen Werte zugrunde gelegt, die SCHULER und 
ScuMIpT [2] an den zum d°s?2D,, fiihrenden Ubergingen gemessen 
haben; fiir den ?P,,, wurde dabei die angenaherte Giiltigkeit der Inter- 
vallregel angenommen |2]. Da in beiden Resonanzlinien nur jeweils 
eine Komponente des schwacheren Isotops Cu 65 aufgeldst ist (D bzw. Z), 
muBte fiir die Auswertung vorausgesetzt werden, daB sich die Hfs.- 


‘ Die Kurve III gibt natiirlich noch nicht die richtige Intensitatsverteilung 
der Hfs. wieder. 
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Autspaltungsfaktoren beider Isotope innerhalb der hier erforderlichen 
Genauigkeit wie die Kern-g-Faktoren (g¢5/¢¢3 =1,0712 [7]) verhalten!. 

Die unter dieser Voraussetzung aus unseren Messungen fiir die beiden Isotope 
ausgewerteten Gesamtaufspaltungen des ?S,,-Terms (Fig.2 und 3) sind um 
4-107 cm" gréBer als die aus den Angaben von ToLaNsKy und ForRESTER [6] 
auf die einzelnen Isotope umgerechneten Werte. Die Abweichung liegt innerhalb 
der Fehlergrenzen, sie spielt insbesondere bei der Ermittlung der Is.V. keine 
Rolle. Zum Vergleich mit den iibrigen bisherigen Messungen an den Cu I-Resonanz- 
linien haben wir der Tabelle1 die aus den konstruierten Strukturbildern der 
Fig. 2 und 3 berechneten Schwerpunktsabstande beigefiigt. 

Die Is.V. des Cu I-Grundzustandes (bezogen auf 4 ?P,,,) soll wegen 
der durch die Atomstrahl-Absorptionsmethode bedingten Unsicher- 
heiten zu . 

(—18+4) -10°?cm1? 
angegeben werden. Das negative Vorzeichen der Is.V. bedeutet, daB 
der Termschwerpunkt des schwereren Isotops Cu 65 am tiefsten liegt. 


3. SchluB. 

Nach Abzug des einfachen Kernmitbewegungseffektes [9] bleibt 
fiir den Grundzustand 3d! 4s eine Is.V. von —10-107-3cm7~, fiir die 
Konfiguration 3d* 4s? auf Grund der Messungen von Ritscut [7] und 
SCHULER und ScHMIDT [2] eine Is.V. von —70-10-*cm™ (D,,,) bzw. 
~—80-107*cm™ (?D,,,), stets bezogen auf 3d1°44. Ein vom Kern- 
volumeneffekt herriithrender Beitrag zur Is.V. sollte nach den bisherigen 
Erfahrungen positiv und fiir das s-Elektron ungefahr halb so groB 
sein wie fiir die s?-Elektronen (vgl. z.B. [3], dort Tabelle 4); selbst 
wenn man das negative Vorzeichen der beobachteten restlichen Ver- 
schiebungen als Verkleinerung des Kernvolumens mit zunehmender 
Massenzahl deuten wollte, ware das gemessene Verhaltnis 10:70 keines- 
falls allein durch den Kernvolumeneffekt zu erklaren. Damit ist — wie 
bereits von BARTLETT und GIBBons [1/0] vermutet — eine Beteiligung 
von spezifischen Masseneffekten (Kopplungseffekten) [9], die ein Viel- 
faches der normalen Kernmitbewegung betragen, an den diskutierten 
Is.V. des Cu I nachgewiesen? und die Berechnung einer experimentellen 
Isotopieverschiebungskonstanten [13] vorlaufig nicht moéglich. Es ist 
interessant, daB CRAWFORD und Mitarbeiter [4 in einer soeben er- 
schienenen Arbeit auf andere Weise den gleichen Nachweis fiir das 
Nachbarelement Zn erbracht haben. 


1 Der gréBte Unterschied zwischen den beiden Verhaltnissen ist bisher mit 
0,33% fir den Rb I-Grundzustand beobachtet worden [8], er ist vielleicht zum 
Teil dadurch bedingt, daB die Kernmomente des Rb 85 und Rb 87 stark ver- 
schieden sind. Bei einer gleich groBen Abweichung in unserem Falle ware die 
angegebene Is.V. des #S,,-Terms nur um 0,8 + 10-* cm™? falsch. 

2 Die geringfiigige Stérung der 3d! 4p *P-Terme (11, 2, 12) andert an dieser 
SchluBfolgerung nichts. 
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Theorie der Polarisation des Kanalstrahllichtes. 
I. Elementarprozesse. 
Von 


GUNTER ECKER, Bonn. 


(Eingegangen am 14. September 1950.) 


Wie eine groBe Zahl von Untersuchungen erwiesen hat, zeigt im Kanalstrahl sowohl 
das Licht der bewegten, als auch das-Licht der ruhenden Teilchen bei Beobach- 
tung senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung des Strahles eine je nach den Versuchs- 
bedingungen mehr oder weniger starke Polarisation. Die theoretische Klarung 
dieses Effektes muB8 von einer Diskussion der im Innern des Strahles stattfinden- 
den Elementarprozesse ausgehen, deren Zahl sich bei Vernachlassigung aller fiir die 
Polarisation weniger bedeutenden Vorgange stark reduziert. Die wesentlichen 
Falle lassen sich vier Einzelprozessen unterordnen, fiir die einfache Modellvor- 
stellungen entwickelt werden kénnen. Die Berechnung der Veranderung der 
Besetzungswahrscheinlichkeiten mit Hilfe der matrizenmechanischen Stérungs- 
rechnung kann so weit getrieben werden, daB sich die Ergebnisse mit Hilfe der 
Koordinatenmatrizen und tabellierter Funktionen ausdriicken lassen. Die Anwen- 
dung der Resultate zur Berechnung der Polarisationserscheinungen ist unmittel- 
bar méglich und erfolgt im zweiten Teil der Arbeit. 


Auf eine Polarisation des Kanalstrahllichtes wurde erstmalig im 
Jahre 1906 hingewiesen |1}. Die damaligen Untersuchungen enthalten 
keine quantitativen Angaben, sondern begniigen sich damit, den ge- 
nannten Effekt an H-Kanalstrahlen aufzuzeigen. Seitdem sind bis zum 
Jahre 1942 zahlreiche quantitative Nachpriifungen der Erscheinung 
unter den verschiedenartigsten Versuchsbedingungen vorgenommen 
worden; sie gruppieren sich im wesentlichen um die Jahre 1914 bis 1916, 
1926 bis 1927 und 1936 bis 1940. Obwohl die Versuche mit wachsender 
Genauigkeit durchgefiihrt wurden, ergaben sich merkwiirdigerweise bei 
scheinbar gleichen Versuchsbedingungen zweier Beobachter wesentlich 
unterschiedliche MeBwerte. Zweifellos sind diese Abweichungen teilweise 
durch die bedeutenden experimentellen Schwierigkeiten bedingt. All- 
mihlich jedoch erkannte man daneben in diesen Differenzen das Wirken 
gewisser zundchst vernachlassigter Versuchsparameter. 

Das Fehlen einer konkreten theoretischen Vorstellung iiber die 
Polarisationsursachen zeigt sich insbesondere bei den Arbeiten alteren 
Datums in der willkiirlichen Deutung der experimentellen Aussagen. 
So wurde beispielsweise im Jahre 1917 der Effekt von dem Eng- 
lander Hatt als durch die MeBapparatur bedingt zuriickgewiesen, 
wahrend STarK selbst entsprechend seinen Beobachtungen aus dem 
Jahre 1915 die Erscheinung auf das von den bewegten Teilchen emittierte 
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Licht einengte. SchlieBlich gingen D6prL und Hirscu im Jahre 1927 
so weit, die Polarisation als eine spezifische Eigenschaft des Wasser- 
stoffs darzustellen und das Abklingleuchten als unpolarisiert anzu- 
nehmen. Die weiteren Arbeiten erwiesen erst den Irrtum dieser und 
ahnlicher Annahmen und gaben AnlaB zu gewissen Vorstellungen tiber 
die Beeinflussung der Polarisation. 

Der Versuch einer theoretischen Behandlung des bezeichneten Pro- 
blems wurde weder fiir Teilgebiete noch fiir das gesamte Erscheinungs- 
bild unternommen. Zwei vorliegende Arbeiten von ROMBERG [2] und 
BeETHE [3 | beschranken sich auf die Berechnung der durch den Anregungs- 
mechanismus selbst bedingten Anregungspolarisation. AuBerdem erfaBt 
die Arbeit von ROoMBERG lediglich den Fall des Wiedervereinigungs- 
leuchtens; dieser ist aber nach den. Untersuchungen D6pELs [4] fir 
das Kanalstrahlleuchten ohne Bedeutung. Die Arbeit von BETHE be- 
stimmt die Anregungspolarisation an Hand der Bornschen Naherung 
fiir den Fall der StoBanregung durch eine geladene Partikel. Wahrend 
seine Ergebnisse zwar die von SKINNER und APPLEYARD gemessene 
Geschwindigkeitsabhangigkeit bestatigen, kann von einer quantitativen 
Ubereinstimmung nach eigener Angabe nicht gesprochen werden. Im 
tibrigen darf man sich zur Erklarung der mannigfaltigen beobachteten 
Gangerscheinungen sicher nicht auf die Berechnung der Anregungs- 
polarisation beschranken. 


Modelle fur die Einzelprozesse. 

Die vorliegende Arbeit soll zunachst eine Theorie der Elementar- 
prozesse entwickeln, welche der Lichtemission im Kanalstrahl voraus- 
gehen und fiir die Polarisation verantwortlich sind. 

Nach DOPEL [5] tragt das Rekombinationsleuchten nur unwesentlich 
zum. Kanalstrahlleuchten bei. Wir koénnen uns deshalb darauf beschran- 
ken, die Anregung von Atomen im Kanalstrahl und das weitere Schicksal 
der angeregten Atome bis zur Lichtemission zu untersuchen. DaB an- 
geregte Zustande auch durch Wiedervereinigung von Ladungstragern 
entstehen, kénnen wir auBer acht lassen. 

Der Kanalstrahl enthalt geladene und neutrale, angeregte und nor- 
male Teilchen, welche sich mit groBer Geschwindigkeit relativ zu den 
Teilchen des ruhenden Gases bewegen, die ihrerseits geladen oder neutral, 
angeregt oder normal sein kénnen. Jedes Teilchen, ob ruhend oder 
bewegt, ist also einem Strom von Ladungstragern, angeregten oder 
neutralen Atomen ausgesetzt, welche in verschiedenen Abstinden an 
ihm mit groBer Relativgeschwindigkeit vorbeigehen oder gar mit ihm 
zusammenstoBen. Bei diesen StéBen und Passagen kénnen Ionisierungen, 
Umladungen, Anregungen und Anderungen schon vorhandener Anregun- 
gen eintreten, von denen uns allerdings nur die Anregungen interessieren. 
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Zunachst miissen wir uns mit der Frage beschaftigen, ob fiir Ande- 
rungen des Quantenzustandes alle gleichzeitigen Passagen in Rechnung 
zu setzen sind, oder jeweils nur der Vorbeigang mit kleinstem Abstand, 
ob also die Einwirkung als eine Summe von StéBen jeweils zweier 
Teilchen behandelt werden kann, oder ob man Mehrfachst6Be be- 
trachten muB. 

Da die Zahl der benachbarten Partikel mit dem Quadrat des Ab- 
standes zunimmt, das Potential geladener Teilchen aber z. B. nur linear mit 
dem Abstand abnimmt, mii®te man zunachst einen groBen Beitrag der 
entfernteren Teilchen zur Stérungsenergie erwarten. Sie verursachen zu- 
sammen eine relativ groBe Energieabanderung, welche aber nur geringen 
zeitlichen Schwankungen unterliegt. Dagegen bringt das Vorbeifliegen 
eines Teilchens in groBer Nahe eine starke Energiestérung von kurzer 
Dauer hervor, welche sich aus dem allgemeinen Stérspiegel scharf hervor- 
hebt. Die Durchrechnung dieser starken Stérungen, welche spater vor- 
genommen wird, zeigt tberdies, da im statistischen Mittel das Ergebnis 
dasselbe ist, wenn mehrere Teilchen gleichzeitig oder nacheinander an 
dem gestérten Atom nahe vorbeifliegen. Wir kénnen deshalb den Mehr- 
fachstoB auf den einfacheren Zweiersto8 zuriickfihren. 

Wir vernachlassigen véllig die Anregung durch ElektronenstoB. Der 
Kanalstrahl selbst enthalt primar keine Elektronen. Ein schnelles Teil- 
chen verliert aber bei einer Ionisation im Mittel etwa die doppelte Ioni- 
sationsenergie, d.h. das entstehende Ion und Elektron besitzen zu- 
sammen eine kinetische Energie in Hohe der lonisationsenergie. Die 
sekundaren Elektronen kénnen also je Ionisation hdchstens eine An- 
regung der ruhenden Teilchen vornehmen und diese sekundaren An- 
regungen treten hinter den Anregungen durch die Primarteilchen zuriick. 
Auch fiir die bewegten Atome sind die Elektronen ohne Interesse, da 
die Bewegung der Kanalstrahlteilchen die Energieverhaltnisse nicht 
nennenswert begiinstigt und auBerdem die Elektronen den Bereich des 
Strahles bei den gegebenen Verhaltnissen sehr schnell verlassen. 

Der Verzicht auf ElektronenstoB und die Beschrankung auf Anregung 
durch die Wechselwirkung schwerer Teilchen erméglicht eine bedeutende 
Vereinfachung. Kommen die Teilchen sich nicht allzu nahe, so werden 
ihre Elektronenhiillen nicht ineinander gedriickt und es findet kein 
nennenswerter Impulsaustausch statt. Diesen Vorgang bezeichnen wir 
als eine Passage. In erster Naherung fliegt an einem ruhenden Atom 
ein schnelles Teilchen mit konstanter Geschwindigkeit auf gerader Bahn 
vorbei. Das zeitlich veranderliche Stérfeld vermag Ubergainge zwischen 
den Quantenzustanden der Elektronen beider Teilchen hervorzubringen. 

Neben den oben erwihnten Passagen treten in geringerer Zahl auch 
zentrale Zusammenst6Be auf, in deren Verlauf sich die beiden Stob- 
partner einander bis auf Abstande nahern, die von der GroBenordnung 
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bzw. kleiner als die Summe ihrer gaskinetischen Radien sind. Diese 
StéBe tragen jedoch zur Anregung der niedrigen Energieniveaus nur 
unwesentlich bei, sondern bewirken in den meisten Fallen Ubergange 
za den hoheren Niveaus bzw. Ionisation. Daher spielen sie, wie wir 
spater sehen werden, fiir die beobachteten Polarisationseffekte nur eine 
untergeordnete Rolle. 

Die strenge quantentheoretische Beschreibung der StoBprozesse bei 
der das stoBende Teilchen selbst in der Wellenfunktion miterfaBt wird, 
(analog zu den Verfahren von Born [6], HENNEBERG [7], FAXEN und 
HoitsMaARK [8], Massey und Mour (9}) la8t sich nur in einem Naherungs- 
verfahren durchrechnen, welches gerade unserer klassischen Beschreibung 
des stoBenden Teilchens aquivalent ist. 

Nach diesen einleitenden Betrachtungen wollen wir unsere Vorstel- 
lungen tiber die Ursache der Polarisation noch ein wenig konkreter 
formulieren, um eine sinnvolle Auswahl der zu behandelnden Modelle 
treffen zu kénnen. Zu diesem Zweck untersuchen wir das Schicksal 
eines einzelnen Atoms, das wir zum Ursprung eines Koordinatensystems 
machen. Die z-Achse legen wir in die Flugrichtung. (Fiir richtungs- 
entartete Atome ist, wie OPPENHEIMER gezeigt hat, die Orientierung des 
Koordinatensystems hinsichtlich der physikalischen Ergebnisse gleich- 
giiltig [10].) Da die StoBrichtung ausgezeichnet ist, mu8 man erwarten, 
daB die entarteten Eigenzustande, welche durch die Quantenzahlen m 
unterschieden sind, mit verschiedener Wahrscheinlichkeit angeregt 
werden. Wiirde das Atom seine Energie ungestort ausstrahlen, so ware 
diese Anregungspolarisation die einzige Ursache der Polarisation des 
Kanalstrahlleuchtens. Wahrend der Verweilzeit legt jedoch das Atom 
eine Strecke von der GroBenordnung eines Zentimeters zuriick. Und 
es kann in dieser Zeit durch die Begegnung mit anderen Teilchen eine 
Eimwirkung erfahren. VerhaltnismaBig selten ist dabei mit einer Weiter- 
anregung zu rechnen (Ubergangswahrscheinlichkeit ~ e~°°), so daB wir 
diesen ProzeB vernachlassigen kénnen. Viel haufiger dagegen wird durch 
einen ,,polarisierenden StoB‘‘ ein entarteter Zustand in einen anderen 
iiberfiihrt werden (Ubergangswahrscheinlichkeit ~ 4/0°). Als Sonderfall 
dieser adiabatischen Ubergange ist hier der Energieaustausch zwischen 
ruhenden und bewegten Atomen gleicher Art zu beriicksichtigen. 

Wir erhalten demnach folgende vier typischen Falle, die wir genauer 
untersuchen wollen: 

1. Das anzuregende Atom befindet sich in einem S-Zustand und wird 
durch eine nichtentartete Eigenfunktion wp) beschrieben. (Die Voraus- 
setzung des nichtentarteten Grundzustandes ist in allen betrachteten 
Experimenten erfiillt.) Ein positiv oder negativ geladenes Teilchen fliegt 
auf klassisch beschriebener Bahn an ihm vorbei. Die Anregungswahr- 
scheinlichkeiten fiir die einzelnen Energiezustande sollen ermittelt werden. 
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2. An einem Atom im S-Zustand fliegt ein anderes Atom oder Ion 
in einem ebenfalls nichtentarteten S-Zustand vorbei. Die Eigenfunk- 
tionen beider Atome seien y, und y). Dabei kann 7% sowohl den Grund- 
zustand, wie auch einen Anregungszustand bezeichnen. Die Aufgabe 
ist, die Anregungswahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen Zustande 
beider Atome zu berechnen. 

3. An einem Atom in einem entarteten Eigenwert, der durch eine 
Eigenfunktion y = >’ a; y; beschrieben wird, fliegt ein geladenes Teilchen 


J 

vorbei. Die Passage erfolge in so groBem Abstand, da8 im wesentlichen 
nur eine Wechselwirkung der entarteten Zustande untereinander bewirkt 
wird. Die Anderung der Besetzung der Komponenten ist zu berechnen. 

4. An einem Atom, das sich in einem beliebigen entarteten oder nicht- 
entarteten Eigenzustand befindet, fliegt ein anderes Atom oder Ion mit 
beliebigem Quantenzustand vorbei. Die entarteten Ubergange innerhalb 
des Systems der beiden Atome sind zu berechnen. Der Energieaustausch 
zweier gleicher Atome durch Resonanz ist ein Spezialfall dieses allge- 
meinen Problems. 

Diese vier typischen Falle umfassen eine groBe Zahl von Vorgangen, 
welche sicher an den Kanalstrahlen ablaufen. Diese sollen fiir die Pola- 
risationserscheinungen verantwortlich gemacht werden. 


§ 1. Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten. 
Da bei den betrachteten Atomen und Teilchengeschwindigkeiten sich 
die Beriicksichtigung des Spins ertibrigt, laBt sich das Storungsverfahren 


wie folgt skizzieren. 
Unterliegt ein Atom einer Storung, welche durch einen Storungs- 


operator H, beschrieben wird, so laBt sich seine Wellengleichung 


h Gp ay, 
gags nk (1) 


Ey +H,y+ 


durch den Ansatz 


24 
ae ante 
Y= Dion Pre 
lésen. Die c, sind die Komponenten eines Einheitsvektors im HILBEeRT- 
schen Raum, welcher die Gleichung 


Bs (2) 


HO wHe4-e as 20 (3) 


erfiillt. E ist die Energiematrix des Atoms und H die Storungsmatrix 


mit den Elementen | 
H,,=f yey, ae, (4) 


dr soll das Volumenelement darstellen, Die Wahrscheinlichkeit, das 
Atom im k-ten Zustand vorzufinden, ist c,cf. Hat © vor der Storung 
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den Wert a, so liefert 


C=Ua (5) 
fiir die unitare Matrix die Gleichung 
eee) 
EU+HU+——*~=0, (6) 
2%14 ot 
welche durch 
fe oy iy 
Gia i V (7) 
und 
2a t 2. 271 E! 
Kee He, \* (8) 
auf 
Sapa h ta) 7 
HN tape (9) 


reduziert wird. Durch Reihenentwicklung ergibt sich daraus die Naherung 


~ | (K[ Kas) at. (10) 


4a 
h2 


V=1-—— [ Kat— 
Aus (5) findet man : 
C,= >, Up; 4, (11) 
und j 
Cp Cha) AUS Une Qe ac (12) 
4 
Wenn vor der St6rung a) =1 ist und alle Komponenten verschwinden, 
reduziert sich dies auf 


¢, = U,,, C, CE = Ong Us, = Vio Vio: (13) 


§ 2. Anregung durch ein geladenes Elementartetlchen. 

Das stoBende Teilchen bewege sich nun mit konstanter Geschwin- 
digkeit v auf einer Geraden x=x,, y=vy, parallel zur z-Achse. Sein 
Ortsvektor sei g. Der Kern des anzuregenden Atoms ruhe im Koordi- 
natenursprung. r sel der Ortsvektor seines Elektrons. 

Fiir ein Teilchen mit der positiven Ladung Ze hat der Stérungs- 
operator die Form 
= Tg 
Sg ea. 


Bezeichnet der Index 0 den Grundzustand vor der Anregung, so ist 


A (14) 


G jale.5} 


201 [ 2nxiv, t 
tes | o Hy dt 


Oo! 


- 


Cols ; (15) 

Wants erates ss Yo dt dr 

nh? el 
=00 


— 
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q hat die Komponenten %4, ¥, und z,=vt. Mit den Abkiirzungen 
1 2I VE 9 eT 
eae ‘ k= ——= 

A v vh 


(16) 


erhalten wir hate 


> a 


ea: 
e” wows dzdr 
Vig = tk | | - ce eel Se (17) 


« ALG pl 
=o 


Wir gehen zu Zylinderkoordinaten 0,@, z und Ors Gas uber und setzen 


t—q| = |/e? + e? — 200, cos (p —@,) + (2—2,)? (18) 
De(47) ein. 
Die Integration tiber z, laBt sich geschlossen durchfithren. Aus der 
Theorie der FourrerR-Transformation ist die Beziehung 


+ CoO 


eb *V aq . ‘ . 
lites aed (ia|y)) (19) 


bekannt und wir erhalten damit 


bs a ae 
em 5 ) = j=; = = a 20 
Tt—al =e? Ay ( a Vo" @; — 200, c0s (7-9) }; (2) 
=—60: 


woraus sich 
Vio=— xh fe? yout He (Vet + at 200,008 —w))ax 0 


ergibt. Hj) bezeichnet die erste HANKELsche Funktion nullter Ordnung. 
Da wir die echten Zusammenst6Be ausgeschlossen haben, kénnen wir 
praktisch y)—0 setzen, wenn 9 >9, ist. Im Bereich 9<o, kann die 
HaAnkeEtsche Funktion in die Reihe 


1? (5 |e? =e er — 200, COS | (p— P.)} -> J a a (2) ein (P—Fq) (22) 
entwickelt werden. Damit erhalten wir unter Verwendung der Abkitr- 
zung x’=x/A die Beziehung 


V,9 =—HR 2 eh (‘0,) enh (t0') ef P—99) wo wr at. (23) 


Wegen des Faktors e’”” der Eigenfunktionen heben sich alle Glieder 
dieser Summe bis auf das Glied »=Am (Am=m,—m,) weg und 
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wir finden 
v ge eco et ete : 
Vo=— rkHY | (600) | I amie ) eit ciAm(r—ta woe dr. (24) 


Zur Integration entwickeln wir die Exponential- und BrsseL-Funktionen 
nach Potenzen und brechen mit den quadratischen Gliedern ab. Wir 
erhalten dann die Gleichung 


: 18 
e tA m vq 


eae tee aytoy) 
7 ; 1 ; aie. PEO 
Vig= — Pian 4m HE), (60%) f (1-4 62 Bi ; (05) 
x(x’ i-sg- y’)l4™l wo yt dr, 
wo 
Am|, 27.972 
veh |Am|! 


Ri am| = : (26) 
gilt, und sg das Vorzeichen von Am bezeichnet. 

Unter Verwendung der Auswahlregeln folgt hieraus die allgemeine 
Beziehung 


Vio es ky Am| HM) m | (7 04) Mo» OF - ae , (27) 
in der unter den GroéBen M,, folgende Matrixelemente zu verstehen sind. 
A ee Oe Aba 4 Mix == (be lon 
Am =0; Al —0, 42; Mon = Son —3 L(2')? — (%’)* lox 
Am =o 1s Ale ae4; M,. = (% lop + (28) 
Am= +1; AW me Soe Min == G20 165 
Am=+2; <Al=+2; Me Hed lage 


Die Brauchbarkeit der Reihenentwicklung ist dabei an die Bedingung 
BS (29) 


gekniipft, welche fiir einen bestimmten Ubergang eine bestimmte untere 
Grenze der Geschwindigkeit liefert. 


Die Formeln (27) erscheinen im ersten Anblick ttberraschend. Sie 
sagen aus, da von einem S-Zustand aus nur P- und D-Zustande an- 
geregt werden kénnen, nicht aber F- und hdhere Zustande. Dieses Ver- 
halten ist eine Folge der Geschwindigkeitsbedingung (29), die uns be- 
rechtigt, die Entwicklung mit den Quadrupolgliedern abzubrechen. Da 
jedoch diese Bedingung bei den betrachteten Kanalstrahlgeschwindig- 
keiten erfiillt ist, diirften die Formeln brauchbare Werte liefern. 

Benutzt man / als eine Langeneinheit, welche noch von Teilchen- 
geschwindigkeit und Energiestrom abhangt, so ist die Ubergangswahr- 
scheinlichkeit |V,9|? das Produkt eines fiir den Ubergang charakteri- 
stischen Matrixelementes und einer Funktion von Q, und g,. 
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§ 3. Wechselseitige Anregung zweier neutraler Atome (Lonen). 

Ein Atom ruhe im Koordinatenursprung. Zu ihm gehére ein Elektron 
mit dem Ortsvektor r,. Der Kern eines zweiten Atoms fliege an ihm 
mit der Geschwindigkeit v auf gerader Bahn vorbei. Sein Ortsvektor 
sel q, der kleinste Abstand beider Kerne 0,- Das bewegte Atom besitze 
ein Elektron, dessen Ortsvektor beziiglich seines eigenen Kernes T. Sel. 

Der wesentliche Unterschied gegen das vorige Problem besteht darin, 
daB jetzt der Stérungsoperator die Form 


anes LE sy Fe e 


i = oer | eats] 
Y%— q| Yo q| tea di — th 


(30) 


annimmt, und da die Zustaénde des Systems beider Atome durch die 
Produkte ihrer Eigenfunktionen y und y gekennzeichnet sind. Fiir den 
Ubergang aus dem Zustand wo y in den Zustand yy, y,, erhalten wir 


+00 
2. Qnilv Ly, 
Vi, 2,00 = — aE [ete eo) Ty eg at at, (34) 


Se 


wobei dr jetzt das Volumenelement im sechsdimensionalen Konfigura- 
tionsraum bedeutet. 

Wenn beide Atome gleichzeitig ihre Zustande andern, so tragen die 
beiden ersten Glieder von H, zu den Matrixelementen wegen der Ortho- 
gonalitat der Eigenfunktionen nichts bei. Es bleibt in diesem Fall nur 


+oo t : 
14 (YR gt" hyo) 
Ey VE Li, Po Ko 
a ees drdt 2 
Veao ae fff eee a v (32) 


ubrig. Die Integration tiber die Zeit laBt sich wie in §2 durchfiihren, 
wokei v9 +%;,9 an die Stelle von y,, tritt und g, durch die Radialkoor- 
dinate 9, des Elektrons 2 ersetzt wird. Wir erhalten dann 


24-2: 
270? e ts 5a 
Vi b00 = eae Vi Porn, Lo %* (33) 


ral \e p 2 01 Op COS (p—1)) at. 


Die Auswertung dieses Integrals verlauft im Prinzip vollstandig analog 
zu der Behandlung im § 2. Allerdings gestalten sich die Berechnungen 
entsprechend der gréBeren Komplikation des Problems noch umstand- 
licher, so daB wir auf ihre Wiedergabe verzichten miissen und nur das 
Ergebnis anfiihren. Die zu (27) analoge Beziehung lautet 


Vis k00 = hy ag (109) Mr,0Miso , (34) 
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wo die M,, die Gré8en der Formel (28) bedeuten. Weiter gelten die 
Abkirzungen 

Am=Am,+4m, (35) 
und 
eee i Am,|+| Amz, | (sg,)!4™! = sg,)'\4™! y (sz, oa 
Y ae? h-v|Am|! |Am,|! , ; 


kig= (36) 
WO S21, S29 und sg,» bzw. die Vorzeichen der GréBen Am,, Am, und Am 
bezeichnen. 

Fiir den Fall, daB nur eines der beiden Atome seinen Zustand andert, 
kann man in H, nur den Summanden vernachlassigen, der die Koord1- 
naten des unveranderten Atoms nicht enthalt. Das 3. Glied des St6- 
rungsoperators ist bereits in der vorhergegangenen Untersuchung be- 
rechnet und kann ohne weiteres aus der Formel (34) als Spezialfall Vo ;. 99 
bzw. V;,.999 entnommen werden. Die Anteile der beiden anderen Glieder 
sind bereits in § 2 berechnet. Dementsprechend ergibt sich fiir den Fall, 
daB sich nur der Zustand des Atoms 1 dndert 


7 a 
ea ar‘ V;,.000 ir Vino 


(37) 
Vivou == Moo —Z;) k | 4m jeri tars FY) n,\ ons ¥ 
Fiir den Fall, daB sich nur der Zustand des Atoms 2 andert, gilt: 
Visou = Vos, 007 Vino: (38) 


V,,9 berechnet sich aus dem Ergebnis von § 2 unter Berticksichtigung 
der entgegengesetzten Orientierung von q. Es ergibt sich dann wiederum 
Vison =; (Mo 9 —4,) (= 1)! eiral k Am,| ae AS ie Mo i, (39) 
Setzt man die Werte fiir 14), und 7M), ein, so zeigt sich, daB ein neu- 
trales Atom ohne Anderung seines eigenen Zustandes eine Anregungs- 
wahrscheinlichkeit von der GréBe 
. [(2/)? — (x’)2) ans 
Vivow= A — Fe sm) © 3 0 | on (40) 


/ 


bewirkt. Dabei bezeichnet | (z’)? — (x’)?]y9 das Quadrupolmoment des 
unveranderten Grundzustandes, welches im Fall der Richtungsentartung 
den Wert Null annimmt. Unter den hier behandelten Umstinden 
tragen Atome mit einem S-Zustand ohne eigene Zustandsanderung nur 
in hoherer Naherung zur Anregung bei. Ein Ion bewirkt dagegen eine 
Anregungswahrscheinlichkeit, die formelmaBig mit derjenigen einer ent- 
sprechend geladenen Partikel iibereinstimmt. 
Analog zu der Bedingung (29) gilt hier die Beschrankung 


Ato At O75 Ue (41) 
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§ 4. Polarisierende StéBe geladener Teilchen. 

Wir wollen in diesem § die Voraussetzung machen, dab es StéBe 
gibt, die im wesentlichen nur Ubergange innerhalb der entarteten 
Energieniveaus bewirken. Die Giiltigkeit dieser Annahme ist, wie man 
an Hand einer Abschatzung zeigen kann, von der Erfiillung der Be- 
dingung 7,’ = 2 abhangig. Dabei soll das gestoBene Atom zuniichst 
ein Termschema ahnlich dem der Alkalien besitzen. Der wegen seiner 
starkeren Entartung ungiinstigere Fall des Wasserstoffatoms wird im 
AnschluB behandelt. Die Voraussetzung der ausschlieBlichen Wechsel- 
wirkung innerhalb der entarteten Niveaus erméglicht die Reduktion des 
HILBERTschen Raumes in eine Anzahl von entarteten Teilraumen, die 
sich durch die Quantenzahl m und / unterscheiden lassen. Fiir die 
experimentell untersuchten Serien sind nur die Niveaus /=0, 1, 2 von 
Bedeutung, so daB wir uns auf den Fall /=2 beschranken kénnen, da 
J=0 nicht entartet und der Fall 7=1 in /=2 enthalten ist. Dann 
laBt sich die St6rungsrechnung wie folgt durchfiihren. 

Ein Teilchen mit der Ladung Ze passiere ein ruhendes Atom mit 


der Energie E auf der Bahn x=x,, y=y,, 2=2z,=vt. Wir entwickeln 
den St6rungsoperator 
Ge Ze ra , 3 (ra)? Y 
ice Sats od ere | 1 sili sl Til 2 2 9 } (42) 
t— 1G q a 2, qd Pi 


in eine Reihe bis zu den in r/g quadratischen Gliedern. Vor der Passage 
soll der Zustand des Atoms durch den Einheitsvektor a in dem HILBERT- 
schen Raum des entarteten Zustandes dargestellt werden. Der Vorgang 
bewirkt eine Drehung dieses Vektors, welche ihn in 

Seay Biya (43) 
iiberfiihrt. Durch geringfiigige Abanderung des Storungsschemas von 
$4 gewinnen wir 


271 _f a iis rae ii : 
(a: ice tee “e | Ki | «| Kat}at 
U . 


—oo — 


) 


——— 


wenn wir unter K die Matrix 


Fe 
[GL ae | 
q 


rq a) (iekep 1? (45) 
> “, 
ail Cee a eT | 
verstehen. Mit den Bezeichnungen 
co 0 
S=[ Kat V und -s’= { Kat (46) 
0 — Oo) 
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finden wir 
+ 00 / t oO t lo) —t \ 
i [K ip K dt} dt Ss'+ f [HK [ Kdt}dé + (S")? - [(Ks Kat) dt. (47) 


eo) \ =00 0 0 (0h 0 
Wenn die groBte Annaherung zur Zeit /=0 erfolgt, hat A nur fiir tO 
von Null nennenswert abweichende Werte, dort ist aber ‘ Kdt als 
klein zu betrachten. Die stehengebliebenen Integrale ee also nur 
unbedeutend bei und sind daher zu vernachlassigen. Damit erhalten wir 


450? 


—F leree [Z) 1s +8) “Est sys} G8) 


S und S$’ lassen sich leicht berechnen, wenn man K iiber die Zeit (bzw. z,) 
integriert. Mit 


ee oe xiv 
fe ie (49) 
findet man durch Integration 
S= Ze f st F, é 9-499) | al st Gq _| 2—ty | 
Se vor 104 (n e di a LC 1) ! Og re (n i g € 1) ie (50) 


+ (nef + Ee-*%) —2 En}. | 


Da alle entarteten Zustande zur gleichen Nebenquantenzahl gehoren, 
verschwinden sie in 7, € und z linearen Dipolglieder. Wir erhalten des- 
halb nur 


s=— ae {n? e7 *%q + €% e—74%q + 2 (yn c2*%q + E e—24%)} | (51) 
Ebenso 
_— Ze is 2 e21Tg = £2 e—24%q = z ( 2109 aie é = 2UGa\? 
v.05 v/ 2 NGG 4} : (51a) 


Daraus entsteht 


° ” Ze 2 DQ i4 9 Dac 
S + S reg Le ge Vq + £2 Cote (52) 
Bedeutet ; 
270 Z e 
c— hv (5 3) 
und 


k 
b> == 52 | R°rtdr{ PEP sin? } cos ddd | 
<¢ 


ees 
Bp=——y Jf R*ridrf RB sin?) cosd dd 


hens | : (54) 
V0 es [Rrdrf PIP} sin? 0 dd | 


<q 


k 
N= — se Jf Rrtdrf (Pisin ddd, 
wl 
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so ist 25 ; Qi | 
O O 2y e '4q a) (a) 


2a 0 | 2y_ e789 | ay 02 t 4% | 
cal pol 0,2 | Brae 0) 
hi : 


oe eee ee ci ahaa as ' 


und 


2 ti¢ en 3i 
—2y5e°'%9 | —2479e "74 | 2yohye'™4 | 29 Bo ent Pa 
ye ee Qt i 
1— 279 — 219 e "4) ZY Boe ~'92| 2yy Bye °%4 
a; | =F eee : 
- 21¢ Ape: | =p 
i Sa2tyge 24) i 495 | 2Yo Bae '*4 | 2 Bye? 
= aside ee 57) 
Z, oOV"”g 9g 7 Dri 
| 2, Boe * "4 2y, Bo ei %q 1— 272 —2iy, e2!¥9 
0 | 2,Boe °%4 —2iye **%4 
2 2, 0 = 5 1 
Nach einem Vorbeigang ist 
ee San PS 1 * * 5 
om On eS) J m1 J mk a; ay, . (58) 
tk 


Die Wahrscheinlichkeit, daB sich das Atom nach der Passage im Quan- 
tenzustand m befindet, stellt sich nach der Formel (58) als eine Summe 
iiber die Amplitudenprodukte der anderen entarteten Niveaus dar. Die 
gemischten Glieder der Doppelsumme entfallen bei der Mittelung tiber 
die Phasenfaktoren ¢,. 

Dies ist nur ein Spezialfall, der bei diesem Modell leicht zu tibersehen 
ist. In Wirklichkeit sind alle Wahrscheinlichkeitsamplituden a, mit 
einem Phasenfaktor 6, versehen, der im statistischen Mittel iiber das 
Intervall 0-+2za gleichmaBig verteilt ist. Diese Phasen hangen mit der 
Vorgeschichte des einzelnen Atoms zusammen, d.h. die zahlreichen 
Stérungen, welche das Atom durch alle méglichen auBeren Einwirkungen 
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erfahrt, andern die Phase, auch wenn sie zu klein sind, um OQuanten- 
iiberginge in nennenswertem Ausmafe hervorzurufen. Der statistische 
Mittelwert der Wahrscheinlichkeiten wird deshalb durch eine Mittelung 
der Phasendifferenzen gewonnen und dabei fallen die gemischten Glieder 
der Quantenzustande weg. Wir kénnen also ganz allgemein fiir die 
Berechnung der Wahrscheinlichkeiten im Mittel die Formel 


KP ae (59) 


i: 
L 


benutzen. In allen denjenigen Fallen, wo die Storungsmatrizen kom- 
plizierter sind, wird hierdurch die Rechnung betrachtlich vereinfacht. 
Von dieser Vereinfachung machen wir Gebrauch, wenn wir weiter unten 
die polarisierenden St6Be beim Wasserstoff betrachten. 

In unserem Fall gilt also 


2), (59a) 
Wir koénnen aus den Wahrscheinlichkeiten 

@, = |a,P (60) 
vor dem Vorbeigang einen Vektor ww, aus den Wahrscheinlichkeiten 


w, +Aw,= |e)? (60a) 


nach dem Vorbeigang einen Vektor tv + A Ww bilden. Der Zusammenhang 
wird vermittelt durch einen Tensor mit den Elementen Vaal? den wir 
durch das Schema 


(61) 
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ein, so ist Aw=4AT wh. (63) 


Dies entspricht den Gleichungen 


A ws9= 49 (Wy) — Wx), Aws,=4y} (Wz,—Wx)), 6 

Aw, = 479 (W_2 + Wy2—2m). 
Es ist charakteristisch, daB die Addition der Spalten des Tensors 4 T 
den Wert 0 ergibt. 

Mit der Bestimmung der Gl. (64) ist der polarisierende EinzelstoB 
erledigt. Wie das Ergebnis zeigt, nimmt die Ubergangswahrscheinlich- 
keit hier im Gegensatz zu den Anregungsprozessen nicht exponentiell, 
sondern nur umgekehrt zur 4. bzw. 2. Potenz des Abstandes ab. Damit 
wird die Voraussetzung des EinzelstoBes erschiittert und wir miissen 
die Einwirkung mehrerer Teilchen gleichzeitig betrachten, wobei jedes 
Teilchen einen Anteil H, zum Stérungsoperator und U, zu U beitragt. 
Dieser MehrfachstoB ]aBt sich jedoch auf eine Folge von EinzelstéBen 
zuriickfiihren, da die gemischten Glieder der von den einzelnen Teilchen 
herriihrenden Amplituden sich bei der Mittelung tiber die Phasen weg- 
heben. Selbstverstandliche Voraussetzung ist dabei, daB8 die gesamte 
Veranderung der Besetzungswahrscheinlichkeit klein ist. Unter den 
gegebenen Umstanden k6énnen wir also 


(A tv) 7 = 17,4 T 5 9 (605) 


setzen, wo (4 1v),, die Veranderung durch den MehrfachstoB bezeichnet 
und s iiber alle gleichzeitig wirksamen Teilchen lauft. 

Passieren sekundlich N, geladene Partikel innerhalb des Wirkungs- 
bereiches, so kann man dementsprechend die Zeitabhangigkeit der 
Wahrscheinlichkeiten durch das folgende Gleichungssystem beschreiben: 


dws 

a =I (Wy— Wx»), | 

fet 1 (w4— a1), (66) 
ep = Iq (Wz + W_2— 2%). | 


Dabei gelten die Bezeichnungen J =4N, y2 und , =4N, yj. Fiihrt man 
als neue Verdnderliche die GroBen ein 


Fools es ra alata (67) 


7] —=— Wis | W_»e Wo, E=Wieg+ W_2, 0 = Wig—Wess 


so ergibt die Integration 


—2Tyt 
Y=), TA ck C a ea | 


Res N67 Bar ee hy (re meek d= dye. j 
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Es ist unzweckmafig, diese Formeln nach den alten Veranderlichen 
aufzulosen. Die Bedeutung der angegebenen Gleichungen ist ohne wei- 
teres ersichtlich. Mit wachsender Teilchenzahl tauschen die Niveaus w’,, 
und w_, bzw. W149, W_2 und wy ihre Anregung aus. Sie nahern sich immer 
mehr dem Zustand gleicher Besetzungsdichte. Ist die Besetzungsstarke 
der Niveaus + m gleich stark, so ergeben sich die einfacheren Formeln 


— 99 
Ae ow iealy | 


Ne = Wy twa +W_2=1f, (69) 


0 
as n sate 
Diag Og =e Bohai, lee? ein 7), | 


Die entsprechenden Untersuchungen fiir Wasserstoff verlaufen voll- 
kommen analog und werden daher wegen ihrer Umstandlichkeit hier 
nicht explizit aufgefiihrt. Von den Alkalien unterscheidet sich der Wasser- 
stoff im wesentlichen dadurch, daB die Entartung hoher ist. Sie erstreckt 
sich auBer auf die magnetische Quantenzahl auch auf die Azimutal- 
quantenzahl. Unter Beriicksichtigung der vorangegangenen Ausfih- 
rungen erhalten wir demgemaB fiir die Wahrscheinlichkeit eines durch / 
und m gekennzeichneten Zustandes nach der Passage 


pa [apnea | mp tl ) (70) 


wenn /, und m, alle fiir die entarteten Niveaus méglichen Kombinationen 
durchlaufen. In dieser Summe kommen allerdings nicht alle Glieder 
wirklich vor. 

Wenn durch die héhere Entartung auf der einen Seite eine gréBere 
Komplikation eintritt, so steht dem auch eine Vereinfachung gegeniiber. 
Bei den Alkalien verschwinden in einer Entartungsstufe alle Dipol- 
komponenten und wir miissen deshalb zu den Quadrupolmomenten grei- 
fen, wenn wir die St6rung berechnen wollen. In den gréBeren Ent- 
artungsstufen des Wasserstoffs lefern die Quantenspriinge / = +1 auch 
Dipolkomponenten und wir kénnen deshalb auf die Quadrupolkompo- 
nenten zunachst wieder verzichten. Aus diesem Grund ist es méglich, 
da8 wir uns fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit des Niveaus m, 
/ auf den Unterraum e,,), Cm, 1, mit J,=1+1, m,=m +1 beschranken 
diirfen. Die St6rungsmatrix reduziert sich auf 


H= as (1 =H. (71) 


Es ergibt sich nach mithsamer Rechnung fiir die Zeitabhangigkeit der 
Besetzungswahrscheinlichkeiten w,,;—=|c,,)/2 das Gleichungssystem 


v1 
Fee a Dy, 1 (24, ie ®m,1) “+ D,, =1 (wy, =) me On, 1) ac 


| (72) 
ai De aay = Wn, 1) a Day, =1 (w_y, = as Wn, 1) . 


Theorie der Polarisation des Kanalstrahllichtes. I. Do 


Dabei gilt 


é ae. fa TED Tene ary 5 
Wi, = Om+tj, 1+» D;,=4Ne k poe Esl rarer is 0, Pt (72a) 


Das System (72) zerfallt ersichtlich in zwei voneinander unabhangige 
Teilsysteme I und IJ, die nur in héherer Naherung (Beriicksichtigung 
der Quadrupolkomponenten) miteinander in Wechselwirkung treten. Zu 
dem System I gehéren alle Niveaus mit gradzahligen, zu dem System II 
alle mit ungeradzahligem / —m. 

Die Integration der entsprechenden Gleichungssysteme fiihrt schon 
fir die Quantenzahl 7=}3 auf die Lésung von Gleichungen hdheren 
Grades. Inwieweit sich der Gang der Verdnderung fiir die speziellen 
Falle der Anwendung berechnen 1aBt, mu8 den weiteren Untersuchungen 
vorbehalten bleiben. 

Zwei allgemeine Aussagen von Bedeutung kénnen jedoch noch ge- 
troffen werden. 1. Uberzeugt man sich leicht, daB die Summe aller 
Besetzungswahrscheinlichkeiten durch die St6Be wiederum nicht ver- 
andert wird. 2. Wird der Zustand des Systems durch weitere St6Be nicht 
mehr beeinfluBt, wenn die Besetzungwahrscheinlichkeit aller Niveaus 
gleich ist. Bezeichnet w, und ,w, die konstante Gesamtbesetzung des 
Systems I bzw. II, so laBt sich der unveranderliche Endzustand der 
beiden Systeme durch die Forme] 

2 (Weg ? 2 Wg (73) 


—SSS : oo DS 
n(n + 1) uaa n(n — 1) 


(Oi = 


beschreiben. 


§ 5. Polaristerende Stipe neutraler Atome. 

Wenn an einem ruhenden Atom in einem entarteten Zustand statt 
eines geladenen Teilchens ein anderes Atom vorbeifliegt, konnen eben- 
falls adiabatische Ubergange eintreten. Jeder Zustand des Systems 
beider Atome wird jetzt durch eine Kombination der Quantenzahlen 
beider Atome gekennzeichnet. Der Stérungsoperator hat wieder die 
Form (30). 

Die in §3 beschriebenen Verhaltnisse lassen sich dahingehend 
deuten, da hinsichtlich der Ubergainge die Wirkung eines neutralen 
Atoms ohne eigene Zustandsanderung identisch ist mit derjenigen einer 


Elementarladung von der GréBe | id - > [ (2?) — (x*)]o9. Dabei be- 
zeichnet [(z?)— (x?) ]g9 das Quadrupolmoment des unverdnderten Zu- 
standes des stoBenden Atoms. » gibt die zu dem Ubergang des gestoBenen 
Atoms gehérige Frequenz A E/h an. Damit ist erwiesen, dab die Passage 
eines neutralen Atoms ohne eigene Zustandsanderung ohne Einflu® auf 


die entarteten Ubergange ist. Polarisierende St6Be neutraler Atome 
mit unverdndertem Eigenzustand gibt es nicht. 
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Veriindern beide Atome ihren Zustand, so sind zwei wesentlich ver- 
schiedene Faille zu unterscheiden. Finden bei beiden Atomen lediglich 
Ubergiinge innerhalb der entarteten Niveaus des einzelnen Atoms statt, 
so handelt es sich um polarisierende St6Be im urspriinglichen Sinn des 
Wortes. Bei der Passage gleichartiger Atome kénnen auBerdem adia- 
batische Ubergange hinzukommen, die mit einem Austausch der An- 
regungsenergie zwischen beiden Atomen verbunden sind. Diese erweiterte 
Form des _ ,,polarisierenden StoBes"* wird als Resonanzaustausch be- 
zeichnet. 

Die echten polarisierenden St6Be sind seltene Prozesse, da sie die 
Passage zweier angeregter Atome voraussetzen. Ihre Bedeutung ist 
gegentiber dem EinfluB der geladenen Teilchen vernachlassigbar. 

Damit reduziert sich die Zahl der zu betrachtenden Falle bedeutend. 
Fiir die Resonanziibergange fallen nur die Passagen eines angeregten 
Atoms mit einem Atom im Grundzustand ins Gewicht. Analog zu (34) 
erhalt man fiir diesen Ubergang 


Vecnpa inte Ot IO) | (7@,) My,.0Mor (74) 
und damit die Ubergangswahrscheinlichkeit 


ie (*0,) ?|Mivol? |More Es (75) 


\VW ey VP} 
\Vioore |” = Fiz 


k, bezeichnet den angeregten Zustand des Atoms 2 vor dem StoB, k, den 
entsprechenden des Atoms 1 nach dem StoB. 


Fiir den Resonanziibergang bei den Alkalien gilt k, =m,1, m, und 
ky=n,l,m,. Dabei sind m, und m, zunachst willkiirlich. Fiihrt man 
jedoch an der Formel (74) den erforderlichen Grenziibergang 


; lim |Vi,oo%.| (y= Yx,0 1 Pxno) 
aus, so erkennt man, da8 Ubergange durch Resonanz nur zwischen den 
Niveaus k, =,1, +/ und k,=n,J, 1 fiir 1=1,2 stattfinden kénnen. 
Finden sekundlich N, Passagen gleichartiger Atome im Grundzustand 
statt und ist 


Psy i= N,Viroon |; (76) 


so liefert das im vorigen § benutzte Verfahren in der zweiten Naherung 
eine zeitliche Abnahme der Niveaus k, =7, 1, +1 (l1=1, 2) des Atoms 2 
von der Form 


dw he 
FF = Wont ki, FL: (77) 


Die Integration ergibt 


el bttin ee Deer 
Won = one FT, (78) 
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Alle ibrigen Niveaus w),, werden durch die Passage gleichartiger Atome 
nicht beeinfluBt. 

Da der Entartungsgrad des einzelnen Atoms fiir den betrachteten 
Effekt belanglos ist, bleiben die angeschriebenen Formeln auch fiir 
Wasserstoff giltig. 


Herrn Prof. Dr. WEIZEL, der die Anregung zu der vorliegenden Arbeit 
gegeben hat, méchte ich auch an dieser Stelle fiir viele fordernde Dis- 
kussionen und Ratschlage danken. 
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Ubergrofe Impulse bei Zahlrohren 
mit Dampffiillung. 
Von 
EWALD FUNFER und HuGo NEUERT. 
Mit 7 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 22. September 1950.) 


Bei Zahlrohren mit reiner Dampffiillung bzw. bei hohem Dampfanteil im Fillgas 
erhalt man vorwiegend bei radialer Einstrahlung von «-Teilchen Impulse, die eine 
betrachtlich gréRere Ladungsmenge mit sich fiihren als die normalen Proportional- 
oder Ausléseimpulse. Die oszillographische Beobachtung der Impulse ergab, da 
man es hierbei mit einer neuartigen Form der Zahlrohrentladung zu tun hat. Diese 
sog. tibergroBen Impulse entstehen zunachst aus Proportionalimpulsen im_be- 
schrankten Proportionalbereich, sie treten aber auch im Auslésebereich auf. Wie 
Ausbreitungsversuche gezeigt haben, ist die Entladung im Gegensatz zu Auslése- 
impulsen auf die nachste Umgebung des Entstehungsortes der Primarstrahlung 
beschrankt. Es erscheint médglich, diesen Vorgang an Hand der von RAETHER 
und von Lors und MEEK entwickelten Vorstellung uber den Kanalaufbau beim 
Funkendurchschlag zu erklaren. 


Einleitung. 

Bei Zahlrohren mit einem besonders hohen Dampfanteil zum Fiillgas 
30mm Alkohol + 50mm Argon) beobachteten HUBER, HUNZINGER 
und BALDINGER |/] im Ausldésebereich Impulse, bei denen eine Ladungs- 
menge transportiert wurde, die ein Vielfaches des bei normalen Auslése- 
impulsen gefundenen Betrags war. Es zeigte sich, daB diese , iibergroBen 
Impulse“ hauptsachlich bei méglichst radialer Einstrahlung von «-Strah- 
len auftreten. Eine Reihe von Untersuchungen [2], [3] zeigte, daB die 
obige Erscheinung nicht nur unter den geschilderten speziellen Bedin- 
gungen auftritt, sondern eine allgemeine Eigenschaft aller Zahler mit 
reiner Dampffiillung oder mindestens betrachtlichen Dampfanteil zum 
Fiillgas darstellt. Diese tibergroBen Impulse treten in vielen Fallen 
bereits im beschrankten Proportionalbereich auf. Mit zunehmender 
Zahlrohrspannung findet man diese Impulse in steigendem MaBe, auch 
dann, wenn die Einstrahlungsrichtung der «-Teilchen einen gréBeren 
Winkel zur Senkrechten auf dem Zahldraht bildet. Bei héheren Span- 
nungen, die bereits dem Auslésebereich entsprechen, werden bei reinen 
Dampfen auch tbergroBe Impulse durch f-Strahlen ausgelést. Eine 
Ubersicht tiber die Fiillgase, bei denen iibergroBe Impulse im Propor- 
tional- und Auslésebereich gefunden wurden, bringt Tabelle 1. Daraus 
ist ersichtlich, daB iibergroBe Impulse im Proportionalbereich nur bei 
reinen Dampfen und bei Einstrahlung von «-Strahlen gefunden wurden. 
Bei Ammoniak lieSen sich keine iibergroBen Impulse nachweisen. 
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Impulshohe von iibergroBen und normalen Impulsen. 


Auf Grund zahlreicher Messungen der Abhingigkeit der Impulshohe 
(Spitzenstromstarke) von der Zahlrohrspannung, wie sie in den vorher- 
gegangenen Arbeiten (2), [3] ausfiihrlich wiedergegeben wurden, ergibt 
sich fiir diesen Zusammenhang ein Schema wie es die Fig. 1 zeigt. Diese 
Amplitudenkurven lassen sich in mehrere Bereiche aufteilen, wobei 
Lage und Form der einzelnen Bereiche stark von den jeweiligen Ver- 
suchsbedingungen (Gasart und -druck, Zahlrohrdimensionen) abhangen 
kann. An den bekannten eigentlichen Proportionalbereich 1 schlieBt 
sich der beschrankte Proportionalbereich 2 
an. In diesem Bereich tritt eine Begrenzung 
der Impulshdhe durch den hemmenden Ein- 
fluB der sich ausbildenden Raumladung 
auf, welche im Fall radialer Einstrahlung 
(ausgezogene Kurve) geringer ist, als im Fall 


ln /mpulshone 


axialer Einstrahlung (gestrichelte Kurve). 
Bei radialer Einstrahlung schlieBt sich an 
den Bereich 2 ein steil ansteigender Ast 3 


1 = ergentl. Prop. Bereich 
2 = beschrankter Prop Bereich 
3 = dbergrohe Impulse 


4 = Auslosebereich 


an, der das Auftreten der tibergroBen Im- 
pulse kennzeichnet. In diesem Gebiet wird 
durch zusatzliche Prozesse eine wesentliche 
VergroBerung der Spitzenstromstarke und 
der Ladungsmenge geschaffen. Kommt es 
nicht zur Ausbildung von Bereich 3, z. B. 
bei axialer Einstrahlung oder sonstigen 
besonderen Versuchsbedingungen, so tritt schlieBlich der tbliche Aus- 
losebereich 4 auf, in dem die Steilheit des Anstiegs von der Zahlrohr- 


lange abhangt. 


Zahlrohrspannung [V] 


Fig. 1. Schema einer Amplitudenkurve 
fiir «-Teilchen bei reinen Dampf- 
zablern. Bei radialer Ein- 
strahlung; ——— bei axialer 
Einstrahlung. 


Impulsform. 

Wie eingangs erwahnt, entwickeln sich die tibergroBen Impulse zu- 
erst bei Zahlrohrspannungen, die dem beschrankten Proportionalbereich 
entsprechen. Aus oszillographischen Aufnahmen ergibt sich, daB zuerst 
ein Proportionalimpuls gebildet wird, aus dem heraus dann der tiber- 
groBe Impuls entsteht. Bei den niedrigen Spannungen klingt der Pro- 
portionalimpuls tereits wieder ab, wenn der Ubergang zum iibergroBen 
Impuls erfolgt. Der Impuls zeigt in solchen Fallen eine ausgepragte 
Stufenbildung [3 (Abb. 16)]. Diese Stufe verschwindet mit zunehmender 
Spannung allmahlich, wie es Fig. 2 zeigt. Die vier wiedergegebenen 
Oszillogramme sind bei Spannungen von 1260, 1285, 1310 und 1340 V 
aufgenommen. Bei der kleinsten Spannung ist ein unabhangig vom tiber- 
groBen Impuls auftretender Proportionalimpuls mit aufgenommen. Die 
Amplitude des iibergroBen Impulses ist nur etwa doppelt so gro wie 


KE 
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die des Proportionalimpulses. Der Impuls zeigt eine lange, deutlich aus- 
gepragte Stufe. Bei der nachst hoheren Spannung setzt der tibergroBe 


0 1 2:10 ®sec 
Fig. 2. Ubergrobe Impulse bei verschiedenen Zahirohrspannungen (links oben 1260 V, rechts oben 1285 V, 
links unten 1310 V, rechts unten 1340 V). 


Impuls wesentlich friiher ein, die Stufe kommt weniger deutlich 
zum Ausdruck. Die gleichzeitig mitaufgenommenen kleineren wber- 
groBben Impulse mit ausgepragter 
Stufenbildung ruhren vong-Strahlen 
her, die etwas weniger senkrecht zum 


l l | 

0 7 Om SCGnC 

Fig. 3. UbergroBe Impulse mit extrem Fig. 4. UbergroBe Impulse mit mehrfachen 
langem Riicken. Maxima. 


Draht durch das Zahlrohr gelaufen sind. Bei den héheren Spannungen, 
mit denen die beiden letzten Oszillogramme aufgenommen worden sind, 
verschwindet die Stufenbildung fast véllig; der iibergroBe Impuls ent- 
wickelt sich direkt aus dem ansteigenden Ast des Proportionalimpulses. 
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Aus den Oszillogrammen der Fig. 2 ersieht man, daB in den beobach- 
teten Fallen nicht nur die Impulsamplitude, sondern auch die Impuls- 
dauer um ein Vielfaches gréBer ist als die entsprechenden Werte bei 
Proportionalimpulsen. Die mittlere Dauer eines ubergroBen Impulses 
ubertrifft im allgemeinen einige Mikrosekunden. Unter extremen Ver- 
suchsbedingungen treten auch sehr viel langere iibergroBe Impulse auf. 
Beispiele davon sind in Fig. 3 zu sehen. Die beiden dort wiedergegebenen 
Oszillogramme zeigen neben Proportionalimpulsen eine Reihe von iiber- 
groBen Impulsen der verschiedensten Formen. AuBer verhaltnismaBbig 
kleinen Impulsen mit sehr starker Stufenbildung treten groBe Impulse 
mit sehr langem Riicken auf. 

LEE VE SES | ie 
| | Verstarker. 


Oszillograph, 
ia Zelthre/s - 
ouslosung 


+ Hochspannung 


Fig. 5. Zahlrohr mit mehreren Fenstern in der Zahlrohrwand zur Einstrahlung von «-Teilchen. 
\ 


Steigert man die Zahlrohrspannung bis kurz vor den Durchschlag, 
so erhalt man charakteristische Impulsformen, wie sie aus Fig. 4 er- 
sichtlich sind. Der Abfall des Impulsriickens erfolgt nicht mehr gleich- 
férmig; es treten vielmehr eine Reihe von Maxima in unterschiedlicher 
Form und verschiedenen Zeitabstanden auf. Das Auftreten dieser spe- 
ziellen Entladungsformen erfolgt unter bis jetzt noch nicht vollig ge- 
klarten Versuchsbedingungen. 


Ausbreitungsvorgdnge ber iibergrofhen Impulsen. 

Wie bereits gezeigt wurde, tritt bei iibergroBen Impulsen eine Dead- 
time auf, wenn die Einstrahlung der «-Teilchen am gleichen Ort erfolgt 
(3 (Abb. 18)]. Die Versuche wurden mit einem Zahlrohr nach Fig. 5 
erweitert. Die Einstrahlungsfenster I bis V fiir «-Strahlen hatten einen 
Durchmesser von 3 mm und einen gegenseitigen Abstand von 20 mm. 
Bei Einstrahlung in nur eine Offnung ergab sich zunachst die erwahnte 
Dead-time fiir iibergroBe Impulse. Strahlt man gleichzeitig in eine be- 
nachbarte Offnung ein, so zeigt sich, daB keine Dead-time fiir normale 
Proportionalimpulse existiert. Dies beweist, daB die fiir einen tber- 
groBen Impuls charakteristische Entladung nicht tiber seine ndachste 
Umgebung hinausreicht und keinesfalls eine am benachbarten Fenster 
auftretende Entladung behindern kann. Eine seitliche Ausbreitung 
der Entladung bei iibergroBen Impulsen in Form eines Ionenschlauchs 
liegt also bis zu mittleren Spannungen offenbar nicht vor. 
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Zum weiteren Studium der Entladungsvorgiange wurden Versuche 
mit einem Doppelzahlrohr nach Fig. 6 durchgefihrt. Dabei ist die 
Kathode ein einheitlicher Zylinder von 20 mm Durchmesser und 13 cm 
Linge mit je einem Fenster in der Mitte der betreffenden Zahlrohrhalfte. 
Der Zahldraht ist durch eine Glasperle von 4mm Durchmesser in der 
Mitte geteilt, so daB die beiden Zahlrohrhalften I und II unabhangig 
voneinander auf verschiedene Spannungen gebracht werden konnen. 
Diese Anordnung erméglichte die Feststellung von Photonen gentigender 
Reichweite, z. B. im Zahlrohr II wahrend des Ablaufs eines tibergroBen 


b 
Fenster, 
Glasporle\ 
} Zahlrohr if 
Zeltkrels- Verstorker p 
auslosung u. Oszillograph 0 7 210°’ sec 3 
Fig. 6. Fig. 7. 


Fig. 6. Doppelzahlrohr zur Untersuchung von Ausbreitungsvorgangen. 


Fig. 7. Bestimmung des Zeitpunktes der Bildung von Photonen wahrend der Entladung bei tibergro8en 

Impulsen. @ Ubergro8e Impulse in I. 6 Durch Photonen vom tibergroBen Impuls in I entstandener Aus- 

léseimpuls in II. c Durch y-Strahlung entstandener Ausléseimpuls in II (6 und c gleiche Verstarkung, 
@ kleinere Verstarkung). 


Impulses im Zahlrohr I. Die Zahlrohrfillung bestand aus Methylal von 
35 mm Druck. Die Betriebsbedingungen wurden so gewahlt, daB Zahl- 
rohr I im beschrankten Proportionalbereich und Zahlrohr II zunachst 
im Auslésebereich arbeitet. In I werden durch Einstrahlung von «- 
Strahlung tibergroBe Impulse erzeugt. Diese Impulse ldésen lediglich 
den Zeitkreis des Oszillographen aus, wobei die Einstellung des Zeit- 
kreisgerates so vorgenommen wurde, daB wirklich nur tibergroBe Im- 
pulse den Zeitkreis ausldsen kénnen. Dagegen werden saimtliche in II 
entstehenden Impulse tiber einen Verstarker den vertikalen Ablenk- 
platten des Oszillographen zugefiihrt. Dort werden sie aber nur sichtbar, 
wenn sie in das Zeitintervall einer von I ausgeldsten Zeitlinie fallen. Mit 
diesem Verfahren wurden nun in II Impulse beobachtet, die damit ein- 
deutig dem zeitlichen Ablauf des iibergroBen Impulses in I zugeordnet 
werden kénnen. Fig. 7 gibt die zeitliche Zuordnung dieser Impulse 
wieder. Die Kurve a entspricht einem gesondert aufgenommenen iiber- 
groBen Impuls in I, die Kurve } dem dabei entstehenden Impuls in II 
in seiner zeitlichen Zuordnung. Der Impuls} ist deutlich verzdgert 
gegentiber a und zwar scheint er erst zu entstehen, wenn die Entladung 
in I bereits ihre maximale Stromstirke erreicht hat. Als Kontrollversuch 
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wurden in I normale Proportional- und Ausléseimpulse erzeugt und zur 
Auslosung der Zeitlinie verwendet. Diesen Impulsen entsprechen keine 
koinzidierenden Impulse in II. Bei Betrachtung der Oszillogramme fiel 
auf, daB die Form der Ausléseimpulse 6 stark verschieden ist von dem 
Aussehen eines normalen Ausléseimpulses, der in der wiblichen Weise 
durch Einstrahlung von p- oder y-Strahlung in II erzeugt wurde und 
durch den ProzeB der Ionenschlauchausbreitung entstanden ist. Ein 
solcher Impuls, der unter den gleichen Bedingungen wie der Impuls } 
im Zahlrohr II erzeugt wurde, ist als Kurvec in Fig. 7 eingezeichnet. 
Der kurze und wesentlich schnellere Verlauf des mit a koinzidierenden 
Impulses } weist darauf hin, daB die Entladung in diesem Fall im ganzen 
Zahlrohr II weitgehend gleichzeitig eingesetzt hat. Es ist also sehr 
wahrscheinlich, daB der Impuls } durch Photoelektronen verursacht ist, 
welche in der Kathode von II durch Photonen praktisch gleichzeitig aus- 
gelost worden sind. Diese Photonen kénnen nur aus der Entladung des 
tibergroBen Impulses in] stammen. Sie miissen dabei von verhaltnismaBig 
geringer Energie sein, um den Gasraum zwischen I und II durchqueren 
zu konnen, ohne vollig absorbiert zu werden. Fiir energiereichere Pho- 
tonen ware die Absorption in den beniitzten schweren Dampfen so groB, 
daB Reichweiten von mehr als gréBenordnungsmaBig 1mm praktisch 
nicht in Frage kamen. 

Betreibt man den Zahler II als Proportionalzahler, so erhalt man 
bei etwas héheren Spannungen in | im Zahlrohr II Proportionalimpulse, 
die mit den iibergroBen Impulsen in entsprechender Weise wie vorher 
die Ausléseimpulse koinzidieren. Die Ladungsmenge dieser Proportional- 
impulse entspricht einer Primdarionisation von etwa 100 Primdrelek- 
tronen. Aus der gefundenen zeitlichen Zuordnung ergibt sich eindeutig, 
daB die auftretende langwellige Photonenstrahlung nicht an der Ent- 
stehung des iibergroBen Impulses beteiligt ist. Sie entsteht offensichtlich 
erst als Folge der kraftigen Entladung beim iibergroBen Impuls. Aus 
der gemessenen Zahl von Photoelektronen und dem Raumwinkel laBbt 
sich abschatzen, daB diese Photonen auch zur Gesamtladungsmenge des 
iibergroBen Impulses nur wenige Prozent beitragen. 


Deutung der iibergrofen Impulse. 

Wie schon in einer friiheren Arbeit [3] bemerkt wurde, ist die von 
Huser und Mitarbeitern vorgeschlagene Erklarung der iibergroBen Im- 
pulse durch Raumladungskompensation nicht ausreichend fiir den Fall 
der hier gefundenen Impulse mit sehr groBer Ladungsmenge. 

Aus den bisherigen Beobachtungen ergibt sich folgendes Bild tiber 
den Mechanismus des Entladungsvorgangs. Bei radialer Einstrahlung 
von g-Teilchen im beschrankten Proportionalbereich entsteht der als 
Stufe beobachtete Proportionalimpuls bereits durch die zuerst in 
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Drahtnahe ankommenden 10 bis 20% aller tiberhaupt gebildeten primaren 
Elektronen (etwa 5000). Dabei wird infolge des hohen Verstarkungs- 
grades in Dampfzihlern auf einem Volumen von weniger als 1072 cm® 
die hohe Zahl von etwa 10° positiven Ionen gebildet. Die positive Raum- 
ladung setzt zunachst das Feld in Drahtnahe so weit herunter, daB die 
erst spater ankommenden Elektronen zunachst wenig zum Impuls bei- 
tragen. Wahrend des Zeitintervalls von etwa 2 - 1077 sec, der mittleren 
Impulsdauer des Proportionalimpulses, sind die meisten der in der 
Lawine gebildeten Elektronen zum Draht abgewandert. Die positive 
Raumladung ist infolge der relativ geringen Beweglichkeit der positiven 
Dampfionen erhalten geblieben. Das Feld der positiven Raumladung 
ist aber angewachsen, es hat sich ein nach der Kathode hin wirksamer 
positiver Raumladungskopf ausgebildet. Es ist méglich, den weiteren 
Fortgang der Entladung an Hand der Vorstellungen von RAETHER [4] 
bzw. Lozsp und MEEK [4] iiber den Kanalaufbau zu erklaren. Nach 
diesen Vorstellungen tritt bei homogenem Feld bei einem #- d (Druck xX 
Schlagweite) von > 100 der Kanalaufbau an Stelle des TowNsENDschen 
Lawinenspiels. Im vorliegenden Falle ist eine quantitative Ubertragung 
dieser Vorstellungen nur mit Einschrankung mdglich, da es sich hier 
um ein zylindersymmetrisches Feld und um Dampfe handelt, deren 
Verhalten in diesem Zusammenhang bisher noch nicht untersucht wurde. 
Betrachtet man dagegen die von RAETHER angegebene Grenzbedingung, 
daB mindestens 2-108 Ionen im Raumladungskopf vorhanden sein 
miussen, so ist offensichtlich, daB bei den hier auftretenden Ionen- 
zahlen von etwa 10° die Voraussetzungen fiir den Kanalaufbau reichlich 
erfuillt sind. 

Die jetzt noch zur Anode laufenden primaren Elektronen kénnen in 
dem nun vorhandenen Feld durch StoBionisation so viele Elektronen 
produzieren, daB es zu einem gegeniiber dem urspriinglichen Propor- 
tionalimpuls mehrfach gréBeren, dem iibergroBen Impuls kommt. Im 
Bereich dieser Entladung entsteht eine betrachtliche Zahl kurzwelliger 
Photonen. Eine solche photoionisierende Strahlung ist von RAETHER 
mit der Nebelkammer nachgewiesen worden [6]. Nach Uberlegungen 
von Hopwoop [7] ist es wahrscheinlich, daB solche Photonen durch 
Rekombinationsprozesse von Elektronen mit positiven Ionen entstehen. 
Diese Photonen haben nur geringe Reichweite und bilden in ndchster 
Umgebung der Raumladung Photoelektronen, die wieder in das be- 
giinstigte Feld hineinlaufen, starke Lawinen bilden und so fiir einen 
Fortbestand der Entladung sorgen. Durch die neugebildeten positiven 
Ionen wachst der Kanal weiter in Richtung zur Kathode vorwarts, bis 
durch das abnehmende auBere Feld einerseits und die Abnahme der 
Raumladungsdichte durch Querdiffusion andererseits die notwendigen 
extremen Bedingungen fiir diese Entladungsform nicht mehr gegeben 
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sind. Da es sich hier um statistische Vorgange handelt, ist durchaus 
verstandlich, daB die Entladung gelegentlich abreiBt und nach kurzer 
Zeit wieder neu ziindet. Vorgange dieser Art sind auf den Oszillogram- 
men der Fig. 4 zu erkennen. Eine ausfiihrliche quantitative Begriindung 
der oben gegebenen Vorstellung ist in Vorbereitung. 


Tabelle 1. 


UbergroBe Hees treten LES cc auf im 


Substanz Proportionalbereich fiir Auslésebereich ftir 


pe Siahiane 6-Strahlung | a-Strahlung | 


6-Strahlung 


Methylal CH, (O'- CH,), - - 
Athylazetat CH, ACOs C.Et. 
Methylazetat CH, rea - CH, 
Athylalkohol C, .H, -OH 
Methylalkohol cH, -OH . 

Methan CH, 50mm 

Methan + Methylal 40 mm 8: mm 
Argon + Alkohol 50mm 25mm 
Amylazetat C;H,, - CO, -CH,. 
Ammoniak NH, 100 mm 
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Untersuchungen mit dem Geiger-Spitzenzahler 
an bearbeiteten Nichtmetallen. 


Von 


J. KRAMER. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 2. Oktober 1950.) 


Bei exothermen Prozessen treten aus den Metallen Elektronen aus, die ,,Exoelek- 

tronen‘’. Es wird gezeigt, daB auch beim Zertriimmern vieler kristalliner Nicht- 

metalle der Spitzenzahler anspricht, z. B. beim FluBspat, bei Quarz, Pyrit, Zink- 

sulfid u.a. Auch bei Mineralien kann der Effekt beobachtet werden. Die Aus- 

schlagszahlen klingen -verhaltnismaBig schnell ab. Es besteht die Méglichkeit, 
daB bei diesem Effekt ein Zusammenhang mit der Silikose besteht. 


Evnlettung. 

In einigen Arbeiten!-? ist darauf hingewiesen worden, daB bei exo- 
thermen Prozessen Elektronen aus dem Metall austreten kénnen, die 
, Exoelektronen‘. Diese Elektronenemission erméglicht bei den Metallen 
eine neuartige, dabei auBerordentlich empfindliche Methode zur Unter- 
suchung von Metalloberflachen bei physikalisch und technisch wichtigen 
Vorgiangen; die exothermen Prozesse, die zur Elekt1onenemission fiihren, 
sind bei den Metallen sehr verbreitet. Uber die inzwischen bei diesen 
Untersuchungen erzielten Fortschritte soll demnachst berichtet werden. 
Von verschiedenen Seiten ist die Frage aufgeworfen, ob diese Erschei- 
nung auf die Metalle beschrankt ist, oder ob auch Nichtmetalle eine 
Elektronenemission nach passender Behandlung zeigen kénnen. Diese 
Frage wurde vor allem in Hinblick auf die Glasbearbeitung in der op- 
tischen Industrie gestellt. Es wurde schon gesagt?, daB bei Substanzen 
wie Kohle, Selen und ahnlichen nach einer Bearbeitung durch Schmirgeln 
Exoelektronen austreten kénnen. Bei Isolatoren wie Glas konnte da- 
gegen kein Effekt gefunden werden, wenn es ebenfalls durch Schmi:geln 
bearbeitet wurde. Durch das Silikose-Forschungsinstitut in Bochum —- 
Leitung Dr. LANDWEHR — wurden wir angeregt, uns aus einem ganz 
anderen Grunde naher mit diesen Problemen zu befassen, da vermutet 
wurde, daB mit einer eventuell auftretenden Elektronenemission bei der 
Zertriimmerung von Gesteinen die Bedingungen fiir das Auftreten der 
Silikose in Verbindung gebracht werden kénnten; verschiedene Um- 
stande sprechen fiir eine solche an sich nicht naheliegende Kombination. 


* KRAMER: Z, Physik 125, 739 (1949). 
2 KKRAMER, J.: Der metallische Zustand. Gottingen 1950. 
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Da die Erforschung der Silikose, dieser am meisten gefiirchteten Berufs- 
krankheit der Bergleute und anderer Gesteine verarbeitenden Berufs- 
gruppen, medizinisch und wirtschaftlich von der gréBten Bedeutung 
ist, wurden Versuche in dieser Richtung angestellt, die zu einem ganz 
uberraschenden Ergebnis gefiihrt haben: Viele nichtmetallische Kristalle 
bringen nach dei Zertriimmerung den Spitzenzaéhler zum Ansprechen: 
dabei sind bei einigen der bisher untersuchten Proben die Ausschlags- 
zahlen so groB, wie sie bei den Exoelektronen an Metallen nur mit Miihe 
erreicht werden kénnen. Der Effekt ist aber an bestimmte Vorausset- 
zangen gebunden, da viele der untersuch- 
ten Substanzen keinen Effekt geben. Da 
diese Voraussetzungen sicher physikali- 
scher Natur sind, scheint es nicht nur aus 
den oben angegebenen Griinden dringend 
zu sein, diese Vorgange naher zu unter- 
suchen, sondern auch vom physikalischen 
Standpunkt aus. 


Die Versuchsanordnung. 


Die Untersuchungen an den zertriim- 

merten Kristallen wurden in einem offenen a eee SHA a eee 
GEIGER-Spitzenzahler vorgenommen, wie Hochspannung und zum _ Verstarker; 
er in der Fig. 1 angedeutet ist. Die Mes- sigh ieee iene eae 
sung wurde also in Luft von normalem 

Druck ausgefiihrt. Das Gehdause ist dabei geerdet, an der Spitze liegt eine 
positive Spannung von etwa 2800 V. Mit einem Schieber k6nnen die 
Proben schnell vor die Spitze geschoben werden, so da die Entscheidung, 
ob eine Substanz einen Effekt zeigt oder nicht, in wenigen Minuten 
gefallt werden kann. Die Proben wurden dabei in kleine Metallnapfchen 
geschiittet, wie es die Figur angibt. Zur Kontrolle konnte eine ,,Null- 
platte eingesetzt werden, um das einwandfreie Arbeiten des Spitzen- 
zahlers zu iiberwachen. Fiir die Messungen geniigen winzige Substanz- 
mengen, etwa in der GroBenordnung, wie sie fiir eine DEBEYE-SCHERRER- 
Roéntgenaufnahme benotigt werden. Die zu untersuchenden Substanzen 
wurden entweder im Morser zerrieben oder mit dem Hammer zerklopft, 
dann schnell in das Metallnapfchen geschiittet und in den Spitzenzahler 
geschoben. Wenige Sekunden nach der Zertriimmerung konnte so mit 
der Messung begonnen werden. Gelegentlich wurde auch der aufsetzbare 
Spitzenzahler nach Art der Fig.5 in ! angewandt. Bei den Unter- 
suchungen an den nichtmetallischen Substanzen trat haufiger als bei 
den Messungen an Metallflachen eine St6rung dadurch ein, daB sich in 


1 KRAMER, J.: Der metallische Zustand. Géttingen 1950. 
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dem starken elektrischen Feld des Spitzenzahlers ein Staubteilchen auf 
der Spitze niederschlug, wodurch das einwandfreie Arbeiten in Frage 
gestellt ist. Kurzes Ausgliihen der Spitze beseitigt diese Storung. 


Ergebnisse. 


Es kann vorlaufig nur das Ziel der Untersuchungen sein, zu ent- 
scheiden, ob eine Substanz nach der Zertriimmerung den Spitzenzahler 
zum Ansprechen bringt oder nicht. Die Zusammenhange mit anderen 
physikalischen Eigenschaften und mit dem Kristallaufbau konnen erst 
dann gesucht werden, wenn geniigend viele Versuchsergebnisse vorliegen. 
In der Tabelle 1 sind die Substanzen angegeben, bei denen die Unter- 
suchungen bisher einen positiven Effekt ergaben. Dabei ist auch an- 
gegeben, wie groB die Zahl der Ausschlage im Spitzenzahler 1 min nach 
der Zertriimmerung ist; die GréBe des Effektes kann also bei den ein- 
zelnen Substanzen verglichen werden. Dabei ist aber noch nicht der 
EinfluB der KorngréBe des Ausgangsmaterials, die anscheinend eine 
recht groBe Rolle spielt, weiter nicht der Grad der Zertriimmerung und 
andere Umstande beriicksichtigt, so daf& die Werte nicht etwa als 
Materialkonstanten angesehen werden kénnen. Bei den einzelnen Ver- 
suchsreihen streuen die Werte in recht weiten Grenzen. So zeigen die 
Fig. 3 und 4 fiir Quarz 1 min nach der Bearbeitung etwa 12 bis 16 Aus- 
schlage in der sec. 


Tabelle 1. 
Zahl der Ausschlage je sec 
Substanz Art der Bearbeitung 1 min nach 
| Zertriimmerung 
; 
| 
BluBspaite:.. ot aiives Yor sth a gehammert 176 
FGM AUG OIKIRE 5 4 SG zerrieben 22 
Korund MINGGO Mena e - eet een as gehammert 18 
Lithionglimmer ,,Lepidolith . . . . gehammert 10 
OjgaiezaikanS tail eee gehammert 8 
vankelSlanieall <5 <5 ovo sie @ & gehammert 6 
Sand zum Sandstrahlen ..... . gehammert 4 
Natzonteldspat yxAlbity yey) aneee gehammert Dp 
Amethyst. CGAP RIO MIRO cee Ga tec gehammert 0,7 
Kalifeldspat ,,Kaliorthoklas’ . . . . gehammert 0,55 
Sandstein : GEN £53 Me Jha; Be gehammert 0,1 
GuGeisen-Heilspamen sane renne zerrieben 0,07 
POrze lant oes dey alm eee ene gehammert 0,06 


Der Nulleffekt des Spitzenzahlers bei diesen Messungen betrug im 
Mittel 0,025 Ausschlage je sec, dieser Wert ist von den in der Tabelle 
angegebenen schon abgezogen. Zu den einzelnen Substanzen ist folgendes 
zu sagen: Zinksulfid lag als Pulver vor, das im Mérser weiter zerrieben 
wurde. Bei gréberem Ausgangsmaterial wiirden die Ausschlagszahlen 
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sicher gréBer sein. Quarz zeigt den Effekt nur, wenn es in kristalliner 
Form vorliegt. Quarzglas bringt nach der Zertriimmerung den Spitzen- 
zahler nicht zum Ansprechen. Ob der Effekt bei den verschiedenen 
quarzhaltigen Mineralien auf den Anteil an kristallinem Quarz zuriick- 
zufiihren ist, miissen weitere Untersuchungen zeigen. Andere, ebenfalls 
SiO,-haltige Substanzen zeigten keinen Effekt — s. Tabelle 2. Bei 
Pyrit waren nach der Zertriimmerung die Ausschlage im Spitzenzihler 
sehr zahlreich, wenn als Ausgangsmaterial ein Einkristall benutzt wurde. 
FeS,, das vielkristallin in Form einer Kugel mit strahligem, auf den 
Mittelpunkt zeigenden Aufbau zertriimmert wurde, zeigte keinen Effekt. 
Geologisch wird fiir beide Substanzen eine verschiedene Entstehung 
angenommen. Réntgenuntersuchungen zeigten bei beiden FeS,-Arten 
keinen Unterschied, die DEByE-SCHERRER-Aufnahmen waren nicht zu 
unterscheiden. Ein kleiner Effekt wurde auch bei einer GuBeisenprobe 
gefunden. Es ist denkbar, daB dieser auf einen Anteil an Zementit 
zuruckzufiihren ist, da weder fiir Eisen noch fiir Graphit jedesmal fiir 
sich allein ein Effekt zu erwarten ist. Eine Warmebehandlung des GuB- 
eisens kénnte dann einen EinfluB ausiiben. Auch beim Porzellan sprach 
der Spitzenzahler nicht bei allen Proben an, hier kénnte die Hohe der 
Brenntemperatur neben den Ausgangsmaterialien einen Unterschied 
geben. Kein Effekt wurde nach der Zertriimmerung bei den in der Ta- 
belle 2 angegebenen Substanzen gefunden. Dabei ist er vorlaufig als 
nicht vorhanden angegeben, wenn die Zahl der Ausschlage nicht gréBer 
ist als etwa die des Nulleffekts des Spitzenzahlers, der 0,025 Ausschlage 
je sec betrug. In diesen Grenzen ist die Entscheidung, ob ein positiver 
Effekt vorliegt, in wenigen min zu fallen. Kleinere Ausschlagszahlen 
k6nnen natiirlich durch eine genauere Zahlung noch gefunden werden. 


Tabelle 2. Substanzen, bei denen ein Effekt nach der Zertriimmerung nicht gefunden 
wurde. 


Antimon,. Tellur, Selen glasig, Schwefel kristallin rhom- 
bisch, Stangenschwefel gegossen, Silizium, Bor, Chrom, 
Diamant 


Quarzglas, Glas, iiber 100 Jahre altes Glas, Hornsilber, 
Kaliumchlorat, Kaliumbromid, Kupfersulfat, Kalium- 
bichromat, Kalialaun, Ferrozyankali, Kaliumchromat, 
Se ke Kaliumchlorid, Cr,S,, [Cu(NH,),)-SO,-H,O, AgNO,, 


Elemente 
Substanzen und | H,BO,, MgClO, trocken, Nap[Fe(CN)s NO]: 2 Hy O, Glim- 


we | mer, Magnesiaglimmer ,,Biotit’‘, Feuerstein, Gradierwerk: 
ausscheidungen, Kalkspat, Bleiglanz, Seignettesalz, Stein- 
salz, FeS, aus einer Kiesgrube, FeS technisch 


Spréde Metall- 


| PbTe, PbSe, SbAl 
verbindungen 


Organische 


1, Zucker, Anilinchlorhydrat 
Substanzen " Thymol, ue y 
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Genau wie bei den Metallen klingt die Zahl der Ausschlage nach der 
Bearbeitung auch bei den nichtmetallischen Kristallen sehr schnell ab. 
Das Gesetz fiir die Abnahme der Ausschlagszahlen im Spitzenzahler 
mit der Zeit nach der Zertriimmerung scheint bei allen Substanzen 
einheitlich zu sein, da bei einer doppelt-logarithmischen Darstellung die 
MeBpunkte recht genau auf geraden Linien liegen. Fiir sechs verschie- 
dene Proben ist diese Abhangigkeit in der Fig. 2 wiedergegeben. Kurz 
nach der Zertriimmerung klingen demnach die Ausschlagszahlen sehr 
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Fig. 2. Abklingen der Ausschlagszahlen im Spitzen- Fig. 3. Abklingkurve fiir Quarz. Nach 10 min 
zahler bei Pulveruntersuchungen. 7 FluBspat; 2 Ko- auBerhalb des Spitzenzadhlers auf 55° C gebracht, 
rund; 3 Pyrit; 4 Albit; 5 Kaliorthoklas; 6 Sandstein. nach der Abkihlung weiter untersucht. 


schnell ab, und umgekehrt, im Augenblick der Zertrimmerung muB zum 
Teil eine auBerordentlich starke Emission stattgefunden haben. 


Die Abklingkurven sind stark von der Temperatur abhangig. Kurzes 
Erhitzen auf 100°C laBt den Effekt fast ganz zum Verschwinden bringen, 
kleinere Erwarmung setzt ihn herunter, wie in der Fig. 3 fiir Quarz 
gezeigt wird. Bei diesem Versuch wurde zunachst wahrend etwa 10 min 
das Abklingen verfolgt; dann wurde die Probe auBerhalb des Spitzen- 
zahlers wahrend 30sec auf 55°C gebracht und nach dem Abkiihlen 
wieder in den Spitzenzahler gebracht. Wie die Figur zeigt, ist die Ab- 


klingkurve nach unten verschoben, auBerdem fallen die Ausschlags- 
zahlen schneller ab. 


Es ist von Interesse, ob das Verschwinden des Effekts beim Erhitzen 
durch eine Vergr6Berung der Ausschlagszahlen bei hoherer Temperatur 
verursacht wird, ob also auch in diesem Falle ein dem Gesetz der konstan- 
ten Lichtsumme bei der Fluoreszenz entsprechender Zusammenhang 
besteht. Fiir die Priifung eines solchen Zusammenhangs wurde wieder 
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Quarz zertriimmert und in den Spitzenzahler gebracht. Es wurde wieder 
das Abklingen der Ausschlagszahlen wahrend 10 min beobachtet, wobei 
das Napfchen eine Temperatur von 26° C hatte. Dann wurde das Napf- 
chen selbst durch einen eingebauten kleinen Ofen auf héhere Temperatur 
gebracht und dann das Abklingen verfolgt, wobei das eingebaute Thermo- 
element eine Temperatur von 52° C anzeigte. Die Oberflache der Spine 
hat dabei aber sicher eine tiefere Temperatur gehabt. Den bei einer 
solchen Messung erhaltenen Kurvenver- i 


lauf gibt die Fig.4 wieder. Man sieht, 2% ae 
durch die Temperatursteigerung steigt S ie 
auch die Zahl der Ausschlage an, das ae 
Abklingen geht dann bei héheren Tem- ~ 20 
peraturen schneller vor sich. 
Bisher haben wir im Gegensatz zu de | 
den Ausfiihrungen iiber die Metallunter- il 
suchungen, bei denen wir eine Elektro- 
nenemission direkt nachgewiesen haben, 92 
nur von einem Ansprechen des Spitzen- Ms 
zahlers nach der Zertriimmerung der G08 
Kristalle gesprochen, da der genaue Vor- aa 
gang, wodurch dieses Ansprechen verur- Hoh 
sacht wird, noch nicht erfaBt ist. Es ist 902 
auch hier naheliegend, eine Elektronen- 
emission anzunehmen, aber es mu noch 901,246 8102 4050 
gezeigt werden, ob diese primarer oder Dis nectar, Zaheer 
pcuoudarenwintNisty-oderabidasielekinis of "S000 eee “caath ime 
sche Feld des Spitzenzahlers einen Ein- Spitzenzahler auf 52° C erwarmt. 


fluB ausiibt. Versuche, durch Aufladung 

eine Elektronenemission direkt nachzuweisen, und dabei gleichzeitig 
die Geschwindigkeit zu messen, miBlangen, da beim Zermahlen der 
Kristalle im Vakuum die Teilchen so stark elektrisch geladen sind, 
daB eine Aufladung, die eine Parallele mit dem Abklingen des Effekts 
hatte zeigen miissen, nicht gemessen werden konnte. Werden die 
Proben nach der Zertriimmerung mit einem Zaponlackhautchen be- 
deckt und dann in den Spitzenzahler gebracht, spricht dieser nicht an. 
Im Hinblick auf die eventuellen Schadigungen, die eine Elektronen- 
emission in der Lunge hervorrufen kénnte, ware es wichtig zu wissen, 
ob eine direkte Schadigung méglich ist, die in der Lunge sicher nicht 
so groBe Geschwindigkeiten der Elektronen verlangt wie in der AuBen- 
haut, oder ob eine Schadigung nur dadurch zustande kommen kann, da 
die chemischen und physikalischen Eigenschaften des Staubes im ak- 
tiven Zustand andere sind als nach dem Abklingen einer Elektronen- 


emission. 
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Vergleich mit den Exoelektronen an Metallen. 

Wiahrend sich bei den Versuchen iiber die Exoelektronen an Metallen 
bald herausstellte, daB fiir die Emission irgendwelche exothermen Pro- 
zesse erforderlich sind, ist itber die Entstehung des Spitzenzahlereffekts 
an den oben in Tabelle 1 angefiihrten Substanzen zunachst kaum etwas 
zu sagen, obwohl natiirlich auch hier eine Energiequelle vorhanden sein 
muB, die eine den Spitzenzahler zum Ansprechen bringende Emission 
verursachen kann. Ein Vergleich mit dem Auftreten der Exoelektronen 
an Metallen legt es nahe, bei den nichtmetallischen Kristallen andere 
physikalische Vorgange anzunehmen, wie folgende Gegentiberstellung 
zeigt. Bei den Metallen werden durch das Auftreten der Exoelektronen 
exotherme Umwandlungen, Erholungs- und Rekristallisationserschei- 
nungen aufgedeckt, wobei die Verschiebung der Austrittsarbeit durch 
eine instabile Oberflache nach kleineren Werten es den kleinen bei diesen 
Prozessen freiwerdenden Energiebetragen erméglicht, Elektronen in den 
AuBenraum zu schicken. Der Spitzenzahler vertritt also bei diesen 
metallographischen Messungen die Rolle eines Mikroskopes fiir winzige 
Energiebetrage, die auf eine andere Weise kaum erfaBt werden konnen. 
Dadurch kann mit dieser Methode ein neues Gebiet der Messung er- 
schlossen werden. Bei den Nichtmetallen sind solche exothermen Pro- 
zesse wie bei den Metallen kaum méglich, eine Elektronenemission 
miiBte daher andere Ursachen haben. An den sprdden Metallen wie 
Wismut, Antimon, Chrom, Selen und anderen ist es ohne weiteres 
moglich, Exoelektronen zu erhalten, wenn sie etwa durch Schmirgeln 
bearbeitet werden. Dagegen zeigen diese Substanzen keine wesentliche 
Elektronenemission, wenn sie durch Hammern zertriimmert werden; 
das Freilegen von Bruchflachen geniigt also nicht, bei den Metallen 
Exoelektronen zu bekommen. Es muB also hier eine andere Energie- 
quelle da sein. Das Abklingen zeigt, daB es dabei zu einer zeitlich ver- 
laufenden Veranderung kommt. Auffallig ist bei diesen Versuchen, daB 
der Effekt niemals dann aufzutreten scheint, wenn der Kristall aus einer 
Atomart aufgebaut ist, also beim Diamant, Selen, Antimon, Schwefel 
und anderen Elementen. 

Ein polarer Aufbau wird also fiir das Auftreten des Effektes eine not- 
wendige, aber keine hinreichende Bedingung sein. 

Man ist geneigt, einen Zusammenhang mit dem piezoelektrischen 
Effekt zu suchen; sicher sind auch Zusammenhange mit dem sog. Tren- 
nungsleuchten, das beim Zertriimmern vieler Kristalle auftritt!, vor- 
handen. Aber der Spitzenzahlereffekt tritt nicht immer dann auf, wenn 
das Trennungsleuchten entsteht, z. B. beim Zucker. Es scheint sicher 
zu sein, daB die Ausschlage im Spitzenzahler durch elektrische Ladungen 
der Trimmer verursacht sind. 


+ WiEN-HarmMs: Handbuch der Experimentalphysik, Bd. XXIII, Teil2, S.976. 
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Schlubbemerkungen. 

Es war oben gesagt worden, daB bei den Untersuchungen der Metall- 
oberflache mit den Exoelektronen der GEIGER-Spitzenzahler und das 
Zahlrohr die Rolle von Mikroskopen fiir kleine Energiebetrage spielen 
konnen, wodurch unerwartete Eigenschaften und Veranderungen bei 
den Metallen aufgedeckt werden konnten. Diese ,,Mikroskope‘‘ decken 
auch bei den nichtmetallischen Kristallen Vorgaénge auf, die bisher 
wohl nicht bekannt waren, die aber trotzdem sehr wichtig sein kénnen. 
Bei allen Anwendungen dieser neuen Methode sind die Ergebnisse bisher 
sowohl bei den Metallen als auch bei den nichtmetallischen Kristallen 
im wesentlichen rein qualitativer Art gewesen. Wir haben die Methode 
kaum zum Messen, sondern vorerst hauptsachlich zum Beobachten be- 
nutzt. Fiir die quantitative Anwendung wird ein sehr viel gréBerer 
Aufwand verlangt, da die mit der neuen Methode erhaltenen Werte an 
bekannte angeschlossen werden miissen, es miissen also Parallelunter- 
suchungen sowohl bei den Metallen als auch bei den Kristallen gemacht 
werden. Fiir diese Messungen fehlen bisher noch die Voraussetzungen. 


Braunschweig, Physikalisch-Technische Bundesanstalt. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 128, S. 546—574 (1950). 


Eine neue Methode zur Temperaturmessung 
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der Technischen Hochschule Hannover.) 
Mit 10 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 28. August 1950.) 


Im I. Teil wurden die allgemeinen Grundlagen fiir eine Methode entwickelt, die 
die Temperatur in Bogenséiulen aus den’ Konturen geeigneter in Selbstumkehr 
auftretender Linien bestimmt, und aus dieser Grundlage ein Verfahren entwickelt, 
das zwar nur ein Minimum an Voraussetzungen erfordert, dafitir aber auch nur 
eine ziemlich grobe Abschatzung gestattet. In dem vorliegenden II. Teil werden 
die Méglichkeiten, die sich bei gegebenen Voraussetzungen zur Verscharfung der 
Auswertung bieten, systematisch entwickelt. Dabei ergeben sich fiir die Messung 
der Temperaturverteilung Auswertemethoden, bei denen der Auswertefehler kleiner 
wird als der durch die Intensitatsmessung bedingte experimentelle Fehler. 


§ 1. Problemstellung. 


Im I. Teil der Untersuchung! wurden die Grundlagen fiir ein Ver- 
fahren entwickelt, das die Temperaturen einer achsensymmetrischen 
Bogensaule aus der Kontur von Linien bestimmt, die in Selbstumkehr 
erscheinen. Die Temperatur wird bestimmt aus den Kuppenstrahl- 
dichten Lo d.h. den Strahldichten, die in den das Umkehrminimum 


flankierenden Maxima emittiert werden. Die Anwendung des Verfahrens 
ist allerdings dadurch begrenzt, daB die Anwendung auf Resonanzlinien 
des Bogenspektrums ausgeschlossen werden mu8. Das Verfahren setzt 
also voraus, daB auch Bogenlinien, deren unterer Term wesentlich iiber 
dem Grundzustand liegt, oder da8 Funkenlinien in Umkehr erscheinen. 
Es muB auBerdem im allgemeinen vorausgesetzt werden, daB die Um- 
kehr in den zur Messung herangezogenen Linien bereits das in U II 
definierte dritte Umkehrstadium erreicht hat. Gerade diese einengenden 
Voraussetzungen weisen aber andererseits auch dem Verfahren fiir die 
Anwendung Bereiche zu, die bislang zum tiberwiegenden Teil einer 


1 Bartets, H.: Z. Physik 127, 243 (1950). (Im folgenden mit BI zitiert.) 
Das dort entwickelte Verfahren griindet sich auf eine Theorie der Linienemission 
aus inhomogener Schicht, in der insbesonders die Erscheinung der Selbstumkehr 
behandelt wird. Diese Theorie wurde in zwei vorausgegangenen Arbeiten entwickelt: 
H. Bartets, Z. Physik 125, 597 (1949) und Z. Physik 126, 108 (1949). (Im folgenden 
als UI und UII zitiert.) 
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Temperaturmessung nicht zuganglich waren. In BI wurde aus den 
allgemeinen Grundlagen zunachst nur ein relativ leicht zugangliches 
Abschatzungsverfahren entwickelt. Dieses Abschatzungsverfahren setzt 
lediglich die Messung der Kuppenstrahldichte auf einem Beobachtungs- 
strahl voraus und verlangt keine Kenntnis weiterer Bestimmungsstiicke, 
gibt also die Aussage, die sich aus dem Minimum an Voraussetzungen 
gewinnen 1aBt. Ist aber eine Kuppenstrahldichte in ihrer Querver- 
teilung tber die Saule gemessen oder lassen sich Aussagen iiber die 
Linienform machen, so laB8t sich das Auswerteverfahren, wie schon in 
BI angedeutet wurde, wesentlich verscharfen. In der vorliegenden 
Arbeit sollen diese Méglichkeiten — zunachst in begrenztem Rahmen — 
systematisch entwickelt werden. 

Wie in BI behandeln wir einstweilen nur die Anwendung des Ver- 
fahrens auf Bogenlinien, postulieren fiir die Saéule 6rtliches Temperatur- 
gleichgewicht und setzen, wie dort begriindet wird, fiir die auf die Ein- 
heit der Frequenzskala bezogene Ergiebigkeit 


hv 


3 =e 
h aT 


haa 
Wir setzen weiter voraus, daB wir mit ausreichender Naherung tiberall 
in der Sadule die Zahl der Atome mit der Zahl der neutralen Atome 
gleichsetzen, also die durch die Jomisation bedingte Verarmung der 
neutralen Atome vernachlassigen diirfen, und da8 wir die Zustands- 
summen durch das Gewicht des Grundzustandes ersetzen k6nnen. 
Eine Theorie des Verfahrens, die die Auswirkung der Ionisation und die 
hdheren Glieder der Zustandssumme beriicksichtigt, zeigt, daB sich eine 
Ionenkonzentration bis zu 10% im Resultat nicht merklich auswirkt 
und in dem damit gegebenen Rahmen auch die héheren Glieder der 
Zustandssumme vernachlassigt werden kénnen. Wir setzen also dem 
Bereich, in dem hier zunadchst die Theorie entwickelt werden soll, mit 
der Ionenkonzentration c—0,1 eine obere Grenze. Fiir die Queck- 
silberhéchstdrucklampe (60 Atm.) laBt sich die entsprechende Tem- 


peratur mit 7 =12000° K oder ae =0,11 festlegen. Eine Uberschlags- 
q TT 


rechnung zeigt, daB eine Festlegung der Temperaturgrenze mit we =0,1 


“iG 


auch bei anderen Atomarten fiir alle experimentell realisierbaren Falle 
die Ionenkonzentration c =0,1 mit einbezieht, so ian wir bei der Dis- 


kussion formaler Beziehungen die Temperatur mit - =0,1 jedenfalls 


‘ausreichend begrenzt ‘haben. Die Beriicksichtigung der Ionisation, die 
bei merklich gréBeren Ionenkonzentrationen notwendig wird, erfordert 
erheblichen Aufwand. Sie wird deshalb zweckmaSig abgetrennt und 
zusammen mit anderen Komplikationen behandelt, die auch erst bei 
sehr hohen Temperaturen wirksam werden. 
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In dem durch diese Festsetzungen gegebenen Rahmen stellen wir 
zunachst die formalen Grundlagen fiir die Untersuchung bereit, um 
dann an ihnen den Grundgedanken des Verfahrens in voller Allgemeinheit 
zu entwickeln und die Problemstellung zu prazisieren. Bei der Aut- 
stellung der formalen Grundlagen kénnen wir uns weitgehend auf die 
friiheren Arbeiten beziehen und beschranken uns deshalb auf die Hin- 
weise, die notwendig sind, um den Zusammenhang mit den voraus- 
gehenden Untersuchungen und die Geschlossenheit des Gedanken- 
ganges sicherzustellen. 

Wir diirfen uns, ohne unsere Zielsetzung irgendwie zu begrenzen, 
auf Strahlen beschranken, die in einer zur Saulenachse senkrechten 

i Ebene verlaufen. Die Lage eines 

i Lf} Strahles ist dann wegen der Symme- 
| oF trie durch v, den Abstand von der 

~ 7, Sadulenachse, ausreichend gekenn- 
8 = zeichnet, auf jedem Strahl ist die Tem- 

peraturverteilung durch T(r), die ra- 
“p ie diale Temperaturverteilung in der 
Fig 1; YuevalsPunktion yvoup (bow. Miespay. |.) Saule = Und  aurcm WG lcinCenmtioumcs = 

gelegt. Das Verfahren bringt die auf 
den einzelnen Strahlen gemessenen Kuppenstrahldichten J,,(v) in Be- 


5 ges G4. 06) 08 “ame 


ziehung zu den Maximalwerten der Temperatur T;,,(v) auf eben diesen 
Strahlen und gewinnt so Aussagen iiber die radiale Temperaturverteilung 
in der Saule, da infolge der Symmetrie stets 


T,, (2) al PLrh)paby 
Dabei gehen wir aus von der Gl. (6) BI, die die Kuppenstrahldichte 
I,,(v) zu J, (v), dem Maximalwert der Ergiebigkeit auf dem gleichen 
Strahl, ins Verhaltnis setzt. Es ist 


digg (v) = das (Mog # Vmax Pools (4) 


In dem Proportionalitatsfaktor M,, - Ynax(P.,] wirken sich die physi- 
kalischen Gegebenheiten der Saule durch die Gré8en M,, und #,, aus. 
Denn die Funktion Y,,,.[f.] ist als solche fest gegeben. Sie wird in 
BI unter Bezugnahme auf UI und UII abgeleitet. Wir kénnen uns 
deshalb auf diese Ableitung berufen und reproduzieren lediglich den 
Verlauf der Funktion (Fig. 1), da wir uns mehrfach auf ihn beziehen 
miissent. Die GréBen M,, und #,, werden eindeutig durch die relative 


1 Die Funktion Ymax[p] wird durch Lésung transzendenter Gleichungen ge- 
wonnen und entzieht sich deshalb einer expliziten Formulierung. Sie laBt sich 
aber in guter Naherung darstellen durch 


Yinax [LP] = 0,736 + 0,264 p?. 


Wir werden von dieser Naherung gelegentlich Gebrauch machen. 
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Verteilung der Funktion J,/ J;,, val dem Beobachtungsstrahl bestimmt, 
wenn man diese Verteilung nicht auf die geometrische Koordinate es 


U 


sondern auf die optische Koordinate t= [x(u) dw bezieht (% = Ab- 


sorptionskoeffizient). 7 
Es wird dann rae 
Mes * Jp(t) at 
fee (2 
_ pie eae | 
Poo Moy . To! Sogn T) 3) 


Der Index co kennzeichnet die frequenzunabhangigen Grenzwerte, denen 
sich die Ausdriicke auf der rechten Seite nahern, wenn bei starkerer 
Ausbildung der Selbstumkehr die Kuppen vom Zentrum der Linie nach 
auBen abwandern!. Bei ihrer Berechnung konnen fiir x die Naherungen 
eingefiihrt werden, die in den Linienfliigeln zulassig sind. 

Die Gleichungen, von denen wir bei der allgemeinen Begriindung 
dieser Temperaturmessung auszugehen haben, gewinnen wir durch Um- 
formung von (1), (2) und (3), die auch schon in BI durchgefiihrt wurde. 
Beschreiben wir J,, durch eine Ersatztemperatur Tj, die durch 


hv 
2hv ~~ kT, 
I,,= =e W 
Cc 


definiert ist, und fiihren wir statt der Ergiebigkeit die ortliche Tem- 
peratur ein, so wird aus (1) 
T (1) ={Ty(v)- | hee eek C8 


1 SO) I [Mg () + Zane og 1] | 


V=f 


+ Nullpunkt der Koordinaten im Fu8punkt der von der Achse auf den Strahl 
gefallten Senkrechten; positive Richtung: Lichtquelle-Beobachter, Saulenrand + up. 


+ 
+t Es ist t) = f x(u) dw die optische Schichtdicke auf dem Beobachtungs- 
Ei, 
strahl. Die Ausdriicke auf der rechten Seite von (2) und (3) sind unabhangig von 
T, wie schon die Formulierung erkennen laBt. Sie sind aber wesentlich abhangig 
von der relativen Verteilung des Absorptionskoeffizienten auf dem Beobachtungs- 
strahl. Bei der Berechnung sind natiirlich die Absorptionskoeffizienten zugrunde 
zu legen, die der Kuppenfrequenz entsprechen. 
1 In Nahe des Linienzentrums sind die Ausdriicke auf der rechten Seite von 
(2) und (3) im allgemeinen frequenzabhangig. Das dritte Umkehrstadium, das 
hier vorausgesetzt wird, ist dadurch charakterisiert, da8 die Umkehrkuppen 
bereits in Frequenzbereichen liegen, in denen die rechten Seiten die Grenzwerte 


M,, und p,, erreicht haben. 


foe) 
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In den Gl. (2) und (3) ersetzen wir Ergiebigkeit und Absorptions- 
koeffizienten durch die entsprechenden Temperaturfunktionen. Im 
Rahmen unserer einschrankenden Annahmen ergibt sich nach B I (11), 
BI (42) und BI (30), wenn wir fiir den Absorptionskoeffizienten die 
gleichen Ansdtze machen wie in BI und von den schon in BI ein- 
gefithrten Bezeichnungen Gebrauch machen: 


1 T(r) 
| f i" a 0, | T(r’) ah vy ay | 
; “ | 
iV, i) r ee ee z 
ln | (| TO es ee (5) 
mh Be ce a ) Vv dy | 
[ime | 
: ro - 1 T(r) p 
[ T(r) ee Se, ery ree 
| Y ae e We 
J ; 
Po (v) = 3:4 er 2 
| fie Sasadene en iota 
PLA) \r 2__ 42 
: 
; a) 
ce | | 
aoe Fry 1) dr’ 
: Te) \r2— fe 
pid AA a ) 
Be arpa (rey) ar’ a 
JT) 2 
ie aA 


Die Gl. (4), (5) und (6) sind die formalen Grundlagen, auf die sich 
die Temperaturbestimmung aus den Kuppenstrahldichten aufbaut. 
Sie definieren nach Elimination von M,, und #,, eine Funktionalgleichung , 
die — autgelést nach T(r) — den radialen Temperaturabfall der Saule 
durch die Temperaturen Ty,(v),_,, durch die Linienform, die Anregungs- 
spannungen und gegebenenfalls die Ionisierungsspannung bestimmt. Es 


tT 7%) = Randradius der Saule, 7 ist durch die pe gee bestimmt und kann 


je nach Charakter der Linienform im Bereich —} <1 <1 variieren. Es sei V. 
bzw. V,, Anregungsspannung des unteren bzw. oberen Linienterms und Vi die 
Tonisierungsspannung. Bei ElektronenstoBverbreiterung (J = — 5) ist 
RT 
Ppt Oe (r) 


i,h eV; athe; ? 
in allen anderen Fallen ist 
RT(r) 


t,h é V; ye 


In den Integralen ist J,,(v) durch T(r) fiir =v ersetzt. 
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wird auch ersichtlich, daB sich aus der Mes ssung der Kuppenstrahl- 
dichten eindeutige Aussagen iiber die Sdulentemperatur nicht mehr 
gewinnen lassen, wenn die aufgezahlten Bestimmungsstiicke nur unvoll- 
standig bekannt sind, wenn z.B. Tj, nur auf dem Strahl durch die 
Achse gemessen wurde, oder wenn zwar Jy(v) als Funktion von v 
vorliegt, aber keine Aussagen iiber die Linienform gemacht werden 
konnen. Dann wird die Lésung der Funktionalgleichung fiir jedes 7, 
fiir das Tj,(v),., gemessen wurde, nur noch einen Temperaturbereich 
festlegen, in dessen Grenzen sich der Temperaturwert nicht naher 
bestimmen lat. Die Unbestimmtheit des Resultats hangt dann von 
dem MaB ab, in dem sich die Unbestimmtheit der Bestimmungsstiicke 
in der Lésung der Funktionalgleichung auswirkt. 


Der Weg, der hier eingeschlagen wurde, um J (7) mit den Bestim- 
mungsstiicken in Beziehung zu setzen und damit die durch (4), (5) 
und (6) gegebenen Zusammenhange allgemein zu charakterisieren, lieBe 
sich grundsatzlich auch zur Auswertung in jedem Einzelfall beschreiten, 
wenn sich die Lésung der Funktionalgleichung explizit formulieren lieBe. 
Die Funktionalgleichung ist jedoch so kompliziert, daB eine explizite 
Lésung vollig aussichtslos ist. Wir sind deshalb in allen Fallen darauf 
angewiesen, die Aussagen tiber T(r), die sich aus der Lésung der Funk- 
tionalgleichung ergeben wiirden, aus dem Gleichungssystem (4), (5) 
und (6) durch schrittweise Naherung zu gewinnen. Man hat also zu- 
nachst nach Heranziehung der Aussagen, die sich tiber die Bestimmungs- 
stiicke machen lassen, aus (5) und (6) Naherungswerte bzw. obere und 
untere Schranken fiir M,, und p,, abzuleiten. Dabei tritt die Tem- 
peraturverteilung, wo sie in (5) und (6) eingeht, als zusatzliches unbe- 
kanntes Bestimmungssttick auf, soweit man nicht allgemeine Aussagen 
iiber T(r) aus der Theorie der Bogensdule heranziehen kann. Die 
Naherungswerte oder Schranken fiir /,, und #,, liefern, in (4) eingesetzt, 
Aussagen tiber T(r), die nun je nach der Sachlage wieder herangezogen 
werden kénnen, um mit (5) und (6) die Aussagen iiber M,, und #,, zu 
prazisieren. Sind die oben aufgezdhlten Bestimmungsstticke voll- 
standig gegeben, so kann das Verfahren unter fortgesetzter Iteration 
zur vollstandigen Bestimmung der Temperaturverteilung fiihren. Im 
anderen Fall fiihrt das Ergebnis zu einer Temperaturabschatzung, deren 
Unsicherheit jedenfalls die durch die oben besprochene Funktional- 
beziehung festgelegten Grenzen nicht unterschreiten kann’. 


1 Es wurde hier mit Bedacht fiir die Darstellung des Verfahrens eine Form 
gew4hlt, die alle Méglichkeiten mit einbezieht, um fiir spatere Diskussionen eine 
stets ausreichende Grundlage zu schaffen. Es sei deshalb vorweg bemerkt, daB die 
Durchfiihrung im Einzelfall einfacher ist, als es nach dieser Darstellung den An- 
schein haben kénnte. Ein bis héchstens zwei Schritte gewahrleisten im allgemeinen 
schon eine véllig ausreichende Naherung an das optimal Erreichbare. 
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Die vorstehende Darstellung, die den Aufbau der Methode schema- 
tisch umreiBt, zeigt, daB der in (5) und (6) formulierte Zusammenhang 
zwischen M., baw. p,, und den physikalischen Gegebenheiten in der 
Saule fiir die Begriindung und die Durchfithrung der Methode von 
grundlegender Bedeutung ist. Die allgemeine Struktur dieser Aus- 
driicke bestimmt iiberhaupt erst die Méglichkeit, Naherungswerte oder 
Schranken fiir M,, und f,, festzulegen. Die Grenzen, in denen sich 

entweder ganz allgemein oder unter Wirkung einschrankender An- 
nahmen — die einzelnen Bestimmungsstiicke quantitativ in M,, und 
p.. auswirken, legen die Schranken fest, die unter den jeweiligen An- 
nahmen fiir M,, und #,, zu setzen sind. Begriindung und Durchfithrung 
des Verfahrens fordern deshalb eine eingehende Untersuchung der 
Ausdriicke (5) und (6), die die allgemeine Struktur der durch (5) und 
(6) formulierten Zusammenhange klart und dariiber hinaus die Aus- 
wirkung der einzelnen Bestimmungsstiicke in M,, und #,, quantitativ 
festlegt. Da M,, und p,, in die Temperaturverteilung nur mit ihrer 
Abhangigkeit von v eingehen, so wird die Untersuchung insbesondere 
auch zu klaren haben, in welcher Weise M.,, und #,, in einer Bogensaule 
von v abhangen. Diese Untersuchung wird fiir M,, in § 2, fiir £, in 
$3 durchgefithrt. In § 4 wird dann die vollstandige Temperaturbestim- 
mung durch die Lésung des Gleichungssystems (4), (5), (6) behandelt 
und abschlieBend in §5 das Verfahren in seinem Verhaltnis zu anderen 
Methoden eingeordnet. 


§ 2. Diskussion des Mittelwertes M,, (v). 


a) Vorbereitung und Gliederung der Diskussion. 


Es ist erstes Erfordernis, die in M,, eingehenden Bestimmungsstiicke 
zweckmabig festzulegen: Wir beziehen die Temperaturverteilung nicht 
unmittelbar auf die radiale Achsenentfernung wie in (5), sondern fiir 
jeden Strahl gesondert auf die geometrische Koordinate u auf diesem 
Strahl, indem wir die Maximaltemperatur auf dem Strahl mit T= 
(T(r)],..=T(v) und die relative Temperaturverteilung lings des 
Strahls mit 


t(u) = 4 


einfiihren. Wir wahlen dann / als Integrationsvariable, so daB 


WE TET hse iy wee. tH 0) 
\ ae au 43,48 


t Mit dem Funktionszeichen T( ) wird also stets der funktionale Zusammen- 
hang bezeichnet, der durch den radialen Temperaturabfall bestimmt ist. 
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wird. Dann ist ; : 
t 


f| 1 Pat 0), : at du(t) dt 
1—t dt 
1 : Fos t ‘ c (7) 


= a =a 
dt 


In M,, treten — wie spater auch in p,, — als Bestimmungsstiicke auf: 
Die jeweilige Maximaltemperatur des Strahles T (v) und die Spannungen 
V;, V, und V;, die zusammen als 0;, @, und @, eingehen, die Funktion 
u(t) und die Linienform, die mit / eingeht und die Bedeutung der 0- 
Gr6Ben! bestimmt. Wir diskutieren zunachst die Abhangigkeit der 
GréBe M,, von diesen auf den einzelnen Strahl bezogenen Bestimmungs- 
stiicken. v tritt explizit in M,, nicht auf. Doch 1a8t sich nachtraglich 
leicht tibersehen, wie M,, von v abhangt, da die Maximaltemperatur 
als T(v) durch den radialen Temperaturabfall bestimmt ist und v 
auBerdem als Parameter in w(t) eingeht. 

Die Diskussion sei in zwei Stufen gefiihrt. Im ersten Teil soll der 
durch (7) gegebene Zusammenhang zunachst nur von formalen Gesichts- 
punkten aus untersucht werden, d.h.: es wird — wenn wir von einigen 
ganz allgemeinen Aussagen absehen — nicht beriicksichtigt, daB die 
Temperaturverteilungen in Bogensdulen durch die Mechanismen der 
Leistungsaufnahme und der Leistungsabgabe in spezifischer Weise 
geformt werden. Erst im zweiten Teil wird die Theorie der Bogensaule 
in die Diskussion einbezogen, um zu klaren, wie sich die Formen der 
Temperaturverteilung, die in Bogensdulen realisiert werden konnen, 
quantitativ in M,, auswirken. 


b) Formale Diskussion des Ausdrucks fiir M,, (v). 


Von wesentlicher Bedeutung fiir die Zusammenhange, die hier unter- 
sucht werden sollen, ist eine Eigentiimlichkeit der Integrale, die wir 
zunachst rein qualitativ aus den Eigenschaften der Integranden ent- 
wickeln. Wenn wir fiir / den Variationsbereich —$</<1 annehmen, 
sinkt die Funktion nae 

141 ——— 
1 +,| aie 


solange 0 <4 bleibt, stets monoton von dem Anfangswert 4 auf den 
Endwert 0. Da @ bei Messungen an Bogenlinien stets erheblich kleiner 


als 0,5 bleiben wird, ist der Abfall der Funktion schon fiir kleine ¢- 
Werte sehr steil. Die Funktion ae wird fiir ¢ =O stets positiv unend- 
lich, fallt also zum mindesten im ersten Teil des Integrationsbereichs 


1 Siehe auch FuBnote ft, S. 550. 
BO 


5b4 Hans BARTELS: 


steil ab. Selbst wenn ae nach Durchlaufen eines Minimums (Wende- 


punkt des Temperaturabfalls) fiir groBere ¢ wieder ansteigen sollte, 


wirkt sich dieser Anstieg wegen des steilen Abfalls der Funktion 
ME = t 5 . 

: 7|"e 6 1-t jm Integralwert nicht mehr wesentlich aus. Dies 
1 — 
alles bedingt, daB die Anteile, die die Integranden zu den M,,-Integralen 
beisteuern, mit wachsendem ¢ sehr schnell kleiner werden. Mafgeblich 
fir den Integralwert ist ein dem Nullpunkt benachbarter Bereich, 
dessen obere Grenze sich etwa proportional zu @ verschiebt, wie sich 
aus der Struktur der e-Funktion ergibt!. Auch der spezielle Verlauf 


der Funktion a wirkt sich nur in diesem Bereich merklich auf den 


Integralwert aus. 
DaB der Verlauf der Funktion 


benachbarten Bereich wesentlich auf den Integralwert einwirkt, und 
daB dieser Bereich mit O gegen Null konvergiert, legt — unter bestimmten 
Voraussetzungen — eine Darstellung von M,, fiir kleine O-Werte nahe, 
die fiir die Diskussion sehr fruchtbar ist. Aus Symmetriegriinden ist / 
eine Funktion von u?. Wir setzen voraus, daB sich die inverse Funktion 
u(t) in der Umgebung ¢=0 nach # entwickeln laBt, so daB 


w—b,t+b,2+b,8+.---, (8) 


L(t Ay 
ae nur in einem dem Nullpunkt 


und daB 6, von Null verschieden ist. Wir setzen also voraus, daB sich 
die relative Temperaturverteilung ¢=¢(w) in unmittelbarer Umgebung 
von #0 einem parabolischen Verlauf nahert?. Die Koeffizienten b, 
lassen sich durch den relativen Verlauf des radialen Temperaturabfalls 
ausdriicken. Mit 7) — der Temperatur in der Sdéulenachse — definieren 
wir 


und setzen 


Da u2?=72—v?, so wird 


aD Ite) eae ee) 
at {SO} = SAO ee tea 


To 


+ Zur Illustration dieser Aussage sei vermerkt: Abschatzungen auf Grund 
numerischer Rechnungen ergaben, daB etwa 80 bis 90% des Integralwertes auf den 
Bereich 0 <<¢<@ entfallen und sich nur der Rest mit rasch abnehmenden Anteilen 
auf den iibrigen Integrationsbereich verteilt. 

* Bei Anwendung auf spezielle physikalische Gegebenheiten mu8 natiirlich 
die Berechtigung dieses hier zunachst rein formal eingefiihrten Ansatzes jeweils 
begriindet werden. 
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ae : ae Bae sues 
Aus (8) gewinnt man in einer etwas umstandlichen aber trivialen Rech- 


nung eine Entwicklung fiir \t se ), 


chee ay Sete pa , eee. Os 
Tes Vi Earn Orin Gade cols (9) 


Die Koeffizienten o; sind durch die 5, bestimmt und lassen sich nach 
(8a) zu dem relativen Temperaturabfall der Saule in Beziehung setzen. 
Fir die beiden ersten Koeffizienten folgt 


5, = 3 Tle) [Pleas 

Sat Fy. La eilai, Jon” 

cm 5 [TOP (4 Siehiag + paiorreay pi 
es le 2 3 d(g)/dty sates | on 2 


Die Entwicklung (9) ist in (7) einzusetzen. Gleichzeitig fiihren wir mit 


me 
(Sena: Sree (10) 
neue Integrationsvariablen ein. Dann wird 
oe i ees ) 
oe fU+O0,77]2-e -dn+oa,O0, 
TM Pr) See acd ES LE ee a a es is. 2 
co (2) & oo hd a 
f(t +O0;77J*-e " dn+0,0; x 
0 
2 | 2 i, il oN 
{14 G2 ae ee ae (1+ 0, Sir ae dn-+... 
v0 
a ail—38 (= 
Ju oe ere — dn +o,03- Sa +e; n*] oa aa dy+-:-- 


Endlich gibt die Entwicklung der Integrale nach @, falls wir Glieder 
vom dritten und hdheren Grad vernachlassigen!?, 


)+o,JO,+24[5 0—) 0-9) + —$)o,+0,] 
3) 


2 J 5 

T 3) 2 
. ) 
ite 1) +6,]9;+45 0—) 0-—)+0—9o,+0,] 6 * we) 


Aus (12) ergibt sich eine fiir die weitere Untersuchung sehr wichtige 
Eigenschaft der durch (7) definierten Funktion M,,(v). Wir setzen 
wie oben voraus, daB sich die relative Temperaturverteilung in der 
Umgebung #0 einem parabolischen Verlauf nahert. Dann folgt: 
Wenn man bei festgehaltener relativer Temperaturverteilung die A bsolut- 
werte der Temperaturen gegen Null konvergieren 1aBt, ist 

. O, 
Bani cae ar ‘ (13) 


1 Die Entwicklung der Integrale nach @ fiihrt zu Reihen, die bei OO nur 
fiir eine endliche, aber mit fallendem © beliebig wachsende Zahl von Gliedern 
konvergieren. Bei Benutzung der Darstellung (12) ist also von Fall zu Fall zu 
klaren, wieweit sie eine ausreichende Naherung gewahrleistet. 
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naihert sich somit M,, einem von / und von der speziellen Form der 
relativen Temperaturverteilung! unabhangigen — also fir alle v 
gleichen — Grenzwert. Dieser Grenzwert hangt nur noch vom Verhaltnis 
der Anregungsspannungen und — bei ElektronenstoBverbreiterung — 
der Ionisierungsspannung ab. Fiir ElektronenstoBverbreiterung ist 


(13a) 


[ On ie ice Li 
LO;| 


In allen anderen Fallen ist 
O;, a V; 2 
a= [RT a) 


Die Anforderungen an die Linien, die fiir Temperaturmessungen dieser 
Art in Betracht kommen, bringen es mit sich, daB — von einigen Extrem- 
fallen abgesehen — das Verhaltnis der Spannungen von Atomart zu 
Atomart nur wenig variiert. Im ersten Fall — ElektronenstoBver- 
breiterung — liegt [0,/0,]! im allgemeinen in Nahe von 0,85, im zweiten 
Fall etwa bei 0,75. 

AnschlieBend soll M,, fiir den Fall behandelt werden, daB die 
relative Temperaturverteilung rein parabolisch ist. Wenn dieser 
Spezialfall auch in voller Strenge nie realisiert wird, so bietet er doch 
eine Bezugsméglichkeit, die die Diskussion sehr erleichtert, zumal er 
der quantitativen Behandlung vollig zuganglich ist. Unter Bezugnahme 
auf (41) wird in diesem Fall 


Or, |* f+ Og yet". dy 
20) 
Se (14) 


{1+ 6;- yey 3 ent dn 
0 
Aus (14) ergibt sich sofort: Fiir /=4 bleibt M,, fiir alle O-Werte kon- 
stant gleich dem Grenzwert [0,/0,]*. Fir /=+-4 wird M,, gréBer oder 
kleiner als der Grenzwert, je nachdem /—4 negativ oder positiv wird. 
Setzen wir 


ee + O72} e-"-dn =B(O,k), (15) 
0 


so kénnen wir die relativen Abweichungen vom Grenzwert [0,/0;] 
durch 
Ams — Mo—lOi/0i* _ B(B-;,1—¥) 
[0,/0,)* B(O;,1—4) 


1 


messen, wenn wir 0,/0;= 6? setzen. Fiir die Abschatzung geniigt es, 
die Grenzfalle =1 und /=—4 zu diskutieren. Fiir diese beiden Falle 


" Soweit sie nicht durch unsere Annahme festgelegt ist. 
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wurde das Integral B(O, / —4) als Funktion von 9 numerisch berechnet 
und in Fig. 2 AM fiir 6? =0,8, 0,6 und 0,4 iiber O; aufgetragen. Aus 
formalen Griinden, die erst bei einem Ausbau der Theorie zum Tragen 
kommen, wurde in Fig. 2 der Rahmen der Darstellung weiter gewahlt, 
als es den Grenzsetzungen unserer Diskussion entspricht. Wir haben 
also in 6? und @; den Bereich abzugrenzen, der fiir unsere Diskussion 
in Betracht kommt. f? wird bei ElektronenstoBverbreiterung (J = —1)+ 
den Wert 0,6, bei Resonanzverbrei- 
terung (J=1) den Wert 0,4 selbst 
in Extremfallen nicht unterschrei- 
ten. ©; wird im Rahmen unserer 
Grenzsetzung bei ElektronenstoB- 
verbreiterung den Wert 0,15, bei 
anderen Verbreiterungsursachen den 
Wert 0,30 nicht tibersteigen. Fig. 2 
zeigt also, daB M,, bei rein paraboli- 
scher Temperaturverteilung in dem 
hier in Frage kommenden Tempe- 


raturbereich nur in Extremfallen ef 
bis zu 4% vom Grenzwert [0,/0;] 
abweicht, ihm aber im allgemeinen 

merklich naher liegt. 
} 

c) Heranziehung der Theorie Fig. 2. Mop bei paraboli- 

der Bogensdule. schem Temperaturabfall fr J =—}bzw./=+1 

und verschiedene f?= 0 ,/0;. - - - - - Bereiche, 


Wir haben, wenn man von einigen die die Grenzsetzung dieser Arbeit tiberschreiten. 
sehr allgemeinen Voraussetzungen 
absieht, nicht Bezug genommen auf die spezifizierteren Eigenschaften 
der Temperaturverteilung, wie sie durch den Mechanismus der Leistungs- 
aufnahme und durch die in der Sadule wirksamen Formen der Leistungs- 
verluste — Warmeleitung und Abstrahlung — bedingt sind. Es sollen 
nun die Aussagen iiber die Temperaturverteilung, die die Theorie der 
Bogensdule liefert, herangezogen werden, um die Aussagen tber die 
Funktion M,,(v) scharfer zu prazisieren. Dabei wollen wir den Tem- 


To 


peraturbereich wie oben durch ety begrenzen. Das Resultat 


der Diskussion sei vorweggenommen: Wenn die Warmeleitung in allen 
Teilen der Sdule — auch in der Achse — merklichen Anteil an den 
Leistungsverlusten hat (nach WeIzEL und ScuHmitTz' Sdulen erster 


+ Streng genommen /=—y 5. Bei dieser Abschatzung spielt der kleine 


Unterschied keine Rolle. 
1 Scumitz, G.: Phys. Z. 44, 129 (1943). — WEIzEL, W., u. G. Scumitz: Phys. 


Z. 44, 383 (1943). 
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Entladungsform), kann M,, (v) den Grenzwert [0,/0;]* bis zu 8% unter- 
schreiten, wird ihn aber auch um nicht mehr als 10% libersteigen, wenn 
im Grenzfall der Anteil der Warmeleitung in der Achse zu verschwinden 
beginnt. Héhere Werte kann M,,(v) nur erreichen, wenn sich dariiber 
hinaus in Umgebung der Sdulenachse unter extremen Bedingungen ein 
Bereich konstanter Temperatur ausbildet, in dem die Leistungsver- 
luste nur durch Abstrahlung getragen werden (nach WEIZEL und 
Scumitz Saulen zweiter Entladungsform). Um diese Aussagen zu 
sichern und weiter Klarheit tiber den Verlauf der Funktion M,,(v) zu 


10 gewinnen, bedarf es allerdings einer ein- 
gehenden Diskussion, die nun folgen soll. 
98 In der Theorie der Bogensaulen ist der 
Temperaturverlauf einstweilen nur fiir wand- 
06 stabilisierte Entladungen genauer untersucht. 
Es wird sich aber zeigen, daB sich die Aus- 
ou sagen tiber M, (v), die sich aus dieser Theorie 
i der wandstabilisierten Saule ergeben, auf Ziige 
der Theorie zuriickfiihren lassen, die auch auf 
Ge andere Bogensaulen tibertragen werden diirfen. 


In der Theorie der wandstabilisierten Ent- 
ladung wird der Temperaturverlauf in der 
Bogensaule aus der ELENBAAS-HELLERschen? 
heh : ; Differentialgleichung erschlossen. SCHMITZ und 
Hie Cue cee WEIZEL? haben in gréBerem Umfang Lésun- 
nach Kocu, LESEMANN und WALTHER bei gen der Gleichung numerisch berechnet und 
der Achsentemperatur kT,/eV;=0,058: die Lésungstypen allgemein diskutiert. Wah- 
Leech ee rend ScHMItTz bei Berechnung der Lésungen 
jadungsform:: b Grenzfall zwischen erster konstantes Warmeleitvermégen zugrunde legt, 
und zweiter Entladungsform; c ein Fall haben neuerdings Kocu, LESEMANN und WaL- 
zweiter Entladungsform. THER? bei Rechnungen im gleichen Lésungs- 
bereich die Temperaturabhangigkeit des War- 
meleitvermégens beriicksichtigt. Die Annahme eines temperaturabhangigen Warme- 
leitvermégens kommt dem wahren Sachverhalt fraglos naher, wie auch ein 
Vergleich mit experimentellen Messungen erweist. Wir werden uns deshalb, 
soweit es sich um quantitative Abschatzungen handelt, auf die Lésungen von 
Kocu, LESEMANN und WALTHER beziehen. 


Wie zuerst ScuMITZ gezeigt hat, ist der relative Temperaturverlauf bei ge- 
gebener Achsentemperatur T, und Randtemperatur Tp, wesentlich von dem 
Anteil abhangig, mit dem die Abstrahlung gegentiber der Warmeleitung an dem 
Leistungsverlust der Saule beteiligt ist. Tragen wir T/Tj=1—t) iiber 9=7/7, 
auf, so ist jedem 7), Ty eine einparametrige Schar von Temperaturverteilungen 
zageordnet, die durch geeignete Strom-Druckvariationen realisiert werden kénnen. 
Fig. 3 zeigt Kurven einer solchen Schar, die von Kocu, LESEMANN und WALTHER 


0 


ig kT; = 
fiir aye 0,058 und oe 0,012 berechnet wurden. In ihrer Gesamtheit 


SES a5 
+ ELENBAAS, W.: Physica, Haag 2, 169 (1935). — HELLER, G:: Physics 6, 
389 (1935). 
aa naOe 


3 Kocu, O., K.-J. LEsemann u. A. WALTHER: Z. Physik 127, 153 (1949). 
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bedeckt jede dieser Lésungsscharen eine von zwei Grenzkurven umschlossene 
Flache einfach dicht. Die eine dieser Grenzkurven — in Fig. 3 die unterste Kurve — 
entspricht dem Grenzfall reiner Warmeleitung. Die obere Grenzkurve wiirde 
Bedingungen entsprechen, bei denen die Leistungsverluste in der ganzen Bogen- 
saule nur durch Abstrahlung getragen werden. In diesem Fall wiirde die Tem- 
peratur in der ganzen Saule konstant sein und erst am Rande unstetig zum Rand- 
wert abfallen. Fig. 3 ist typisch fiir den EinfluB, den die Verteilung der Leistungs- 
verluste bei gegebenem 7, und Tp auf den relativen Temperaturabfall hat: Je 
mehr sich die Leistungsverluste von der Warmeleitung auf die Abstrahlung ver- 


lagern, desto mehr verschiebt sich — fiir jedes fj — der Temperaturabfall gegen 
den Rand der Saule. AuBerdem ist die Lage jeder dieser Scharen von Achsen- 
temperatur und Randtemperatur abhangig. 10 


Bei wachsender Achsentemperatur verschiebt 
sich die untere Grenzkurve im Inneren der 
Saule — also im wesentlichen Teil ihres Ver- 
laufes — gegen den Rand!. Das zeigt an 


98 


einem Beispiel Fig. 4, in der die der reinen ie 
Warmeleitung entsprechenden Grenzkurven 4 
in oe RT, ia 
fir —-° = 0,05 und ——2=—0,07 wieder- 704 


eV: 
gegeben werden. : 

Die Temperaturverteilungen, die durch- 
laufen werden, wenn man bei festem 7, und 
Tr vom Grenzfall reiner Warmeleitung zum 
Grenzfall reiner Strahlungsverluste iiber- 
sebt, ee ae sieh in zwei Bereiche mit ay Fig. 4. Relativer Verlauf der radialen Tem- 
pisch verschiedenen Formen. Solange die peraturverteilung einer Bogensaule im 
Warmeleitung auch in der Achse merklichen _ Grenzfall reiner Warmeleitung fiir k T,/e Vj = 
Anteil an den Leistungsverlusten hat, sinkt 995 (———) und fir # T,/eVj = 0,07 (-——) 
die Temperatur schon in unmittelbarer Um- subbaeac Sask, OX ee eae 
gebung der Achse mit wachsendem v. Wachst 
jedoch der Anteil der Abstrahlung, so wird zunachst in der Achse, dann in einem 
wachsenden Bereich um die Achse der Anteil der Warmeleitung verschwindend 
klein und in diesem Bereich die Temperatur praktisch konstant, um dann in um 
so steilerem Abfall zum Randwert abzusinken. Wir wollen nach Vorgang von 
WEIZEL und ScumMitz diese beiden Formen der Saule als erste und zweite Ent- 
ladungsform kennzeichnen. In Fig. 3 entspricht die obere Kurve schon einer 
zweiten Entladungsform, wahrend die anderen Kurven in den Bereich der ersten 
Entladungsform fallen. 

Wir diskutieren die Funktion M,,(v) fiir beliebige Bogensaulen, indem wir 
die Werte M (v) beziehen auf die Werte M.,,(v), die bei gleicher Maximaltem- 
peratur J (v) einer parabolischen Temperaturverteilung auf dem jeweiligen Beob- 
achtungsstrahl entsprechen wiirden und in ihrer Abhangigkeit von T(v) oben 
bereits eingehend untersucht wurden (Fig.2). Wir haben also bei der Diskussion 
von den GréBen auszugehen, durch die sich in M,,(v) die Abweichungen der 
Temperaturverteilung von einem parabolischen Verlauf auswirken. Bleiben diese 
Abweichungen klein genug, so kann ihr EinfluB auf Mo. (v) durch (12) mit 


3 Fle) f @ er la8 | 
A legieanlon” 


1 DaB sie sich in der Randzone iiberschneiden, liegt daran, daB hier 7/7) bei 
wachsendem 7,, aber gleicher Randtemperatur zur Darstellung kommt. 
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quantitativ erfaBt werden. Aber auch tber den Giiltigkeitsbereich von (12) hinaus 
laBt Gang und Vorzeichen der GréBe o, zum mindesten noch qualitative Aussagen 
zu. Die Diskussion hat also auszugehen von den Aussagen iiber o,, die sich aus 
den oben zusammengestellten Aussagen der Bogentheorie ergeben. 

Wir diskutieren zunachst das Verhalten von M,,(v) in einer Lésungsschar, 
die einer bestimmten Achsen- und Randtemperatur zugeordnet ist. Auf Strahlen 
durch die Achse — also fiir M. (0) — ist [o,],-0 maBgeblich. Das Verhalten von 
[6,]»—0 erschlieBt sich sofort, wenn man die Kurven einer Lésungsschar so um- 
zeichnet, da® g® iiber fy aufgetragen wird, wie es fiir die Kurven der Fig. 3 in 
Fig. 5 geschehen ist. Aus dieser Darstellung und allgemein aus der Losungs- 
theorie der ELENBAAS-HELLERschen Differentialgleichung, auf die hier nicht ein- 
gegangen werden soll, ergibt sich zunachst: 
Beim Ubergang vom Grenzfall reiner Warme- 
leitung zum Grenzfall reiner Abstrahlung 


2 
wachst Ca von einem positiven An- 
dty |t)=0 ad? (02) 
fangswert bis -- oo, wahrend |——7— ; 
dt |t,=0 
von einem positiven Anfangswert ausgehend, 
monoton auf —oo fallt und dabei noch im 
Bereich der evsten Entladungsform durch Null 
hindurchgeht. Daraus folgt dann weiter: 


[o,]v—0 ist fiir den Grenzwert reiner Warme- 
leitung stets positiv und sinkt beim Ubergang 


0 02 04 06 8 zo auf den anderen Grenzfall auf — cof. Dabei 

to — wird wieder der Wert Null im Bereich der 

Fig. 5. Umzeichnung aus Fig. 3. o* tiber ersten Entladeform durchlaufen. Uber WM (0) 
tp=1— oe Bezeichnungen wie Fig.3. l48t sich somit aussagen: 

. 1. Innerhalb der Gesamtheit aller Tem- 


peraturverteilungen, die zu einer gegebenen 
Achsen- und Randtemperatur gehoren, hat M, (0) fiir den Grenzfall der reinen 
Warmeleitung den kleinsten Wert. M,,(0) steigt beim Ubergang zum anderen 
Grenzfall monoton und nahert sich dem Grenzwert 1, wie sich unmittelbar aus 
der Temperaturverteilung im Fall reiner Abstrahlung ergibt. 

2. Den einer parabolischen Temperaturverteilung entsprechenden Wert Moo p (0) 
durchlauft M1. (0) im Bereich der ersten Entladungsform. 

Die Feststellungen iiber M,, (0) seien nun erganzt durch Aussagen iiber das 
Verhalten von M,,(v) auf anderen Strahlen. Wenn sich v dem AuBeren Rande 
der Saule nahert, nahert sich M, (v) dem Grenzwert lim M. = [@,/0,]2, weil 

Oi,n 20 
die o,-Werte mit T(v)/T) kleiner werden. Im Bereich der ersten Entladungsform 
laBt sich der Temperaturabfall in der Randzone weitgehend — zum mindesten 
in den fiir die M/.-Integrale maBgeblichen Bereichen — durch Geraden nahern, 
aus deren Lage sich o, und o, leicht berechnen lassen. Wir iibergehen Einzel- 
heiten der Rechnung und referieren nur das Resultat: o, ist tiberall positiv und 
nahezu nur von v/rg, aber kaum von T(v) abhangig!. Wird v/7, kleiner, nahert 


d? (0? boy: 2 
: ) wird in héherer Ordnung unendlich als wee) 
dty ty 
eye tae di (9? Sn 
1 Fir 1 S 3 wird oe = 0. Damit ist Entwicklung (8) gerechtfertigt. Aus 
' oO) 
gleichem Grund o, = — 4°5 Ga Bei linearem Temperaturabfall und Tp = 0 ware 


6, unabhangig von T(v) gleich >. saa, 
4 v 
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sich also der Strahl der Achse, so wachst o, und erreicht fiir v/7y = § etwa den 
Wert 1. Beim Ubergang zur zweiten Entladungsform wird o, wegen der Kriimmung, 
die sich im Temperaturabfall der Randzonen ausbildet, wesentlich kleiner. Man 


v 


‘ f 1 
kann deshalb im Bereich re = <1, soweit die Randzone! diesen Bereich erfiillt, 


2 Yo 
(12) unbedenklich zur Berechnung von M,,(v) heranziehen2. Dabei ergibt sich: 
In der Randzone ist Mq (v) stets kleiner — o, positiv! — als M~ p (v). Die Unter- 
schiede wachsen, wenn v kleiner gemacht wird, bleiben aber zum mindesten im 
; ere ; 
Bereich he “<1 so klein, daB M, (v) 0.04 
> 
0 
sicher um weniger als 5% vom konstanten 
Grenzwert [0,/0;]2 abweicht, selbst wenn 


die Achsentemperatur den Wert a = 0540 < 
Bie 


erreicht. Damit haben wir fiir Strahlen die AME 
nur die Randzone durchsetzen, auch quanti- — 0,02 
tative Aussagen iiber die Funktion M, (v) 
gewonnen. 


Fir Strahlen durch die Achse und zwi- 
schen Achse und Randzone gewinnen wir 
Ausgangspunkte fiir eine quantitative Ab- 
schatzung, wenn wir die Funktion MQ (v) 
aus Temperaturverteilungen, wie sie Kocu, 
LESEMANN und WALTHER durch Loésung der 
ELENBAAS-HELLERschen _Differentialglei - 
chung gewonnen haben, exakt berechnen. 
Fig.6 zeigt fiir eine Saule mit der Achsen- 


i) 


Fig. 6. Zur numerischen Berechnung der 
Funktion Mco(v) an den von Kocu, Lesr- 
MANN und WALTHER berechneten Tempe- 
raturverteilungen: 
Moo (v) — (Vil Vn]® 
Di ae Sat = 

(Vil Val? 


kT. ; 
temperatur ——® — 9,05 und einer Randtem- 
V; AMS 


peratur — =0,012 die Funktion M, (v) 


einmal fiir den Grenzfall reiner Warmeleitung 
und zum anderen fiir eine Temperaturver- 
teilung, die schon der Grenze zur zweiten 
Entladungsform sehr nahe liegt. Der RKech- 


fiir die Hg-Linie 2=4358A (1=1) und die 
Achsentemperatur kT,/eV; =0,05. @ Grenz- 
fall der reinen Warmeleitung; 6 Temperatur- 
verteilung an der Grenze zwischen erster 
und zweiter Entladungsform; c entspre- 
chende Kurve fiir Map (v) (Mittel fiir beide 


nung wurde eine Termlage zugrunde gelegt, Falle, da Unterschiede hier belanglos). 


wie sie der Hg-Linie 1 =4358 A entspricht, 
und /=1 angenommen (keine ElektronenstoBverbreiterung!). Es wurde auBerdem 


Mo p (v) eingezeichnet. Das Bild tragt auch im Bereich kleiner v die Ziige, die oben 
qualitativ schon vorgezeichnet wurden. Im Grenzfall reiner Warmeleitung unter- 
schreitet M. (0) den Wert M,,(0) um etwa 7% (positives o,!). Damit ist bei 
diesey Achsentemperatur ganz allgemein allen W-Werten eine untere Grenze 


gesetzt. Sie kénnen lim My = [09,/9;)2 um nicht mehr als 8% unterschreiten. 
Qin 
An der Grenze gegen die Entladungsformen zweiter Art wird MQ, (0) weiterhin 


wegen negativer o,-Werte iiberschritten, in diesem Fall um etwa 4%, also [0,/0;|+ 


um etwa 3%. 


1 Unter Randzone sei hier der ganze Bereich verstanden, in dem die Tem- 
peratur unter geringer Kriimmung steil absinkt. 


2 Wie durch Berechnung hoéherer Glieder kontrolliert wurde. 
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Die Achsentemperatur Le 0,05 diirfte schon nahe der unteren Grenze 


des Temperaturbereichs liegen, in dem normalerweise die Voraussetzungen fur 
Temperaturmessungen dieser Art gegeben sind. Wir schaffen uns Anhaltspunkte 


jel, 
fiir eine Extrapolation bis zu der von uns gesetzten oberen Grenze — . SS = 0,10 —, 


, kT» ae : 
indem wir M,.,(v) auch bei der Achsentemperatur i 0,07 fiir die beiden 


entsprechenden Falle unter gleichen Voraussetzungen und Annahmen berechnen. 
Das Ergebnis zeigt Fig. 7. Die M. (v)-Kurven aus Fig. 6 sind zum Vergleich an- 
gedeutet. Die Randzone bietet keine neuen 


2 Gesichtspunkte. Die Werte fiir 1. (0) sind 
beim Ubergang zur hdheren Achsentempe- 

9,04 ratur beide gréBer geworden. Wir deuten 
zunachst die kleine Verschiebung der unteren 

0,02 Kurve (Grenzfall der reinen Warmeleitung). 
Hier wirken zwei Effekte einander entgegen: 

0 Bei gleicher relativer Temperaturverteilung 
% wiirde M,, (v) unter den gegebenen Voraus- 
Mice 9 setzungen mit steigender Achsentemperatur 


kleiner werden; fiir den Grenzfall reiner 
WaArmeleitung ist aber andererseits der Uber- 
gang zu hoherer Achsentemperatur mit einer 
Verschiebung der relativen Temperaturver- 
teilung verbunden (s. Fig. 4), die fiir sich 
genommen — d.h. bei festgehaltener Achsen- 
temperatur — zu einer VergréBerung von 
Mo, (0) fihrt. Die Rechnung zeigt, daB der 
zweite EinfluB itiberwiegt. Wir diirfen also 
jedenfalls annehmen, daB M,(v) auch fir 


Fig. 7. Darstellung von AM*, wie in Fig. 6 


oe 1 

fir die Achsentemperatur  Ty/eVj = 0,07. héhere Temperaturen den Grenzwert [0,,/0;]2 
----- Ubertragung der Kurven fir um nicht mehr als 8% unterschreitet. Die 
kT,JeVj;=0,05 zum Vergleich. Uberschreitung des Grenzwertes in der 


Ubergangszone zur zweiten Entladungsform 
wachst, wie sich aus der ganzen Sachlage ergibt, sicher weniger als proportional 
mit ZT) an. Wir setzen also in dem fir die Methode einstweilen in Aussicht 
genommenen Temperaturbereich die obere Grenze fiir M,(v) bei Entladungen 
der ersten Art sicher hoch genug, wenn wir annehmen, da M.~ (v) den Grenz- 
wert [0,/OQ,;]2 um nicht mehr als 10% iiberschreitet. 

Diese Abgrenzungen setzen, so wie sie hier berechnet wurden, mit 7 = 1 Eigen- 
druckverbreiterung voraus und sind auBerdem an eine bestimmte Termlage ge- 
bunden. Doch gibt die Termlage, die hier zugrunde gelegt wurde, als mittlere 
Termlage, um die nur relativ geringe Variationen mdéglich sind, auch fir alle 
anderen Falle ausreichende Richtwerte. Eigendruckverbreiterung ist die Ver- 
breiterungsursache, bei der die Abweichungen zwischen M,(v) und [@,/0,} am 
groBten werden. Bei Elektronensto8verbreiterung schrumpfen die Abweichungen 
gegen Mo p auf etwa die HAlfte. 


Es wurden der Abschatzung Ergebnisse aus der Theorie der wand- 
stabilisierten Saule zugrunde gelegt, die sich auf den relativen Verlauf 
des radialen Temperaturabfalles beziehen. Es ist deshalb zu zeigen, 
da sich die Aussagen, die wir so gewonnen haben, auch auf Saulen 
ibertragen lassen, in denen andere Stabilisierungsursachen wirksam 
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sind. Die ELreNBAAS-HELLERsche Differentialgleichung formuliert be- 
kanntlich die Gleichsetzung zwischen der aufgenommenen Leistung und 
der Leistungsabgabe durch Warmeleitung und Abstrahlung. Dabei wird 
vorausgesetzt, daB das Feld innerhalb des Bogen konstant ist. In der 
Theorie der wandstabilisierten Entladung werden alle Lésungen dieser 
Gleichung erfaBt, fiir die — wie in jeder Bogensiule — [d Lidar = 0 
ist. Diese Lésungen umschlieBen also auch fiir Saulen, an denen andere 
Stabilisierungsmechanismen wirksam sind, den Temperaturabfall in dem 
Bereich um die Achse, in dem die Feldstarke mit ausreichender Nahe- 
rung als konstant betrachtet werden darf und die Leistungsverluste im 
wesentlichen durch Warmeleitung und Abstrahlung getragen werden!. 
Bei elektrodenstabilisierten Entladungen und bei frei brennenden Bégen 
sind diese Voraussetzungen sicher in den Saulenbereichen erfiillt, in 
denen die Temperaturen hoch genug sind, um Messungen an Umkehr- 
konturen zuzulassen. 


§ 3. Diskussion des Parameters p,, und des Faktors Yinax [P.o]- 


Der in Bogensaulen mégliche Variabilitatsbereich der Funktion M,, (v) 
muBte in § 2 deshalb so eingehend untersucht werden, weil M,, seiner 
Definition nach im ganzen Bereich 0<M,,<1 variieren kann und 
innerhalb dieses Bereiches nur durch spezielle physikalische Gegeben- 
heiten beschrankt wird. Bei Y,,,, — der zweiten in (4) eingehenden 
GroBe — legen die Verhaltnisse sehr viel giinstiger, weil Y,,,, schon 
an sich auf einen wesentlich kleineren Variationsbereich beschrankt ist. 
Es ist deshalb auch nicht notwendig, die Einwirkung spezieller physi- 
kalischer Gegebenheiten so eingehend zu diskutieren, wie bei der Unter- 
suchung von M,,. 

Die Funktion Y,,,, (f..| durchlauft den ganzen ihr definitionsmaBig 
zur Verfiigung stehenden Wertebereich 


OT 5G =" Anan | Pog eee Ly 


wenn der Parameter ~,, von 0 bis 1 wachst (Fig. 1). £,. wird nach 
(6) durch die Temperaturverteilung auf dem Beobachtungsstrahl be- 
stimmt. Wir haben also p,, nach (6) zu diskutieren und die Ergebnisse 


auf Yax [Po] zu tibertragen. 


Es sei zunichst rein formal aus (6) eine Entwicklung fiir ~,, ab- 
geleitet, die bei gleichen Voraussetzungen der Darstellung (12) fir 


1 Damit ist natiirlich nicht gesagt, daB in Saulen mit anderem Stabilisierungs- 
mechanismus alle Lésungen wie bei der Wandstabilisierung zu stabilen Formen 
fiihren. Insbesondere ]48t es die Erfahrung als fraglich erscheinen, daf in frei 
brennenden Bégen Saulen zweiter Entladungsform realisiert werden konnen. 
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M,, entspricht. Wir fiihren also auch in (6) = und die 


Ortskoordinate u(t) ein, setzen nach (9) 


du 1 
ae 2 


2b, Ss opt 05h A) 


Vi 


und substituieren M,, nach (7). Dann wird 


i b+4 MiOv ee: 1 7 76 / 
at | Fen eg, e ons ae 


4—1 a 
f 0 —_ Se a a a eee a : 
Poo =3 Sopot thee x 
l+4 Oe Aiea i 19 , 
ae CE St ee on Pane Nas 
17 ye’ 
| 0 ¢ (16) 
0 
1 t 
Wee ae, ae iar he 
laa “é Wess eo he 
—— /t 
aaa kp, St wee aa pert Se, | 
Ayes teat bd 
or og (OO ae Lig Haag ee ras 
at ye | 
0 
5 ies finn? : : 
Wir fuihren nun mit 7? = © tor Cine neue Integrationsvariable ein, 
ae 


indem wir gleichzeitig 0,/0;=f? setzen. ,,. erscheint nun als eine 
Funktion von @,, in die die o; und f? als Parameter eingehen. Entwick- 
lung nach @0; ergibt bei Beschrankung auf das lineare Glied 


0 


a 
a rape rte dy 
x 1— 3 9,(1—B%) |((-—) +04]: "a =< ese 


Dabei ist 


und nach einfacher partieller Integration 


r Ol Dy 6 eet] ee 
J (n) -2n-e 7 (10) Pore (17) 
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Ferner ist 
fic Oe ay a ee i (18) 
oe Ya #0 Yore2a | a 
Somit wird endgiiltig 
mee ee 
(Dr = = arc tg any; 
ee ee (19) 
1 1+ B?) 4 + 2p? 
x }1— + 6,(1—B2) ( Speed oe ae ee 
arc tg 
/1+ 262 | 


Aus (19) ergibt sich sofort: Wenn man unter den gleichen Voraus- 
setzungen wie bei M,,(v) beim Grenziibergang 0, ;0 den relativen 


{ Es ist 


a pei xm dn 
a 


co 


— ef (n)]2-e—*" + dn — Je 52 f [Diy]? 9P 2" dy. 

0 

Durch partielle eee ergibt sich 
oo 

fi Wants - 7 dy = fe (q)]2-e—*™ he ~ [ou )e2anre ATOM dn, 
0 

mit (17) wird dann 

1 1 4 1 


a i, . le , eA]: 7) = _ . . — .— -— 
eae Saale han Vx Yu 14% Ya+2° 
0 


Da 
00 oo as 
ZN iP 2 af 
lim f [() )]?- Vee.*” dn = lim a(-| -¢ * dz=+—, 
a—0 a—0 \o 2 
0 0 
so ist 
z Vx 
fron ace ape fale (ny? Ya e-3" nha a 
weit retin: ox! 1 1 ital 


ee ral ar 148 Yar-2 
1 


(5 — are tg ae + 2a | 


= —— -—— arc tg 


1 
Yo +20” 
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Temperaturverlauf und das Verhaltnis 6? =0,/0; festhalt, nahert sich 
auch der Parameter #,,(v) einem von / und v unabhangigen Grenzwert 


O; 
5 O aL 
hint? Ce (20) 
are ee fra Om 
/ 2 
i 


Es ist ftir das Weitere zweckmaBig, fiir die unter diesen Voraus- 
setzungen definierten Grenzwerte von ~,, und M,, abktirzende Bezeich- 
nungen einzufiihren. Wir setzen 

-- g ——— fe und =e Bi == 
Settee pamricpnadnll eerie 
Wie M,,. hangt auch #,,. nur noch von @,/@;, also vom Verhdaltnis 
2G 2G 
der Spannungen J,, V; 


; und gegebenenfalls V; ab. Fir 6 =[0,/0;]* 
kommt selbst bei extremer Termlage auf der einen und Einbeziehung 


10 der ElektronenstoBverbreiterung auf der 
anderen Seite nur der Bereich 
08 
0,65 = PB = 0,95 
98 in Frage. In diesem f-Bereich ist die 
io Funktion Poog (B), wie Fig. 8 zeigt, nahezu 


linear und fillt hier ihrerseits den Werte- 
bereich 


0,57 & boog = 0,94. 


Nach Fig.4 legen die entsprechenden 

Grenzwerte lim Y,,,x (Poo) =Ymax... im Be- 
; ae 

Vig. 8. Oe = i reich ie n= 0 


von re [On/O;]?. 0,83 = Yinax xe 0,91. 


Wie bei der Diskussion der Funktion M,,(v) fragen wir nun auch 
hier: In welchem Ma8e und in welcher Richtung verschieben sich die 
Werte der Funktionen ,,(v) und Y,,,, [poo (v)] gegen Poon bzw. Yinax 
wenn wir die Temperaturverteilungen zugrunde legen, die in Bogensaulen 
realisiert werden. Auch hier sei das Ergebnis vorweg genommen. Da 
nur Yinax [Poo (v)} In unsere Gleichungen eingeht, formulieren wir das 
Ergebnis nur fiir Y,,,,: Bei Sdulen der ersten Entladungsform steht den 
Werten fiir Y,,,, ein Variabilitatsbereich zur Verfiigung, dessen Grenzen 
den Grenzwert Yinax, sicher um weniger als 5 % unterschreitet und héch- 


stens um 6% iibersteigt. Nur in Entladungsformen zweiter Art kann You 
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groBere Werte annehmen. Denn #,,(v) nihert sich dem Werte 1, wenn 
sich die Temperaturverteilung mit fortschreitender Entwicklung der 
zweiten Entladungsart dem Grenzfall der homogenen Schicht nahert. 
Wahrend das Verhalten in Entladungen zweiter Art bei dieser sehr 
allgemeinen Kennzeichnung keiner weiteren Erorterung bedarf, muB die 
differenziertere es 8 fiir Entladungen erster Art eingehend 
begriindet werden. 


Es sei zunachst untersucht, inwieweit sich die relativen Abweichungen zwischen 
Poo, (0) und ~.. mit den entsprechenden Abweichungen zwischen M,, (v) und Mog 
. . . " 
rein formal in Beziehung setzen lassen. In Analogie zu dem bereits oben defi- 
nierten 4M fiihren wir nun auch 


ein. Aus der Entwicklung (19) und der entsprechenden Entwicklung fiir My 
ergibt sich, wenn wir uns auf die linearen Glieder beschranken, 


AMZ = —— 9; (1 2) |(1 =) Ae | 
1 (1 + f?) i ee (24) 
Apt, = — 3 0:(1— 6 [I ) +2] 2 | 
0, zi 2 AlG te : 
ee | 


In dieser Naherung unterscheidet sich 4 p& von AMX nur um einen von @; und o, 


unabhangigen Faktor ey. +, der selbst in extremen Fallen nach unten die 
Grenze 1,05, nach oben die Grenze 1,5 nicht iiberschreitet. Auch die beiden 
quadratischen Glieder, auf deren Formulierung wir hier verzichten, unterscheiden 
sich bei nahezu gleicher relativer Abhangigkeit von /, a, und o, um einen nur wenig 
gréBeren Faktor, der im Héchstfall etwa gleich 2 wird. Soweit also in der Ent- 
wicklung fiir AMZ und Ap& die jeweils ersten beiden Glieder eine ausreichende 
Darstellung gewahrleisten, haben 4M2 und Ap% stets gleiches Vorzeichen und 


* 
ist ihr Verhaltnis Es Poo von @;, / undo; nur sehr wenig abhangig und sicher kleiner 


Mx 
als 2. Jenseits der Grenzen, die der Verwendbarkeit der Entwicklung (21) gesetzt 
sind, orientieren wir uns zunachst an dem Spezialfall einer parabolischen Tem- 
peraturverteilung, fiir den die numerische Berechnung der Integrale eine exakte 


Darstellung von fo zulaBt. In Fig. 9 ist ApX% in gleicher Weise iiber O; auf 


/ * 
getragen wie 4 MX in Fig. 2. Fig. 9 zeigt, daB ae hier in einem Temperatur- 
« a co 
bereich, der weit iiber den Giiltigkeitsbereich der Entwicklung hinausgreift, die 
gleichen Eigenschaften hat, wie im Bereich der Entwicklung: Ape und AMS 


IP% 


haben stets gleiches Vorzeichen, AM. ist kleiner als 1,5 und ist yon @, und / kaum 
“ lo, <) 

abhangig. Fiir den Parabelfall ist ¢;=0. Da aber im Giitigkeitsbereich der 

Entwicklungen (21) auch die o;, die die Abweichung von einer parabolischen 


+ Fiir die Abschatzung darf man den arc durch sein Argument ersetzen, 
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Temperaturverteilung beschreiben, nur einen sehr geringen EinfluB8 auf AM®, aus- 
iiben, so konnen wir jedenfalls auch diese Eigenschaft uber die Giltigkeitsgrenzen 
der Entwicklung hinaus extrapolieren, soweit wir diese Grenzen nicht sehr weit 
iiberschreiten, es sich also um Temperaturverteilungen handelt, die sich in den 
fiir die Integrale maBgebenden Bereichen nicht sehr weit von einem parabolischen 
Verlauf entfernen. Wir durfen also an- 

p=o4 nehmen, da8 bei Saulen der ersten Ent- 
APe — 

AMz, 
Auf dieser Grundlage schatzen wir 
nun den Variabilitatsbereich von Po (v) 
fiir Saulen der ersten Entladungsform 
und den hier zugelassenen Temperatur- 


G12 — 


ladungsform << Sits 


l=-% 


bereich [ees = 01] ab. Dabei legen wir 
\ eV; 


die Aussagen iiber 4M& zugrunde, die 
sich in § 2 aus den von Kocu, LESEMANN 
und WALTHER errechneten Temperatur- 
verteilungen ergaben. Es zeigt sich dann, 
daB p.o(v) nur in einem Bereich variieren 
kann, dessen Schranken den Grenzwert 
Poo nach oben hin jedenfalls um weniger 


als 18% ubersteigen und ihn um weniger 
. als 16% unterschreiten. Dem entspricht 
{ fiir Ymax(v) ein Variabilitatsbereich, des- 
™ sen Grenzen um —5% und +6% von 
Ymax,, abweichen. Wie bei AM& bezie- 
hen sich auch diese Abschatzungenauf die 
Termlage, die der Quecksilberlinie 2 = 
4358 A entspricht, also auf eine mittlere 


O,—> Termlage, die auch fiir andere Falle aus- 

po po reichende Schatzungsunterlagen bietet!. 
Fig.9. Apt = ae bei parabolischem = T)ie Angaben beziehen sich auf Strahlen, 
Temperaturabfall fir = —4 bzw. J=+41 und die durch die Achse gehen. Der relative 
verschiedene p2=©;,/0;. ——— 4p% in Be-  Verlauf der Funktion A poo(v) entspricht, 
reichen, die die Grenzsetzung dieser Arbeit tiber- wie sich schon aus der Diskussion er- 
schreiten, -- -- 4Mé zum Vergleich. gibt, im wesentlichen dem Verlauf von 


AMo(v). Deshalb sinkt | A poo) in den 
Randbereichen auch weit unter die oben angegebenen Grenzen und nahert sich 
Peo(v) am auBeren Rande der Saule dem Grenzwert poo 


§ 4. Die Berechnung der radialen Temperaturverteilung aus Jv, (e), 
der Querverteilung der Kuppenstrahldichten. 


Das in BI entwickelte Abschatzungsverfahren setzt nur voraus, daB 
die Anregungsspannungen der beiden Linienterme bekannt sind. Auch 
be sorsiahtigey Bewertung der aus den Kurven von Kocu, LEsSEMANN 


1 |AMX\| und | 4 p%,| wachsen, wenn § kleiner wird. In Ymax (Poo) wird diese 
Anderung ragren die Form der Kurve weitgehend kompensiert. 
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und WALTHER errechneten quantitativen Anhaltspunkte geben die Er- 
gebnisse des § 2 und des $3 die Méglichkeit, das auf Gl. (4) aufgebaute 
Abschatzungsverfahren zu verschirfen, wenn z.B. angenommen werden 
darf, daB es sich um Sdulen erster Entladungsform handelt, oder dariiber 
hinaus bekannt ist, da& ElektronenstoBverbreiterung vorliegt. Es sei 
hier auf Teillésungen dieser Art nicht naher eingegangen, da sie sich aus 
den Ergebnissen der vorhergehenden und dieses Paragraphen von selbst 
ergeben. Es sei hier lediglich die vollsténdige Bestimmung der Tempe- 
raturverteilung aus J,,(v), dem quer tiber der Siule gemessenen Verlauf 


der Kuppenstrahldichte, durch Lisung des Gleichungssystems (4), (5) 
und (6) behandelt. 


Wir fassen zunachst die fiir die Methode entscheidenden allgemeinen 
Grundziige der Resultate zusammen: Entscheidenden Einflu8 auf M,, 
und auf £,, (bzw. Ynax (Poo) hat der relative Temperaturverlauf in Um- 
gebung der Maximaltemperatur. Nahert sich die Temperaturverteilung 
in Umgebung der Maximaltemperatur einem parabolischen Verlauf — 
das ist in Saulen der ersten Entladungsform, die wir als die experimentelle 
Norm betrachten diirfen, stets der Fall — so lassen sich aus den An- 
regungsspannungen und gegebenenfalls der Ionisierungsspannung Werte 
M,,, und Y,,,x,, angeben, von denen M,, und Y,,,, nur in relativ geringer 


max 

und im allgemeinen abschatzbarer Weise abweichen. In Gl. (4) tritt 
nur das Produkt M,, Y,,,, auf. Bei Entladungen erster Art ist in dem 
hier zugelassenen Bereich dem Produkt M,, Y,,,, um den Grenzwert 
M...° Ymaxg Nur ein Spielraum gegeben, dessen Schranken mit Abwei- 
chungen von +15 % sicher zu weit bewertet sind!. Auch bei Ent- 
ladungen zweiter Form lassen sich neben der trivialen oberen Grenze 
(M . Ynax = 1) untere Grenzwerte angeben. Fiir alle Falle charakteristisch 
ist, daB sich die Schranken durch passende Linienwahl (Termlage, Elek- 
tronenstoBverbreiterung) wesentlich verengen lassen. 


Wir wollen uns bei Behandlung des Lésungsverfahrens vorlaufig auf 
Sdulen der ersten Entladungsform beziehen. Das Verfahren ]aBt sich 
nachher ohne weiteres auf Entladungen zweiter Form tibertragen. Die 
Ergebnisse der in § 2 und § 3 durchgefiihrten Untersuchungen legen ein 
Iterationsverfahren nahe, das zunadchst formal gekennzeichnet sei. In 
der ersten Gleichung des Systems 


T (”) ={T(0) See el 


<a (4) 
| tole oe In [5 (0) Yue] | 


v=r 


1 So wurde bei Festsetzung der unteren Grenze nicht in Rechnung gezogen, 
daB Linien, die fiir diese Messungen geeignet sind, erst unter Bedingungen in 
Selbstumkehr erscheinen, bei denen Abstrahlung schon merklichen Anteil an 
den Leistungsverlusten hat. 


Ba 
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ersetzen wir die Funktionen M,, (v) und Y,,,, (v) t, deren Werte im ganzen 
v-Bereich nur relativ wenig variieren und die zudem nur in einem Korrek- 
turglied auftreten, durch den konstanten Grenzwert M,, iia baie 
Dabei ergibt sich eine Funktion T’ (7) als erste Naherung der Tene 
verteilung. Mit T’() lassen sich aus (5) und (6) — der zweiten und dritten 
Gleichung des Systems — neue Werte Mj,(v) und Y,,,,(v) errechnen, 
die weiterhin mit (4) eine zweite Naherung 7” (7) fiir den Temperatur- 
verlauf liefern. 

Um Einblick in die Faktoren zu bekommen, die den Grad der Nahe- 
rung bestimmen, berechnen wir J’ (rv). Es ist 


LAY) = J T,(v) -———— iis - it 
ph FAC soi teen 
hy EG XG! jer 
Statt ae fiihren wir zweckmaBigerweise SuEe. bzw. fiir den Fall 
Lv alG 
der ElektronenstoBverbreiterung die GréBe é a ue ein und _ be- 
ev, yey 


zeichnen sie mit Oy, . 


Dann wird 


eee Pree cc 
kTy a 1 O, |2 - 6 > 
7 : ela Mcoe Vdc ale es 6, In & Yenne | sale ee ee 
1— ‘ 
7 pal 
O;, 3 
=- Oy, (|) = On, 18) 
und 


T’ (r)\ =1T, (0) Eee at. tee (22) 
Fig.10 gibt J7als Funktion von f und zeigt, daB J7 in dem entscheidenden 
Bereich 0,6 < 6 <1 nur wenig variiert und nahezu gleich 1 ist. Der an 
Ty (v) anzubringende Korrekturfaktor ist also in dieser ersten Naherung 
nur von Oyy,, also —abgesehen von 7, — nur vom oberen Linienterm 
abhangig. Um nun die Giite dieser ersten Naherung abzuschatzen, 
miissen wir 7’ zu T in Beziehung bringen. Zu dem Zweck setzen wir 


M,, (v oe * Imax (v) = M,,.. j Vaasa 5 [1 = é(v)] : (23) 
Dann folgt aus (4), (22) und (23) 


7 — FP e 
a “ -In [1 + €(v)]yar- (24) 


T Vane v) = Ymax[Poo(v)]. 
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Wir berechnen den relativen Fehler der ersten Naherung zuniachst fiir 
die Randzone der Saule. Nach § 2 und §3 sind A Mx und A p*, sicher 

so klein, daB wir mit ausreichender Naherung 

, ee 
|. es AWAY fa) \a 1 SS 
In [1 + e(v)] =AMX(v) 4 a ae “AD (v) 

max¢ 
setzen diirfent. AM) und |4%! wachsen mit der Temperatur lang- 
samer als proportional, wie sich schon aus der allgemeinen Begrenzung 
dieser GréBen ergibt. Wir diirfen also fiir 1 M* und A#* in der ganzen 


74 


13 


0% 05 


06 O47 ~=6—08 
ii Ve 
pa oy =i 


Fig. 10. IJ als Funktion von B= [O, A,)2. 


Randzone die linearen Glieder der Entwicklung (21) substituieren, ohne 
befiirchten zu miissen, damit den Fehler zu klein zu bewerten. Es wird 
dann 


i= tas a: es As ais, | Prog “ 
T = 2 0; P (ie 2) +o] f - Ymax¢ aa wv 


Der quantitativen Abschatzung der Fehler legen wir /=1 — also Eigen- 
druckverbreiterung — als ungiinstigsten Fall zugrunde. o, ist selbst 
an der inneren Grenze der Randzone kleiner als 2. Die geschwungene 
Klammer ist stets kleiner als 1,5. Wir bekommen weiterhin brauch- 
bare Anhaltspunkte, wenn wir — wie schon mehrfach — eine Term- 
lage zugrunde legen, die etwa der Quecksilberlinie A= 4358 A ent- 
spricht. Wir setzen also 0,=20,; und 6*?=0,6. Nehmen wir in der 


Sdulenachse ae = 0,1 als héchste hier zugelassene Temperatur an, so 


7 . 
ist an der inneren Grenze der Randzone héchstens 0;=0,16. Damit 
ergibt sich in der Randzone fiir die erste Naherung ein Fehler, der, von 


1 Dabei wurde Y[p..] durch die Parabel ersetzt, die schon in §1 formuliert 
wurde. In der Entwicklung der Logarithmen werden Glieder zweiten und héheren 
Grades vernachlassigt. Unter Randzone wird hier wie oben der Bereich verstanden, 
in dem der Temperaturabfall in einem steil abfallenden, aber wenig gekrimmten 


Verlauf iibergegangen ist. 
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auBen gegen die innere Begrenzung der Randzone ansteigend, héchstens 
3% erreicht. Es zeigt sich weiter, daB T’ in der Randzone zu klein wird. 

Auf dem Strahl durch die Achse schaétzen wir den Fehler der ersten 
. Naherung, indem wir uns auf die aus den Kurven von Kocu, LESEMANN 
und WALTHER errechnete Variationsbreite fiir e berufen, die am Eingang 
dieses Paragraphen mit +0,15 angesetzt wurde. Diese Angabe bezieht 
sich auf die hier gesetzte Temperaturgrenze. Da den Rechnungen, aus 
denen sie sich ergab, die Termlage der Hg-Linie 2 = 4358 A zugrunde 
kT 
hy 
peraturgrenze bei dieser Wellenlange entsprechenden Wert einsetzen. 
Dann ergibt sich aus (24) eine mégliche Fehlerspanne von etwa + 5%. 
Die Fehler lassen sich noch durch geeignete Linienwahl verkleinern 
und sinken rasch mit der Temperatur. Fiir einen Quecksilberhochst- 
druckbogen errechnet sich bei einer Achsentemperatur von 8000° nur 
noch ein Fehler von etwa 2,5%. Es ist weiterhin zu beachten, daB 
die Schatzungsgrenzen tberall weitgezogen, die Fehler also zu groB 
bewertet wurden. Bei diesen kleineren Temperaturen ist also der Fehler 
schon in der ersten Naherung so klein, daB ein weiterer Iterationsschritt 
keinen Gewinn bringt. An der oberen Temperaturgrenze kann, wenn 
sehr gute Messungen vorliegen, eine zweite Iteration die Auswertung 
verbessern. 

Dieses Auswerteverfahren ]aBt sich auch ohne weiteres auf Sdulen 
der zweiten Entladungsform iibertragen. Nur kann es bei sehr ausge- 
pragten Formen dieser Art notwendig werden, schon bei der ersten 
Naherung statt M,,. und Y, Funktionen von v einzufiihren, die dem 


max¢ 
tatsachlichen Verlauf von M,, (v) Ynax (v) ndherkommen und die sich aus 
der Theorie leicht konstruieren lassen. 


gelegt wurde, miissen wir in (24) mit - po den der oberen Tem- 
2) 


In der bisherigen Darstellung wurde einem Umstand nicht Rechnung 
getragen, der die Messung der Temperaturverteilung aus den Kuppen- 
strahldichten beschrankt. Die Selbstumkehr einer Linie — und damit 
natiirlich auch ihr drittes Stadium, soweit es hier erforderlich ist — ist 
an einen bestimmten Mindestwert der optischen Schichtdicke gebunden. 
So ist also bei wachsendem Achsenabstand des Beobachtungsstrahles 
Selbstumkehr nur in einem begrenzten Bereich gegeben und damit die 
Anwendung der MeBmethode auf den Teil des Temperaturabfalles be- 
schrankt, der diesen v-Bereich deckt. Fiir die Temperaturmessung als 
solche ist damit keine wesentliche Beschrénkung gegeben, da gerade 
auBerhalb dieses Bereiches die Messung mit anderen Methoden fort- 
gesetzt werden kann. Unwesentlich ist aber auch, daB innerhalb 
dieses v-Bereiches die Beschrankung fiir die Iterationsmethode von 
Schritt zu Schritt wachst: Wahrend die erste Naherung in dem ganzen 
v-Bereich durchfiihrbar ist, fiir den ausreichende Selbstumkehr vorlegt, 
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ist der zweite Iterationsschritt zwar nur in einem kleineren Teilbereich 
durchfiihrbar, aber auch nur dort notwendig, da in den 4uBeren Be- 
zirken die erste Naherung weitaus geniigt. 

Um die rein formalen Beziehungen zwischen M,,, Pins Nene eat der 
einen, der Temperaturverteilung auf der anderen Seite im Quantitativen 
scharfer zu prazisieren — vor allem in Umgebung der Achsentempera- 
tur —, haben wir die Theorie der Bogensdule herangezogen, und es muB 
nachtraglich festgelegt werden, welche Rolle diese Spezifizierung der 
Theorie fiir die Begriindung des ganzen Verfahrens spielt. Legen wir 
die quantitativen Angaben, die sich aus der Sdulentheorie ergaben, 
einer Temperaturabschatzung zugrunde, so gehen sie wesentlich ein, 
und es muB in jedem Einzelfall gepriift werden, inwieweit die speziellen 
Annahmen realisiert sind, auf denen sich die oben herangezogene Theorie 
der Saule aufbaut. Anders liegen aber die Verhiltnisse fiir das in § 4 
entwickelte vollstandige Auswerteverfahren: Die durch die Theorie der 
Sadule gewonnenen Schrankenwerte dienten hier nur dazu, den Grad 
der Naherung abzuschatzen, gehen aber in die Lésung selbst nicht ein. 
Denn die Gl. (4), (5) und (6) gelten, sofern nur Selbstumkehr in ausrei- 
chendem MaBe stattfindet, unabhangig von irgendwelchen Voraus- 
setzungen tiber die Mechanismen, die in der Saule die Leistungszufuhr ver- 
mitteln und die Leistungsverluste tragen. Alle Aussagen, die sich rein 
formal aus (4), (5) und (6) ableiten lieBen — und damit auch das in § 4 
behandelte Iterationsverfahren — behalten also auch Giiltigkeit, wenn 
neben der Warmeleitung Strahlungsleitung am Energietransport in der 
Saule merklich beteiligt ist?. 


§ 5. Vergleich mit anderen optischen Verfahren. 


Die Darstellung der Temperaturbestimmung aus den Kuppenstrahl- 
dichten sei mit einigen kurzen Hinweisen abgeschlossen, die das Ver- 
fahren mit anderen optischen Verfahren zur Messung hoher Sdulen- 
temperaturen vergleichen, um es in seinem Verhdltnis zu anderen Ver- 
fahren einzuordnen. Dem Verfahren liegt letzten Endes eine allgemeine 
Eigenschaft symmetrischer inhomogener Schichten zugrunde, die schon 
in UI bewiesen wurde: Wenn man in einer Schicht, deren Ergiebigkeit 
von der Mitte bis zum Rande symmetrisch abfallt, die Schichtdicke 
vergréBert, ohne die relative Verteilung der Ergiebigkeit und des Absorp- 
tionskoeffizienten zu andern, durchlauft die Strahldichte ein Maximum, 
das sich zum Maximalwert der Ergiebigkeit in Beziehung setzen laBt, 
ohne daB die Schichtdicke explizit eingeht. Im Spezialfall der homogenen 
Schicht entspricht dieses Maximum der Strahldichte dem Grenzwert, 


1 Beim Hg-Hoéchstdruckbogen ist nach R. MANNKOPF [Z. Physik 120, 301 
(1943)] die Strahlungsleitung in N ahe der Achse mit der Warmeleitung vergleichbar. 
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dem sich die Strahldichte nahert, wenn die Schichtdicke beliebig groB 
wird. Das Verfahren ist also seinem Wesen nach ein pyrometrisches 
Verfahren: Wenn die allgemeinen Voraussetzungen fiir seine Anwendung 
gegeben sind — bei der homogenen Schicht die unendlich groBe Schicht- 
dicke, bei der inhomogenen Schicht ausreichende Selbstumkehr — ist 
die Anwendung als solche nicht mehr an spezifische Eigenschaften des 
leuchtenden Gases gebunden. In diesem Punkte unterscheidet sich das 
Verfahren von den spektroskopischen Methoden zur Temperaturbestim- 
mung, die jeweils an spezifische GesetzmaBigkeiten der leuchtenden Gase 
wie z. B. ElektronenstoBverbreiterung bestimmter Linien, Intensitats- 
verteilung in Banden usw. anknipfen und damit in ihren Anwendungs- 
moéglichkeiten begrenzt werden. Zudem setzen die spektroskopischen 
Methoden voraus, daB die zur Messung herangezogenen Linien in der 
Lichtquelle nicht absorbiert werden. Die Anwendungsmédglichkeit fiir 
diese spektroskopischen Methoden verengt sich also in dem MaBe, wie 
sich die allgemeinen Voraussetzungen fiir die Anwendung des hier ent- 
wickelten Verfahrens ausbilden. Messungen nach diesem Verfahren 
werden demniachst ver6ffentlicht. 


Hannover, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule, 
August 1950. 
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Zur Theorie der Doppelschichten 
in Niederdruckgasentladungen. 
Von 
TH. WASSERRAB, Mannheim. 

Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 30. August 1950.) 


Nach einer kurzen Ubersicht tiber die vorliegenden theoretischen und experi- 
mentellen Untersuchungen werden GréB8e und Grtliche Verteilung des Druckes 
berechnet, welchen die in der Doppelschicht beschleunigten Ladungstrager auf 
das Neutralgas austiben. Da die LanGmuirsche Theorie bisher keine nennens- 
werte praktische Anwendung fand, weil die Dicke der Doppelschicht unbestimmt 
geblieben war, so wird anschlieBend die plausible Annahme gemacht, daB die 
Doppelschichtdicke eine Kehrfunktion des Neutralgasdruckes und sowohl von der 
Stromdichte als auch vom Spannungsabfall der Doppelschicht unabhangig sein 
soll. Damit kann folgendes, der Erfahrung durchaus entsprechendes Verhalten 
der Doppelschichten abgeleitet werden: Unterhalb einer vom Neutralgasdruck 
abhangigen ,,Norm‘‘-Stromdichte besitzen die Doppelschichten eine. konstante 
Dicke, welche jedoch bei weiterer Stromsteigerung infolge des Tragerdruckeffektes 
und der dadurch verursachten Neutralgasverdrangung zunimmt, bis bei einer 
bestimmten ,,Grenz‘‘-Stromdichte die haufig beobachteten Stromunterbrechungen 
eintreten. Eine Messung der Grenzstromdichte von W. SCHULZE zeigt qualitative 
Ubereinstimmung und rechtfertigt damit obige Annahme itiber die Schichtdicke. 
AbschlieBend werden Beobachtungen an Gittern mittels des Tragerdruckeffektes 
der Doppelschichten gedeutet. 


Einleitung. 

I. LANGMUIR und H. Mott-SmriH [1] haben bereits 1924 in ihrer 
klassischen Untersuchung: ‘Studies of electric discharges in gases at 
low pressures” berichtet, daB bei einer unstetigen Querschnittsvermin- 
derung (in Richtung auf die Anode zu) eines Entladungsrohres eine 
scharf begrenzte Leuchterscheinung verbunden mit einem Potential- 
sprung beobachtet wird, und davon auf das Vorhandensein einer elek- 
trischen Doppelschicht geschlossen. Sie haben damals weiterhin fest- 
gestellt, daB sich eine solche Doppelschicht bildet, sobald das Produkt 
aus der Flache des engeren (anodenseitigen) Querschnitts mit der un- 
gerichteten Stromdichte im weiteren (kathodenseitigen) Querschnitt 
kleiner ist als die Entladungsstromstarke. Obwohl damit bereits die 
grundsatzliche Bedeutung der Doppelschichten fiir die Niederdruck- 
gasentladungen erkannt war und I. LANGMUIR [2] 1929 auch eine 
allgemeine grundlegende Theorie der bipolaren Tragerstromungen 1n 
einer Doppelschicht ver6ffentlicht hatte, wurden in der Folgezeit bevor- 
zugt die Eigenschaften der homogenen positiven Sdule studiert. Erst 
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1937 hat L. Tonks [3] den Druck, mit welchem die in der Doppelschicht 
beschleunigten Ladungstrager das Neutralgas wegdraéngen berechnet 
und gezeigt, daB dadurch Stromunterbrechungen infolge Ionenver- 
armung entstehen kénnen. W. DALLENBACH und E. GERECKE [4] haben 
dann diesen Effekt im Hinblick auf die G enze der Belastbarkeit von 
Quecksilberdampf-Stromrichtern erértert und eine zusatzliche Edel- 
gasfiillung zur Vermeidung der sog. ,,Kaltetiberspannungen™ vorge- 
schlagen. 

W. O. SCHUMANN [5] bis [7] und Mitarbeiter [8] bis [12] haben spater 
in zahlreichen Arbeiten die Eigenschaften und Wirkungen der Doppel- 
schichten mit dem Ziele der Steuerung und Léschung von Niederdruck- 
gasentladungen studiert. Wertvolle Untersuchungen haben auch 
G. WEHNER [13], H. KLEINWACHTER [14], G. MANz [15] u. a. geliefert. 
Obwohl durch diese Arbeiten die Kenntnis tiber die Doppelschichten 
erheblich bereichert wurde, war doch bisher eine Vorausberechnung der 
Vorgange nicht moglich, da fiir eine der wichtigsten GréBen, namlich 
die Dicke der Doppelschicht, keine Bestimmungsgleichung bekannt war. 
Im folgenden wird eine plausible Annahme fur die Doppelschichtdicke 
getroffen, anschliefend eine exakte Bestimmung der raumlichen Trager- 
druckverteilung und eine Vorausberechnung der stromunterbrechenden 
Wirkung der Doppelschicht versucht. 


1. Die bipolare Raumladungsstromung im Hochvakuum. 


Um den AnschluB an die LANGMurrsche Theorie [2] zu gewinnen, 
sei diese kurz referiert: zwischen zwei ebenen Elektroden, welche 
sich im Hochvakuum befinden und wovon die negative (Kathode) 
Elektronen und die positive (Anode) Ionen emittiert, entsteht unter 
der Wirkung des elektrischen Feldes, welches die Elektrodenspannung U 
erzeugt, eine bipolare Raumladungsstr6mung; dabei addieren sich nicht 
nur die Stromdichten, da die Trager verschiedenen Vorzeichens auch in 
verschiedener Richtung strémen, 


pig tye N, wpe N08, 


sondern es findet auch eine teilweise Kompensation der Raum- 
ladungen statt. 


Mit der Energiegleichung 


4. U5 wut 
a =e: ee ey 
und der Potssonschen Gleichung 
a*V 
ee Nae 


Oe 
dx & 
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(€9 = Influenzkonstante = 8,86 - 10714 Amp sec/V cm) ermittelt man den 
Potentialverlauf 


Pt Ae ee 1, 


|/2e/m,. ; \2elm 


eee i Na ee 
ae 


Mit den Abkiirzungen \/2e/m_ =a_ und \/2e/m . =a, sowie den Grenz- 
bedingungen an der Kathode x =0, V=0, E =0 und an der Anode 
x=d, V.=U, E=0.erhalt man die wichtige Feststellung: 


ree 2 oder : alles fe 


und fiir den Feldstarkeverlauf 


eee 
E=4,=\ +L yt (Uv) utys, 


dx & a : 
Diese Gleichung ergibt durch graphische Integration: 
_ 0° 1,86 1/26 U! 
+ m de ~ 
Im besonderen erhalt man fiir die Elektronenstromdichte: 


3 
2 


j-=4,34:10-° @ Amp-V-! 
und fiir die Hg-Ionenstromdichte: 
3 
Fe ee 10°? Amp: V~-3, 


In Fig. 1 ist der Verlauf der Feldstarke, des Potentials und der Raum- 
ladungen dargestellt. Man erkennt, daB vor jeder Elektrode eine 
Raumladungsschicht gleichpoliger Ladungstrager lagert und demzufolge 
die Feldstarke an den Elektroden verschwindet. Als Folge der teil- 
weisen Kompensation der Raumladungen ist die Elektronenstromdichte 
um den Faktor 1,86 groBer als im Falle der unipolaren Raumladungs- 
str6mung. Das Verhaltnis von Elektronen- zu Ionenstromdichte ist 
durch das Verhaltnis der beiden Tragermassen bestimmt und betragt 


fiir Hg-Ionen: 
Ee yz = 605. 


m 


2. Der Tragerdruck. 

Die Theorie der bipolaren Raumladungsstrémung fordert, daB zwei 
ungleichnamige Raumladungen in sehr geringem Abstand gegentiber- 
liegen, und da8 die Trager beim Ubergang von der einen in die andere 

30" 
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Raumladungswolke eine entsprechende Beschleunigung erfahren. Sie 
treten demnach in das angrenzende Plasma mit einer gerichteten Ge- 
schwindigkeit ein, die praktisch gleich dem Doppelschichtgefalle ist. 
Die Elektronen werden gemaB der bekannten Verteilungsfunktion, d.h. 
im Durchschnitt nach einer ,,mittleren freien Weglange“‘ mit neutralen 
Gasatomen zusammenstoBen. Da bei jedem StoB eine entsprechende 
Ablenkung des Elektrons aus seiner Flugrichtung stattfindet, wird 
schon in geringem Abstand 
die gerichtete in eine unge- 


richtete Elektronenstr6- 


9 mung mit MAxwe.tischer 
& { ; Geschwindigkeitsverteilung 
RS : iibergegangen sein und die 
s ee gerichtete Stromung nur in- 
SSS Y folge deselektrischenLangs- 
S78 feldes unter Mitwirkung 
See nd allerim betrachteten Raum- 
Soe teil befindlichen. Elektro- 
= op nen erfolgen. 

ae Die aus der Doppel- 

gr 


schicht kommenden La- 
dungstrager ubertragen 
beim ZusammenstoB mit 
; ~ neutralen Gasatomen einen 
AO eet seat gee meat i ue MEU IST RT ainsi 
Elektroden. und weil die Trager die 

Doppelschicht in einheit- 

licher Richtung verlassen, wird der den Gasatomen mitgeteilte Im- 


puls eine Abdrangung des Neutralgases von der Doppelschicht weg 
zur Folge haben. 


Elektronen und Ionen tbertragen insgesamt die gleiche Impuls- 
menge, lediglich entgegengesetzt gerichtet. Es geniigt daher die Be- 
rechnung fiir eine Ladungstragerart durchzufithren. Die 7_/e = N_v_- 
Elektronen geben beim Aufprall ihre Bewegungsgr6Be m_v_ ab und 
erzeugen einen Druck 


A ps NOLIN Ue 


Setzt man fiir die Geschwindigkeit v_— 24 Up so erhalt man fir 
m_ 


den Tragerdruck, wie bereits von Tonks [3] ermittelt: 


ey / ‘2e 7 2m. —s 
St iar fa = = 721. VG 
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bzw. zahlenmaBig, wenn man 7_2j setzt: 


= 2 
Ap_=2,54-10-4j VO, 
Volt?, Amp 


Will man die értliche Druckverteilung ermitteln, so muB man von der 
Verteilungsfunktion der freien Weglainge / 


N_ = Nge7*i? 


ausgehen, welche man dann jedoch in der fiir den vorliegenden Fall 
zweckmaBigeren Form, namlich als Differentialgleichung anschreiben 
wird 

dN. N_ 


Gigi ula 


Der Einfachheit halber wird 4 als geschwindigkeitsunabhangig ange- 
nommen, obwohl in Wirklichkeit eine starke Abhangigkeit besteht 
(RAMSAUERSche Wirkungsquerschnitte). 

Ein Elektron gibt zwar bei einem elastischen StoB mit einem Queck- 
silberatom nur einen sehr kleinen Bruchteil (5,5 - 10°) seiner kinetischen 
Energie ab, es wird aber aus der urspriinglichen Flugbahn abgelenkt 
und von der gerichteten in die ungerichtete Stromung gezwungen. Es 
ist daher berechtigt, diesen Teilchen eine Temperatur zuzuordnen und 
sie als Elektronengas mit dem Partialdruck #_ zu behandeln. 

An dieser Stelle sei bemerkt, daB zur Vereinfachung die Energie- 
abgabe durch unelastische St6Be vernachlassigt wurde. Bei sehr kleinen 
Doppelschichtspannungen U, = 1 V ist diese Annahme zutreffend [16], 
bei starkeren Beschleunigungsspannungen gilt sie jedoch nur in grober 
Anndherung [17]. 

Mit Hilfe der idealen Gasgleichung 


jag po  Ba li 
kann man fiir den Elektronengaspartialdruck p_ schreiben 


a oe 


dx AZ 
Wenn man wie iiblich Konstanz der Partialdrucke voraussetzt, 
PoP = pes 


wobei unter p,, der Neutralgasdruck in sehr groBem Abstand von der 
betrachteten Stérungsstelle bezeichnet wird und die Druckabhangigkeit 
der freien Elektronenweglinge vom Neutralgasdruck mit 


A_-p=h_.0* boo 
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(A_., --- mittlere freie Elektronenweglinge in sehr groBem Abstand 
von der Stérungsstelle) beriicksichtigt, dann erhalt man folgende 
Differentialgleichung 


adp_ sar gel i (Poo — p-) 
dx A_0o* Poo 
oder 
CAC We Jak gli 
d (x/A 53) Poo Poo 
Diese laBt sich durch die Substitutionen 
R= ie und — =a & 


——> 
=~ 
S 


| oge __Irdgerdruck (x=0) 
999° To Nesiralgasdhuck (= =) 


ees 
S 


Tragerdruck 
Neutralgasdruck (im groBen Abstand) Poo 


0 7 2 3 y by 6 
Abstand von der Doppelschioht — x 
freie Weglange der Lodungstrager A_ 
Fig. 2. Darstellung des Druckes welchen die in der Doppelschicht beschleunigten Ladungstrager auf das 
Neutralgas ausiiben, 


leicht in die iibersichtlichere Form 


ff esa ki ese el a sf 
Va) le 
gelést werden kann: 
ag | ( No ao 
Ce SESS ae , 
1 — No 4) 


wobei 7) der relative Elektronendruck bei x0 an der Doppelschicht 
bedeutet. 


Eine Auswertung dieses Ergebnisses zeigt Fig. 2, in welcher fiir 
verschiedene Elektronendrucke an der Doppelschicht die Zuriick- 


drangung des Neutralgases gezeigt ist. Wenn eine Doppelschicht im 
Raume fest verharren soll, dann miissen die von den beiden Ladungs- 
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tragerarten ausgetibten Driicke auch gleich groB sein, andernfalls muB 
die Schicht in Richtung der Achse der elektrischen Entladung wandern. 


3. Die Dicke der Doppelschicht. 


Wie erwahnt, gilt fiir die Doppelschichtstromung die Raumladungs- 
formel: 7~U?-d-2. Die in dieser Formel enthaltene Schichtdicke d 
soll nun von der Stromdichte 7 und der Doppelschichtspannung U nicht 
abhangig sein (vgl. dazu Have [10]), dagegen mu8 ein Zusammenhang 
mit der Neutralgasdichte bestehen, wortber eine plausible Annahme 
gemacht werden soll: 


a) Obere Grenze der Schichtdicke. 

LANGMUIR hat die Theorie der Doppelschicht abgeleitet unter der 
Voraussetzung, daB sich die Ladungstrager im Hochvakuum bewegen, 
d.h. daB innerhalb der Doppelschicht keine merkliche Anzahl von 
Zusammenst6Ben mit Neutralgasatomen erfolgen diirfen. Aus dieser 
Bedingung folgt, daB die Schichtdicke klein sein muB, gegeniiber der 
freien lonenweglange. 

Assy 
Osh, = > 
b) Untere Grenze der Schichtdicke. 

Wahrend die Theorie annimmt, daB die Ladungstrager aus den 
Raumladungswolken mit Anfangsgeschwindigkeit = 0 starten, sind in 
Wirklichkeit die Verhaltnisse deshalb komplizierter, weil die Ladungs- 
trager beim Eintritt in die Doppelschicht bereits eine gewisse unge- 
ordnete Geschwindigkeit besitzen, namlich diejenige des betreffenden 
Tragergases des angrenzenden Plasmas. Da dieses Tragergas (ins- 
besondere Elektronen bei niedrigen Drucken) verhaltnismaBig hohe 
Temperaturen aufweist, ist damit angedeutet, daB die Schichtgrenzen 
diffus sein werden, wobei bei niedrigen Drucken dieser EinfluB erheblich 
groBer sein wird als bei héheren. Diese Tatsache ist vermutlich auch 
der Grund, weshalb bisher Messungen der Doppelschichtdicke prak- 
tisch nicht durchgefiihrt werden konnten, wodurch auch die weitere 
theoretische Durchdringung erschwert wurde (W. O. SCHUMANN [7], 
A. Haue [10)). 

Die vorstehenden Forderungen, insbesondere die Bedingung d<A, 
kénnen nur erfiillt werden, wenn man der Schichtdicke eine Druck- 
abhangigkeit zuordnet. (Fiir den Zahlenwert der Konstanten ergibt sich 
Ubereinstimmung mit einer Abschatzung von Haue [10]: d=1,5 mm 


pei p= 410°? Torr) 


pd = const ~ 1,5°10-* Torrcm. 
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In erster Naherung soll daher im folgenden die Schichtdicke lediglich 
von der Neutralgasdichte, dagegen nicht von den elektrischen Daten 
der Entladung abhangig sein. In Fig.3 sind einige MeBwerte von 
Fetz [8] eingetragen, und zwar diejenigen Doppelschichtdaten, bel 
welchen der unstetige Ubergang in die ,,eingeschniirte Entladung” 
erfolgt. Diese MeBwerte wurden deshalb gewahlt, weil nach Beob- 
achtungen von Fretz die Form der Doppelschicht im ,,Grenzfall der 

Labilitat‘‘ am besten definiert ist. Die 


0 
a Doppelschichten haben dort namlichan- 
: | nahernd Halbkugelform. Damit konnen 
Arig fiir die Stromdichte einigermaBen ver- 


bindliche Zahlenwerte ermittelt werden, 
welche andernfalls wegen der unbe- 


= 


10 

/ i | stimmten Doppelschichtform nur sehr 
¢ Fea NSA er grob geschatzt werden kénnen. Der- 
: ND artige MeBwerte sind jedoch kritisch 


zu betrachten, da bei gr6Beren Strom- 
dichten, wie weiter unten noch ge- 
zeigt werden wird, ein zusatzlicher 
Tragerdruckeffekt auftritt, der die Gas- 
dichte in der Doppelschicht selbst er- 
heblich zu verringern vermag. Man 
os > 4 640% 2 Torr 6 go77 Wird demnach unter Umstanden bei 
Hg-Dampfaruck p —> einzelnen Werten eine Korrektur an- 
bE eet ee zubringen haben. Bemerkenswert ist 
sattdampfes (MeBwerte von H. Ferz [8)). jedoch, daB aus den Messungen eine 
leidlich brauchbare Bestatigung unserer 
obigen Annahme folgt, so daB wir im folgenden mit der Relation 
Di 2 = ASS sAO-e Lore cn 
weiterarbeiten werden. 


Doppelschichtdicke aps —> 


4. Die Riickwirkung des Tragerdruckes auf die Doppelschichten. 
Die LANGmuiRsche Formel ist in Fig. 4 graphisch dargestellt, derart, 
daB in einem logarithmischen Koordinatensystem die Doppelschicht- 
spannung in Abhangigkeit von der Stromdichte fiir einige Doppel- 
schichtdicken aufgetragen ist. Gema8 der obigen Annahme, daB die 
Doppelschichtdicke lediglich von der Gasdichte abhangig ist, kann 
dann an Stelle der Schichtdicke auch der zugehérige Neutralgasdruck 
angegeben werden. 
Wenn man nun den von den Tragerstrémungen verursachten Druck- 
effekt nach Gleichung 
pee N08 Ua eee oe 


Volt? Amp 
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ermittelt, dann findet man, daB oberhalb einer in Fig. 4 gestrichelt 
angegebenen Geraden (,,Normstromdichte‘’) eine merkliche Gasdichte- 
verringerung auftritt (6 =p,—Af), die ihrerseits eine Beeinflussung 
der Doppelschicht bewirken mu8. Fiihrt man an Stelle des bisher ver- 
wendeten Gasdruckes p,, den durch den Tragerdruckeffekt verringerten 
Gasdruck in der Doppelschicht ein, so erhalt man fiir die die Entladung 
beschreibende Formel 


Ut 6,7 ° 1072 


Po —2,5-104 UT; 


Indem man diese Formel fiir die Drucke £,, = 107-3, 1072 und 107 Torr 
auswertet, erhalt man sehr stark ansteigende Doppelschichtspannungen, 
sobald die Normstromdichte 10? 
liberschritten wird. Die Dop- V - 
pelschichtspannung kann J |p <hrenestromdichte 
dabei nur einen gewissen i a 
Héchstwert erreichen, bei 
welchem das Neutralgas aus 
der Doppelschicht infolge 
des Tragerdruckeffektes vél- 
lig entfernt ist. Die elek- 
trische Entladung  erfahrt 
jedoch bei Erreichen dieses | Ped 
Betriebszustandes (,,Grenz- 0 0 077 709 701 102 703 
stromdichte“) eine plétzliche Stromdichte J —- —Afem* 
Stromunterbrechung, welche Fig. 4. ae aie Seat ae Ra ohne Druckeffekt 
bekanntlich in den Induk- 

tivitaten des auBeren Kreises erhebliche Uberspannungen hervorruft. 
Die Stromfiihrung kann erst dann wieder einsetzen, wenn das Neutral- 
gas in den evakuierten Spalt zuriickgestrémt ist, worauf sich der 
erwahnte ProzeB in gleicher Weise wiederholt. 

DALLENBACH und GERECKE [4| haben ein Strom-Spannungsdia- 
gramm ver6ffentlicht, das qualitativ durchaus ahnlichen Verlauf zeigt, 
wie die in Fig. 4 dargestellten Kurven. Ein quantitativer Vergleich 
zwischen dieser oder auch anderen [14], [19] Messungen und der obigen 
Gleichung ist jedoch leider nicht méglich, da nicht alle fiir eine zahlen- 
maBige Auswertung erforderlichen Versuchsdaten mit angegeben wurden. 
Da sich z.B. die vorstehenden Gleichungen auf die Stromdichte, die 
Messungen aber auf die Stromstarke der Entladung beziehen, ist ohne 
genaue Kenntnis der GréBe der Doppelschichtflache eine Nachrechnung 
nicht méglich. 

In Fig. 5 ist die ermittelte ,,Grenzstromdichte’ in Abhangigkeit 
vom Neutralgasdruck graphisch dargestellt. Zum Vergleich sind auch 


Ss 
© 


mit _<ohne 
rager-Druck- 
merck: 
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MeBwerte von W. SCHULZE [20] eingetragen, welche die glezche Druck- 
abhingigkeit besitzen und damit unsere obige Annahme von der Bezie- 
hung zwischen Doppelschichtdicke und Neutralgasdruck bestatigen. Die 
Ubereinstimmung in den Zahlenwerten fiir die Stromdichte ist jedoch 
mangels genauer Angaben iiber die Doppelschichtform (es wurde 


Doppelschichtoberflache - 49 angenommen) hiermit leider nicht be- 
Querschnitt der Blende 
weisbar. 


Messun 
_, W. Schulze 
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ot ee, a 2B eB ay 
Hg-Dompfdruck p —= Torr 


Vig. 5. Abhangigkeit der Grenzstromdichte vom Quecksilberdampfdruck. 


5. Der Gitterfall. 


Durchaus ahnliche, jedoch mannigfaltigere Verhaltnisse ergeben 
sich, wenn man mehrere Entladungsstrecken parallel schaltet, wie dies 
in allen Gittern der Fall ist. Die Form der Gitter wird allerdings, Cem 
Verwendungszweck entsprechend, sehr verschieden sein: H. Fretz [8] 
und die anderen Mitarbeiter von W. O. SCHUMANN verwenden fiir die 
Bogensteuerung diinne Maschengitter, wahrend in der Stremrichter- 
technik Loch- und Schachtgitter, vorzugsweise aus Graphit, iiblich sind. 
Auch der Durchmesser cer einzelnen Gitterlécher schwankt demgemaB 
zwischen Bruchteilen eines Millimeters und mehreren Zentimetern. 


H. Ferz hat festgestellt, daB die Entladung beim Uberschreiten 
eines durch die Gittergeometrie und die verwendete Gasart bestimmten 
Neutralgasdruckes nicht mehr durch alle Gitteréffnungen gleichmabig 
hindurchbrennt, sondern sich einschniirt, d.h. ein oder einige Gitter- 
lécher bevorzugt. In diesem Falle bildet sich in der betreffenden Gitter- 
offnung ein hell leuchtender Plasmasack, der bis zu mehreren Offnungs- 
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durchmessern in das kathodische Plasma ragt. Es bestehen dann zwei 
verschiedene Entladungsformen nebeneinander: 1. Alle Gitterdffnungen, 
bis auf diejenigen in welchen sich ein Plasmasack gebildet hat, besitzen 
eine ,normale Doppelschicht‘‘ und 2. in einer oder einigen Offnungen 
brennt die Entladung , eingeschniirt’‘ mit besonders hoher Stromdichte. 
Infolge dieser hohen Stromdichte wird, verursacht durch den Trager- 
druckeffekt, auch bevorzugt Ionenverarmung an diesen ,,Einschnii- 
rungen” auftreten. Da jedoch die Entladung sofort auf die parallelen 
Entladungswege ausweichen kann, ist damit erklart, warum auch bei 
starksten 6rtlichen Stromschwankungen keine nennenswerte Verande- 
rung des Gesamtstromes auftritt. K.H.Kincpon und E. J. Lawron(21] 
konnten mit Hilfe eines rotierenden Spiegels beobachten, daB in solchen 
Fallen eine scheinbar homogene Entladung in Wirklichkeit aus einem 
konzentrierten Stromfaden besteht, welcher sich in sehr schneller Quer- 
bewegung befindet, deren Geschwindigkeit (104... 105cm/s) mit zu- 
nehmender Stromstarke steigt und mit wachsendem Gasdruck sinkt. 

Schon DALLENBACH und GERECKE [4] haben darauf hingewiesen, 
daB die von KLEINWACHTER [14] (Abwanderung der Ionen) und Fetz [8] 
(Erhitzung des Neutralgases beim ,,eingeschniirt schwingenden Bogen‘‘) 
gegebenen Deutungen vermutlich weniger wirksame Effekte betreffen 
als es der Tragerdruck der Doppelschicht ist. Die vorstehenden Aus- 
fiihrungen unterstiitzen diese Auffassung. 
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Der Scheinwiderstand von Kristallgleichrichtern 
bei starker Gleichstromvorbelastung 
in Sperrichtung. 
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EBERHARD SPENKE. 


(Mitteilung der Dienststelle Pretzfeld der Siemens-Schuckertwerke.) 
Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 27. September 1950.) 


Wiahrend eine friihere strenge Durchfiihrung der Diffusionstheorie der Kristall- 
gleichrichter fiir Wechselbelastung auf sehr tiefe Frequenzen, namlich kleiner als 
die Relaxationsfrequenz des hochohmigen Halbleiteryandes, beschrankt war, ge- 
lingt im folgenden die Ausdehnung der Rechnungen auch auf hohe Frequenzen, 
die nur noch klein gegen die Relaxationsfrequenz des niederohmigen Halbleiter- 
imnern zu sein brauchen. Fiir Erschépfungsschichten ergibt sich in aller Strenge 
das bekannte Ersatzschaltbild aus Widerstand und Parallelkapazitat. Fir Reserve- 
schichten bestatigt sich — wenigstens bei hohen Frequenzen — die von W. SCHOTTKY 
vermutete annahernde Giiltigkeit der sog. Festschichthypothese. 


Einleitung. 

Das Verhalten von Kristallgleichrichtern gegeniiber Wechsel- 
belastung wurde schon frihzeitig von W. ScHoTTKY und W. DEUTSCH- 
MANN? experimentell untersucht. Von diesen Autoren stammt das be- 
kannte Ersatzschaltbild fiir die Randschicht: OHMscher Widerstand und 
Parallelkapazitat. Nachdem durch Motr? und ScHotrKy? die Rand- 
verarmungs- und Raumladungstheorie der Kristallgleichrichter geschaf- 
fen worden war, wurden die Scheinwiderstande derartiger Randver- 
armungsschichten unter Zugrundelegung der Diffusionstheorie, einer 
speziellen Durchfithrungsform der Randverarmungs- und Raumladungs- 
theorie, berechnet*. Obwohl damals eine Beschrankung auf die ganz 


tiefen Frequenzen unterhalb der Relaxationsfrequenz 47 *R des Halb- 
E 


leiterrandes mit der niedrigen Leitfahigkeit x, vorgenommen werden 
muBte, ergab sich im Fall der Erschépfungsschicht die fruchtbare Er- 
kenntnis, daB in einer Erschépfungsschicht die Raumladungsdichte 
praktisch allein durch die Stérstellendichte und daher unabhangig von 
der Belastung gegeben ist, woraus sich die Identitat von Kapazititslange 
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und Dicke der Erschépfungsschicht erklarte. Auf dieser Erkenntnis 
fuBend, baute W. ScHotrxy die ,,vereinfachte und erweiterte“ Form! 
der Randschichttheorie auf. In dieser Arbeit wurden auch schon Uber- 
legungen angedeutet, daB in Erschépfungsschichten das Ersatzschema 
von frequenzunabhangigem Oumschem Widerstand und frequenzunab- 
hangiger Parallelkapazitat bis zu sehr viel héheren Frequenzen gelten 
miisse. 

In neuerer Zeit hat nun Herr BARDEEN? diese Frage wieder autf- 
gegriffen. In seinen einfachen und iibersichtlichen Darlegungen werden 
als Ursache fiir eine etwaige Frequenzabhangigkeit des Randschicht- 
widerstandes und der Parallelkapazitat nur Abweichungen vom Ideal- 
fall — wie fleckenweis verteilte Inhomogenitaéten der Randschicht, 
elektronische Relaxationstragheiten und Ionenmitbewegungen — an- 
gegeben. Bei welchen Frequenzen aber auch im Idealfall Randschicht- 
widerstand und Parallelkapazitat frequenzabhangig werden, diese Frage 
bleibt unberithrt. 

Weiter beziehen sich die Ausfiihrungen von Herrn BARDEEN, ohne 
da8 dies explizit hervorgehoben wiirde, auf Randschichten mit Erschép- 
fungscharakter. Dagegen ware ja wohl auch kaum etwas einzuwenden, 
da bei keinem der heute bekannten technischen Gleichrichter bisher 
Anzeichen dafiir vorliegen, daB man es mit einer reinen Reserveschicht 
zu tun hat. 

Nun lehnt aber BARDEEN am SchluB seiner Arbeit die Giiltigkeit 
von Versuchen ab, die Leitfahigkeitsschichtung in Randschichten aus 
der Frequenzabhangigkeit des Randschicht-Scheinwiderstandes zu er- 
mitteln. Wahrend er namlich in seiner Arbeit vollig korrekt die 
Pulsation der Elektronenkonzentration und den Diffusionsstrom der Elek- 
tronen beriicksichtigt, arbeiten die von BARDEEN abgelehnten Schein- 
widerstandsanalysen mit der ,,Festschichthypothese“, d.h., es wird 
angenommen, daf die Elektronenverteilung in der Randschicht unab- 
hangig von der pulsierenden Wechselbelastung quasi eingefroren ist. 
Diese Hypothese ist zweifellos falsch und bei der frither durchgefiihrten 
strengen Kapazitatsberechnung zeigte sich auch, da sich die Werte 
der Kapazitatslange durch die Mitberiicksichtigung des Pulsierens der 
Elektronenverteilung um Faktoren § bis 1,8 andern, bei Erschopfungs- 
schichten ohne Cea iarbelatine sogar groBenordnungsmabig 
groBer werden. 

Anschauliche Uberlegungen von Scuotrky, iiber die an anderer 
Stelle berichtet werden soll, zeigen auch, daB eine Erschépfungsschicht 
sicher nicht als Festschicht behandelt werden darf. Bei Reserveschichten 
aber hat ScHotrKy angesichts der immerhin gréBenordnungsmaBig 


1 ScnHortKy, W.: Z. Physik 118, 539 (1942). 
2 BARDEEN, J.: Bell Syst. techn. J. 28, 428 (1949). 
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richtigen Ergebnisse bei der Kapazitatsberechnung versuchsweise die 
Behandlung nach der Festschichthypothese durchgefiihrt und bei Cu,O- 
Randschichten Ergebnisse erhalten, die anzudeuten schienen, da sich 
bei Cu,O-Randschichten an einen ersten Abschnitt mit Erschopfungs- 
charakter eine Zone mit Reserveverhalten anschlieSt. Um diese Schliisse 
zu untermauern, ist es erforderlich, das Scheinwiderstandsverhalten von 
Reserverandschichten ohne die Festschichthypothese, also nach der 
strengen Theorie zu untersuchen. Deshalb werden in der folgenden Ar- 
beit die Untersuchungen der ersten Kapazitatsberechnung erneut auf- 
genommen, diesmal aber bis zu erheblich hdheren Frequenzen aus- 
gedehnt. 


Fiir Frequenzen, die geniigend weit dber der Relaxationsfrequenz 
4% des Halbleiterrandes, aber noch geniigend weit water der Rela- 
é 
xationsfrequenz 40 *H des quasineutralen Halbleite inneren liegen, 
e 


ergibt sich ein relativ einfaches Resultat: 

Im Fall einer Reserveschicht mit starker Sperrbelastung wirkt sich 
der dynamische Charakter, also das Pulsieren der Elektronenverteilung 
bei hohen Frequenzen nur dadurch aus, daB die nach der Festschicht- 
hypothese aus einer Reihenschaltung von Widerstand und Kapazitat 
errechnete Kapazitatslange um einen konstanten, in diesem Gebiet 
frequenzunabhangigen Betrag vergroBert wird. 

Dieses einfache Ergebnis scheint uns zu erméglichen, die Festschicht- 
hypothese bei der Analyse von Scheinwiderstandsverlaufen zu benutzen 
und die Fehler, die durch den dynamischen Charakte der Randschicht 
entstehen, abzuschatzen. Im einzelnen wird hierauf, wie schon gesagt, 
an anderer Stelle eingegangen werden. AbschlieBend sei noch darauf 
hingewiesen, daB die Ausdehnung der Scheinwiderstandsberechnung auf 
hdhere Frequenzen bisher nur im Falle der groBen Gleichstromvor- 
belastung in Sperrichtung gelungen ist. Die auch in diesem Falle schon 
bedauerlich groBen mathematischen Schwierigkeiten konnten im Fall 
der fehlenden Gleichstromvorbelastung bisher nicht iiberwunden werden. 

Die Untersuchungen im einzelnen werden sich folgendermaBen ab- 
spieien. In Kapitel I werden eine Reihe von einleitenden Betrachtungen 
zusammengestellt. Nachdem in §1 die Raumladungsgesetze fiir Re- 
serve- und Erschépfungsschichten einander gegeniibergestellt worden 
sind, wird in § 2 eine gegeniiber den fiitheren Untersuchungen neue 
Formel fiir den differentiellen Scheinwiderstand der Randschicht ab- 
geleitet werden. Diese Formel wird in §3 auf den Fall groBer Sperr- 
belastung zugeschnitten. Das darauf folgende Kapitel II befaBt sich 
mit der in Sperrichtung hochbelasteten Reserveschicht. In § 4 wird die 
Berechnung des Festschichtintegrals, in §5 die der spezifischen Kon- 
zentrationsamplitude » und in §6 die des dynamischen Integrals 
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vorgenommen. In §7 endlich kénnen Festschicht- und dynamisches 
Integral zum differentiellen Scheinwiderstand zusammengefaBt werden. 
Kapitel III mit den §§ 8—11 enthalt die entsprechenden Uberlegungen 
fiir die Erschépfungsschicht. 


Bezeichnungen. 


D* ,,Chemisches‘‘ Symbol fiir einen neutralen Donator, 

D* ,,Chemisches‘* Symbol fiir einen positiv geladenen Donator, 

© ,,Chemisches‘‘ Symbol fiir ein UberschuBelektron, 

#px Konzentration der neutralen Donatoren, 

wp+ Konzentration der positiv geladenen Donatoren, 

Np Gesamtkonzentration aller Donatoren ohne Riicksicht auf den Ladungszustand, 
Ky Massenwirkungskonstante fiir die Reaktion DX @ D++ 0, 

Uye) Konzentration der UberschuBelektronen, 

NO, Konzentration der UberschuBelektronen im neutralen Halbleiterinnern, 
xy Leitfahigkeit des Halbleiterinnern, 

e = 4,8-10- cm? g's“! = Elementarladung, 

o Raumladungsdichte, 


f(p) = t| “© = 2 _ — Raumladungsfunktion, 
NOn é NO 


a Stromdichte, 

j= y-1 = imaginare Einheit, 

@  Kreisfrequenz, 

(2) Komplexer Scheinwiderstand der Randschicht, 

€ Dielektrizitatskonstante, 

k = 1,38: 10-19 cm? gs~2/Grad = BottzMannsche Konstante, 


ia ua (,, Voltaquivalent der absoluten Temperatur T“‘), 
e 


1 
e+ (B/Volt) *.cm = charakteristische Lange des Halbleiters, 


a 4° 1,44-1077 (nox cm?) 


%9 


Torr as = charakteristische Stromdichte des Halbleiters, 
Xo 


L= gaa2 Dimensionsloses MaB8 fiir die Elektronenkonzentration, 

NOn 
ead Dimensionsloses MaB fiir die Ortskoordinate, 

*o 

y= aa Dimensionsloses MaB fiir die Stromdichte, 
I 

P  Dimensionsloses MaB fiir die spezif sche Konzentrationsamplitude, definiert 
durch p=f_+y_Pe? |, 


q= ® _ Dimensionsloses Ma® fiir die Kreisfrequenz, 
4m Hy 
e 
'g . 
re) = a —_ Dimensionsloses MaB fiir den Scheinwiderstand der Randschicht, 
An/ HH 


q(p) = IEDR, ding Logarithmischer Konzentrationsgradient, 
pb dé dé 
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C =0,5772 EvuLer-MascHEronische Konstante, 


uUu=CoO 
Ci (x) = — [ ESSE Ga Integralkosinus, 
U 
U=X 
U=O00 uU=X*X 
i sin u ; 
SHC) ae a [- “du Integralsinus, 
2 u 8 uU 
U=x u=0 
: cos ¥ — w sin ¥ 
C (*#) = Ci (¥) + — —— 
A 42 
Siehe (6.08). 
z sin ¥ + # cos # 
(4) = Si) # 
ils 2 


I. Zusammenstellung einiger allgemeinerer Aussagen der Diffusions- 
theorie fiir die Scheinwiderstandsberechnung. 

§1. Die Raumladungsgesetze fiir Reserve- und Erschépfungsrandschichten. 

In einem Uberschufhalbleiter! kénnen die Donatoren D nach der 
Reaktionsgleichung 

ID weed) A, 

in einen positiv geladenen Donatorrest D* und ein freies Leitungs- 
elektron © dissoziieren. Demgema8 gilt ein Massenwirkungsgesetz 


Kpnpx = np+* ne. 


Im Reservefall ist nur ein kleiner Bruchteil der Donatoren dissoziiert. 
Infolgedessen ist in groBer Annaherung 


Npx = Np = Gesamtzahl der Donatoren. 
und wir haben 


@ 


NW p+ 
D 
no 


Im Erschépfungsfall sind dagegen fast alle Donatoren dissoziiert: 
Np+ ew const = Np. 


Die Raumladungsdichte 9 in einer Randschicht wird nun durch die 
Differenz der Konzentrationen der geladenen Donatoren D* und der 
freien Elektronen © geliefert: 


0 =e (mMp+— No) 


und deshalb ergibt sich im Reserve- bzw. im Erschépfungsfall 


const 
@=¢(|———Ne) bzw. o =e(const—ne). 
gS) 
' Die Ergebnisse gelten bekanntlich in gleicher Weise fiir Defekthalbleiter, 
nur da Sperr- und DurchlaBrichtung gegeniiber dem UberschuBhalbleiter ver- 
tauscht sind. 
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Bezeichnen wir den Wert der Elektronenkonzentration Mo im quasi- 
neutralen Halbleiterinneren, wo also 0 =0 wird, mit 7—_, so haben wir 
oH 


n> 
pie | — —Ne bzw. 9 =e(no,—Ne). 
In der fritheren Arbeit iiber die Randschichtkapazititen (s. S. 586, FuB- 
note 4), die im folgenden als ,,Kapazitatsberechnung“ zitiert werden 
wird, wurde nun die prozentuale Konzentration 1o/n5_. =, die also im 
Halbleiterinneren gleich 1 wird, eingefiihrt: ss 


@) —— 6 NO is =e) bzw. 0 ——e NO (4 —) 5 


Weiter wurde dort die Raumladungsfunktion — - == f(p) verwendet. 
Wir sehen also, daB ue 


1 
—#p bei Reserve 


s- | 


i (Pp) | (1.01) 


1—p bei Erschopfung 

wird. Die in der friiheren Arbeit verwendete Raumladungsfunktion war 
erheblich komplizierter. Sie bezog sich im allgemeinen Fall auf eine 
Randschicht, bei der in den stark elektronenverarmten Gebieten 
Storstellenerschépfung, dann anschleBend zum Halbleiterinneren zu 
Reserve herrscht. Hier ziehen wir es der Einfachheit halber vor, ent- 
weder Reserve oder Erschépfung in der ganzen Schicht einschlieBlich 
des Halbleiterinneren anzunehmen. 


§ 2. Eine neue Formel fiir den differentiellen Scheinwiderstand 
der Randschicht. 


In der ,,Kapazitatsberechnung“ war ein gewisser AbschluB mit der 
Gl. (3.07) fiir die Berechnung des differentiellen Scheinwiderstandes der 


Randschicht erreicht: 
ag (Kap. 


1— 1 pip; n)+a(h) Pion) — P-a(b)- Pim) Ber. 
p = : 1 = _ 4p 3.07) 
a pP+in 1+inlp-a(p)” 7" 


In der ,,Kapazitatsberechnung wurde nun bereits die Beschrankung 
auf tiefe Frequenzen vorgenommen, und zwar sind die damaligen Aus- 
fiihrungen insofern zu korrigieren, als bereits an dieser Stelle die For- 


derung ae 
7] R 
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und nicht nur 7 <1 gestellt werden muBte, wenn die weiteren Ausfiih- 
rungen der damaligen ,,Kapazitatsberechnung”™ gelten sollten. 

Wir wollen jetzt auf die Beschrankung auf tiefe Frequenzen verzich- 
ten, wir formen vielmehr die fragliche Gleichung durch Aufteilung in 
mehrere Integrale um: 


=] p=1 
be aie et ee eee 
XH = {Gr oe p) ” | P2(p +i) 9(P) + 
Feige 
= (2.01) 
dp p’ 
dp. 
r aes p pin p 
P=PR =PR | 


Das vierte Integral auf der rechten Seite kann durch partielle Integra- 
tion umgeformt werden: 


ul 1 1 


Pp’ Pp jt 1 ee 

ee [ a ah 0 © | 2 ape 
Sepa sg P eae oat 4 Facial i; lov cae 
PR PR PR 


wobei schon die Grenzbedingungen (Kap. ber. 3.10) fiir P an den 
Grenzen =p und p=1 beriicksichtigt worden sind. (2.02) in (2.01) 
verwendet und mit dem dritten Integral der rechten Seite von (2.01) 
zusammengefaBt ergibt schlieBlich mit noch einer kleinen Umformung 
im ersten Integral der rechten Seite von (2.01) 


p=1 


se ae wes ap 
(b+7n)(1 +70) b: 4a (P) 


: (2.03) 
ws: up ae mf | 
ON ecimaeeians q i aeeee pobe | 


P=PR 


Dies wird die Ausgangsformel fiir die folgenden Untersuchungen sein. 
Sie ermoéglicht im Prinzip die Berechnung des differentiellen Schein- 
widerstandes r fiir beliebige Frequenzen 7, sobald die spezifische 
Konzentrationsamplitude P als Funktion der Gleichkonzentration p und 
der Frequenz 7 bekannt ist. 


§ 3. Der differentielle Scheinwiderstand der Randschicht im Fall starker 
Gleichstromvorbelastung in Sperrichtung. 

Wir gehen jetzt zum speziellen Fall der starken Gleichstromvor- 
belastung in Sperrichtung tiber. Unter dieser Voraussetzung wurde in 
der ,, Kapazitatsberechnung“ eine ziemlich allgemeine, aber deshalb auch 
komplizierte Gleichung (Kap.ber. 4.04) fiir die spezifische Konzen- 
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trationsamplitude abgeleitet: 


¢ "1 din f(p) 
| a 
Jee : 


P(p;) = - pf (p) ee el bp dp x 
pane | “op (Kap. 
ie _ fl dinf(p ber. 
1 1 1 sh hes dp 
es fe I 2 Se Seep. dp Oz 
x | Se a dp. | 4.04) 
rbp ad | 


Aus ihr geht hervor, daB in dem betrachteten speziellen Fall der starken 
Gleichstromvorbelastung in Sperrichtung die spezifische Konzentra- 
tionsamplitude P (f; 7) umgekehrt proportional der Stromdichte y wird. 
Weitere Glieder mit y~?, y~? sind im Sinne dieser Naherung groBer 
|y|-Werte unterdriickt. 


Entsprechend ist jetzt zu priifen, ob in diesem Grenzfall alle drei 
Terme der Gl. (2.03) beizubehalten sind. Wir machen dazu noch von 
(Kap.ber. 4.01) Gebrauch und erhalten aus (2.03) 


p=l ) 
rl) = |y [ Resize oa 
| J (ptin\i+in) PP E 
P=PR 

Pp p=l (3.01) 

i ln | [7 ia = dp == Hayate 1 | : me | 

ci / Pip+in pte 6!" ty]. eae e: 
P=pPR P=pR | 


Wir sehen also, daB tatsachlich der dritte Term zwei Potenzen der als 
groB angenommenen Sperrstromdichte |y| weniger hat und daher im 
Grenzfall starker Sperrvorbelastung zu vernachlassigen ist: 


p=1 
Le ie fe <= dp 
= ri?) — aE ST 
y| (p+in)(1+in) p?f(p) 
P=PR 
pe ‘ (3.02) 
Ae ap 
a es im nam - 
ieee eres pie) — Jeet + Joy 
P=PR 


Der differentielle Scheinwiderstand wird also bei groBer Sperrbelastung 
nach der Diffusionstheorie proportional der Sperrstromdichte y gréBer 
und setzt sich dann nur noch aus zwei Anteilen zusammen, von denen 
der erste durch das Fehlen der spezifischen Konzentrationsamplitude P 
als Festschichtanteil gekennzeichnet ist: 


il 


1 ~ 1—p dp 3.03 
Fest = 1+7n pin pf (Pp) i G 3) 
PR 


39° 
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Der zweite Anteil 5 
pee dp 
yynam — OT a eae .04 
Poyn: eee ee G.04) 
es 


stellt den Anteil dar, um den der differentielle Scheinwiderstand infolge 
des dynamischen Charakters der Randschicht und damit infolge des 
Auftretens einer spezifischen Konzentrationsamplitude P geandert wird. 


II. Der Fall der Reserveschicht. 


Wie in §1 (1.01) auseinandergesetzt wurde, gilt hier 
1 
Hess. 


Mit diesem Ausdruck miissen nun das Festschichtintegral (3.03) und 
das dynamische Integral (3.04) ausgewertet und dann gemaB (3.02) zu 
x) zusammengefaBt werden. Wiahrend das erstere sogleich im folgenden 
§ 4 vorgenommen werden kann, kann naturgemaB das dynamische 
Integral (3.04) in § 6 erst berechnet werden, nachdem in § 5 die spezi- 
fische Konzentrationsamplitude (Kap.ber. 4.04) mit f(f) = Pie p aus- 
gewertet wurde. P 

Wir werden uns nun, wie schon in der ,, Quantitativen Auswertung“ + 
und der ,,Kapazitaétsberechnung“, auf den Fall starker Randverarmung, 
also sehr kleiner Randkonzentration 


Pr<1 


beschranken. Weiter werden wir auf die ganz hohen Frequenzwerte 
7 =1 verzichten. Dann wird sich namlich zeigen, daB sowohl J;,., wie 


die Summe je Jp = a vr) die Randverarmung fp und die Fre- 
quenz 77 nicht mehr getrennt, sondern nur noch in der Kombination 7/p, 
enthalten, nachdem allerdings ein Faktor 1/f, abgespalten worden ist. 
Die Summe p (Jfest + JDynam) = Ee rv) und der Festschichtanteil 
Pr Jveste Werden also universelle ineonen von 7/pp. Auf die physi- 


kalische Bedeutung dieser Tatsache kommen wir am SchluB dieses 
Kapitels II noch einmal zu sprechen. 


§ 4. Berechnung des Festschichtintegrals (3.03). 
Der Ausdruck 1 
ene Lett ay ola 9 
Jest Fagen ical) 6-03) 
R 


* So wird abgekiirzt die Arbeit W. ScHotrKy und E. SpENKE, Wiss. Verdéff. 
Siemens-Werke 18, 225 (1939) zitiert. 
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nimmt mit 


ned. SU? Ale - 
| i) =4—b=2(1—-P) =F (1+) (1-9) 
die Form 
1 
1 ; 1 
est — : - ; 1 4. 
Tres 1+47 | (@+in Pate “? ey 
PR 
an. Nach einiger Zwischenrechnung ergibt sich 
avn! 1 te 1+-7 7 peed “ my. Dy Preet 
ne = ae aaa In ee jin ee + 77I1n eae (4.02) 
"PR 


, : 1 
11 Jrest = —] yn In -In = 
pert af t Jay Pr 7 


folgt. Fiir die numerische Auswertung trennen wir in Real- und Imagi- 
narteil auf und nehmen noch einige weitere Vereinfachungen vor, so 
daB wir schlieBlich 


ie Tals =| o\ arc tg p= 1 ; In (1 +( 1 ))| (4.04) 


PR Pr 


haben. Wir vermerken schlieBlich noch die Grenzwerte fiir tiefe und 
hohe Frequenzen: 


wh Mie 4, (4.05) 


Pr J Fest =1— ] 2 pe PR 


Sahat 5 35 Tees 
Pr Jest = aa F— 7 1n i] fiir > 1. (4.06) 


&§ 5. Berechnung der spezifischen Konzentrationsamplitude P(p; ). 


In der ,,Kapazitaétsberechnung” war fiir die spezifische Konzentra- 
tionsamplitude fiir den Fall hoher Belastung in Sperrichtung die Glei- 
chung (Kap.ber. 4.04) abgeleitet worden: 


"1 dinf(p) 
: — 1 nN, inf d ee 
Pirm= teva rsgye lee. Lay 
a 1 1 ~in {iP ap Der. 
ee os 8 ee nei AE ot 4.04) 
ws IE: (6) eS e 
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Diese Gleichung mu8 nun im Fall der Reserveschicht 


WO ae (1.01) 
p 
ausgewertet werden. Es ergibt sich mit einigen Zwischenrechnungen 
1 dlnf(p) { 1—>p 
Lee So ee 


und deshalb 


; 1 dlnf(p) ; <a 
? - — ap — +4amn + 
ands dp Se _ ies 2s 

TSP 


womit wir aus (Kap.ber. 4.04) den Ausdruck 
. 1—p\in_ +i- 
Ie eee) =| rae oak) Ge 5] e bx 


p — i (5.04) 
IE ad oes 
e | 1— p? ery % e 


gewinnen. Wir versuchen nun nicht, diesen Ausdruck weiter zu ent- 
wirren, sondern gehen sofort mit ihm im nachsten § 6 zur Berechnung 
VON jpyacn UDEr. 


§ 6. Berechnung des dynamischen Anteils Jyynam des differentrellen 
Scheinwiderstandes. 


Wir hatten in §3 als Gl. (3.04) gefunden 


p=1 
26 1 
cae : | Pp+in) Pre)” poy 
= [Pia 


Mit (5.01) und (4.01) wird daraus nach einiger Zwischenrechnung 


r=p 


p=1 n y 
. 5 5. Eyl 
1—p\u_ - Y 1 WN i dp 
: = ee Ewe sas oe a Oa: 
Jomom= J 5) iReracemieece 
P=pPR T=Pp 


Es empfiehlt sich nun, 1/f =u und 1/7 =v als neue Integrationsvariable 
einzuftihren. Nach einiger Zwischenrechnung ergibt sich 


u=1/pp v=1/pR 
u—i1\in_ ,. v 1 Cia. 4 N97 ce 
: = poses erin eS = —jnv j 
enact i (=) a) fay a+jnv? (4) S dvau. (6.01) 
w=1 v=u 


4 1 
Bei den Bemithungen, die neben ; Jrest Wesentlichen Beitrage dieses 


dynamischen Integrals zu ermitteln, muB man sich vor Augen halten, 
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daB 1/pp so groBe Werte wie 10*8, 10*4 oder noch grOBer hat. Wahrend 
des allergr6Bten Teils des Integrationsintervalles von u—1 bis «—1000 
oder 10000 oder noch gréBer gelten also folgende Annaherungen: 


u—i1 
ut1 3 
und also auch 
(u—1\In fyu—1)\-i7 
aa, ] w1 und (= wi (6.02) 
und weiter 
v 1 
Die Dr hf k ey u— 1 \I"n fy —1\—-In . . 
, Drehfaktoren (= ae und ( e | beginnen also erst sich 


wesentlich zu drehen, wenn man sich mit den Integrationsvariablen u 
oder v von groBen Werten kommend der unteren Grenze1 des Inte- 
grationsintervalles nahert. Dann allerdings fiihren sie schlieBlich oo viele 


Drehungen aus, denn der Drehwinkel gy = 7 In sees wird fiir u—1 
gleich — oo. ng 

Freilich ist bei einer so weitgehenden Annaherung wie u =1,01 der 
Drehwinkelg immer noch erst 


was wegen der Voraussetzung 7<1 (hdchstens ~ 0,1), die wir durch- 
wegs machen wollen, 
Pp an — ORs: LY = 30" 


bedeutet. Man konnte also geneigt sein, ohne weiteres diese Drehfak- 

toren & = i und c = ee durchwegs im ganzen Integrationsintervall 
u+1 \u + 1 

14<u <1/pp gleich 1 zu setzen. 


Hiervor warnen aber zwei Griinde. Einmal wird ja der Faktor —, 
Vv — 


im Integranden fiir v->«—>1 unendlich groB. Weiter aber wird in den 
groBen Strecken des Integrationsintetvalls von “= 2 beispielsweise bis 
u =10000 beispielsweise der Integrand in seinem Beitrage zum gesamten 
Integralwert dadurch geschwacht, daB hier die Drehfaktoren e+ 1" bzw. 
ei" wirken und deshalb (beispielsweise zum /ealteil des Integrals) 
dauernd abwechselnd positive und negative Beitrage geleistet werden. 


Wesentlich kann dieser Effekt aber auch erst werden, wenn der Dreh- 
winkel y=1u bzw. 7v dieser Drehfaktoren am Ende des Intervalles, 


ut 

1 | dase J i e! = ee ist ein Vektor in der komplexen Ebene. Seine Lange 
Oat ; u—1 

ist gleich 1 und sein Winkel gegen die positive reelle Achse ist 7: In (<— ; i 
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also bei « = 1/pp ein oder mebreren Umdrehungen entspricht, wenn also 


n° rm >41, also Pp (6.04) 
ist. Obwohl wir uns auf Frequenzen 7<1 beschranken wollen, wollen 
wir aber gerade die Beschrankung n</fp oder n/Pp<1 der fritheren 
Arbeit tiberwinden und miissen daher durchaus mit der Méglichkeit 
(6.04) rechnen. Wir werden spater auch sehen, da tatsachlich ftir 
n|Pp > 1 der Wert des dynamischen Integrals von der oberen Grenze 1/pp 
unabhingig wird, weil die Beitrige der Integrationsgebiete mit den 
hohen u-Werten durch die Drehfaktoren e/”" und e~/”° wertlos gemacht 
werden. 

Hinzu kommt, da8 im Fall ,,hoher“ Frequenzen 7 > pp der Faktor 
je heal ~ + wird und der Integrand dann im oberen und 
(i ¢n0)? Pv? 
groBten Teil des Integrationsgebietes nicht mehr wie vt, sondern wie 
v-* abnimmt. Physikalisch ist das Ganze gesehen die Wirkung der 
kapazitiven Uberbriickung der hochohmigen Randschichten bei hohen 
Frequenzen. 

Die beiden erwahnten Bedenken waren nun die Veranlassung fiir eine 
genaue Priifung der Zulassigkeit der Vereinfachungen (6.02) und (6.03). 
Mathematisch gesehen ist dies sogar der Kernpunkt der vorliegenden 
Arbeit. Eine auch nur andeutungsweise Wiedergabe der diesbeziiglichen 
recht miihseligen Untersuchungen ist aber keinesfalls méglich. Wir 
miissen uns vielmehr mit der Wiedergabe des Resultates begniigen: die 
erwahnten Vereinfachungen sind zuldssig, solange die bezogene Fre- 
quenz 7 <1 (also héchstens ~ 0,1) bleibt. Mit dieser Einschrinkung 
diirfen wir also (6.01) zu 


u=1/pp v=1/Pp 
‘ 4 1 1 ; 
- — +74 uU Stig. BOE Se —jnv j 
Uidyeare | € if > (aa e-n’dyudu (6.05) 
u=1 v=u 


vereinfachen. Eine partielle Integration liefert unter Beriicksichtigung 
von 47 <1 


v=1/PR u=1/pp 

. ore. 1 wigs 1 

ie Bisalzian) —= Varn ma eG ne Nal 

et Joy | DG ed Toy _ CA u (4+ 7 u)? at (6.06) 
v= ce 


Das zweite Integral ist elementar, das erste kann mit Hilfe des Integral- 
sinus und des Integralcosinus ausgewertet werden. Es ergibt sich schlie8- 
lich 


| |~(6(_) 6) +7(S (EJS ea) | 
J7) Vinee or | te th - m ln tag y L 1 yal a | (6.07) 
17 


R 
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wobei fiir die Funktionen C(x) und S(x) folgende Definitionen und 
Grenzwerte gelten: 


ey 11 
cos *— x sin x |+ C + In «% 4 4 we ath race 1} 
Bis) == (a) eS 
pa sin * _ COS # = 
oe pcre nbne BESS GE, 
49 ae 
ae +e fir x*<1 
tah S4(x) 4 SP eT * oes * | eae = 
> s . es a | a A COS # sin ¥ a ' 
alr aie io he ss 
: : J 2 x8 xt 
Hierbei sind = 
* cos u 
Ci (x) = — | Lu 
und i 
foe) x 
wah It * sin u * sin u 
Su(x) = = | —dy = | du 
2 = u 2 u 
m 0 


der Integralcosinus bzw. -sinus!. 


§ 7. Berechnung des differentiellen Scheinwiderstandes 
durch Zusammenfassung von Jpec, UNA Toynam- 
In §3 hatten wir ce rae 


; rl) = = Jeet 1B (3.02) 


‘ 


und hatten weiter in § 4 in Gl. (4.03) 


in Teese =—in in, —In +47 In 2 (4.03) 


PR Lee 
und in §6 in Gl. (6.07) 


(c(4)—Cm)+1(SGL)—S@) 
Ll Syren wer seat Nc uta zt 1 x oo (6.07) 
R Ree eG J 11 


ermittelt. Mit Beriicksichtigung von 7 <1, wobei von (6.08) Gebrauch 
gemacht werden mu8, kommt schlieBlich nach langerer Zwischenrech- 


nung 


Sit del eg Mi a Ghee el | 


—j/+C+mn es ar pees torso 


+ C =0,5772 = EuLer-MascHEronische Konstante. 
1 Siehe z. B. JAHNKE-EMDE: Funktionentafeln, 1. Aufl., 5.19. 1909 u. 1928. 
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Bei Berechnung der Grenzwerte fiir tiefe und hohe Frequenzen muB 
wiederum von (6.08) Gebrauch gemacht werden. Es ergibt sich 


ee ae “fl ' <4 tiefe Frequenzen | 
PR =, oe - (7.02) 
Iv! dl y"|+ Oe i | _’_ -334 hohe Frequenzen. | 

le 1 2 Ne a ee a q 


Es zeigt sich also, daB bei starker Sperrbelastung sowohl der gesamte 
Scheinwiderstand (7.01) wie auch sein Festschichtanteil (4.04) nach 
Multiplikation mit der Randkonzentration py und Division mit der 
Stromdichte |y| eine universelle Funktion von 7/p,z werden’. 


Zur Erlauterung sei daran erinnert, daB der Frequenzparameter 7 
durch 


definiert wurde. Die Kreisfrequenz wm der Wechselbelastung wird also 


; : : 40% 
bei Verwendung von » auf die Relaxationsfrequenz —“" des Halb- 
. . E 
leiterznneren bezogen. 


Mit pp = p/%, ergibt sich 


1) —_ (a3) 
PR we 4m HR ‘ 
€ 


Bei Verwendung von 7//pz wird also die Kreisfrequenz wm der Wechsel- 


belastung auf die Relaxationsfrequenz *7*R des Halbleiterrandes be- 
€ 
zogen. 


In der ,,Kapazitatsberechnung’’ muBten wir uns auf Frequenzen 
beschranken, die klein gegen diese Relaxationsfrequenz t7*R® des Halb- 
€ 


leiterrandes waren. Jetzt ist es fiir die Reserveschicht gelungen, die 
Giiltigkeit der Rechnungen erheblich auszudehnen, die nur noch der 


Beschrankung auf 7)< 1, also auf Frequenzen w kleiner als: die Relaxa- 


4 


: TCH : : ° b 
tionsfrequenz “—"" des quasineutralen Halbleiterinneren unterliegen. 
é€ 


Entsprechend darf in Fig.1 die Scheinwiderstandskurve bis zu 
7/Pr > 1 ausgewertet werden. Zum Vergleich ist der Festschichtanteil 
allein auch eingetragen worden. Man sieht, daB bei tiefen Frequenzen 
der Festschichtanteil durch das Hinzutreten des dynamischen Anteils 
entscheidend modifiziert wird. Bei hohen Frequenzen bringt das Hin- 
zutreten des dynamischen Anteils nur noch eine VergréBerung des 


' Das gilt jedenfalls, solange 7 < 1 bleibt. 
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Imaginarwertes mit sich. Vergleich der Grenzwerte (4.06) und (7.02) 
fir hohe Frequenzen zeigt, daB hier der dynamische Anteil nur ein Glied 


C J 4AmxR C 
" iPr Oo  € 


Ta er —=30) 70 
hinzufiigt. Stellt man also den Scheinwiderstand der Reserverandschicht 


durch eine Rethenschaltung R — — von Widerstand R und Kapazitat C 


dar, so geht aus dem Gesagten hervor, daB8 der dynamische Anteil des 
Scheinwiderstandes eine Pe 


. PR @) 
VergréBerung der vom ae tae 
0 g2 Q¥ a6 ge 40 42 4% 16 18 20 


Festschichtanteil gelie- = ar | 
ferten reziproken Kapa- > gatNt Mee Ub ero ae 
zitat bewirkt und zwar + ‘ Co SS eae 
. cS 13 \ Ses) n2 
um eimen konstanten =~ \i7 TT OK i Sass 
: : E \ > 17/93 
Betrag. Da die rezi- & [eal aa EES iss 
- eek 06 j | Ty Ni N ii O4 
proke Kapazitat am be- | { en x 
: . | \ N 
sten durch die Kapazi- Bi = Sas 
rape j 
ae i : a 
tatslange reprasentiert 10 | gerne Sale 
wird und den Ort an- Fig. 1. Scheinwiderstandsdiagramm einer Reserveschicht mit 


starker Sperrstromvorbelastung. GroBe Kurve: Gesamter Schein- 


gibt, an dem der am widerstand; kleine Kurve: Festschichtanteil allein. 


Halbleiterrande _ iiber- 

wiegende Verschiebungsstrom in den im Halbleiterinneren iiberwie- 
genden Leitungsstrom iibergeht, kann der geschilderte Tatbestand 
auch kurz so formuliert werden: 

Bei Frequenzen w, die erheblich tiber der Relaxationsfrequenz des 
Halbleiterrandes, aber noch erheblich unter der Relaxations‘requenz 
des Halbleiterinneren liegen, wird die StoBstelle zwischen Verschiebungs- 
und Leitungsstrom in einer realen Reserveschicht durch die Konzentra- 
tionspulsationen um ein frequenzunabhangiges Sttick weiter nach dem 
Halbleiterinneren zu verschoben, verglichen mit der Lage dieser StoB- 
stelle in einer fiktiven Festschicht. 


III. Der Fall der Erschépfungsschicht. 


Wie in § 1 (1.01) auseinandergesetzt wurde, gilt hier 
LAP ie Nae 2 


Mit diesem Ausdruck mu8 nun wieder das Festschichtintegral (3.03) 
ausgewertet werden (§ 8). Es folgt in § 9 die Ermittlung der spezifischen 
Konzentrationsamplitude P(p; 7) [Kap.ber. 4.04] in der Erschépfungs- 
schicht, also mit /(p) =1— ~. Darauf kann in § 10 auch das dynamische 
Integral gemaB (3.04) ausgewertet werden. Die Zusammenfassung 


beider Integrale zu r‘ folgt in § 11. 
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§ 8. Berechnung des Festschichtintegrals (3.03). 


Der Ausdruck 1 
1 1p ap (3.03) 


Trest = 1tinJd p+in PHP) 
PR 


nimmt mit 
i(p) =1—4 
die Form 1 
4 ; dp 3 
Syl apie Sly gE od, 8.04 
Frost 1 Find (pb +17) P \ 
R 


an. Es ergibt sich 


(ote: ae ee ak SA erties 
(1+ 97) Jrest = 53 (in (4+) rei —j | (n+ 3.y)—7 7]. 18.02) 


Beschranken wir uns wieder auf Frequenzen 


1 4 
so wird einfach Het 


1 : ee 
Joa =f [n(t i Ii] 609 
44 ee ne ry 
Fa [308+ —i(e—aete f) 


BH ehh (1 - (7) a ( Ree ON tg ||; (8.04) 


2 een = 
Pr Teest PR Dye 


| 
Cea 
~\3 


§ 9. Berechnung der spezifischen Konzentrationsamplitude P (p; Tye 


Die Gleichung (Kap.ber. 4.04) 
1 7) 77 we din {(p) dp 
Pipin) = 7 PTO) (1 +7 Ze Jp ap , 


muB jetzt mit /(f)=1—p ausgewertet werden. 
Es ergibt sich mit einigen Zwischenrechnungen 


eee): 


= Lise? 
I re mg (9.01) 


und deshalb 


_ 1 ding (p) 
rfp pen (ny 


p 
womit wir aus (Kap.ber. 4.04) den Ausdruck 
p 
PP =at—A) 6 tin (GAP f — 


P=PR 
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gewinnen. Wie bei Behandlung der Reserveschicht gehen wir sofort 
zur Berechnung des dynamischen Integrals nach (3.04) iiber. 


§ 10. Berechnung des dynamischen Anteils enee 
des differentiellen Scheinwiderstandes. 


Wir hatten in §3 die Gl. (3.04) gefunden 


p=1 
Be, fe ee? dp ; 
Poeun | Pp = j 1) bp: f(p) 5 (3.04) 
P=PR 
Mit (9.02) und /(p) = 1— wird daraus nach einiger Zwischenrechnung 
pai by : 
Ca a | pee 
ynam a 3 : xs —ap-: ap. 10.01 
° fi pat J (p+in?(4—py rin clase: ) 
Da > — 
aw Tf) eens O Pigeon) 
an ean CE ie ae 
ist, laBt sich jetzt eine partielle Integration durchfiihren. Man erhalt 
p=1 
1 : dp 
Dynam — yr Fa ra aS Ce 10.02 
Jo iin | p(p + in) Mea! 
P=pPR 


Die Ausfiihrung der elementaren Integration liefert 


(4 ae 1 1) Tiyaent = = (In (1 - 7 1) In (4 ] es ) aii | 


(10.03) 
sae | 1+4n nee | 


§ 11. Berechnung des differentiellen Scheinwiderstandes 
durch Zusammenfassung von Jpes, UNA Tpynam- 
Wenn wir jetzt gemaB (3.02) Jr, UNd Jpynam Zum differentiellen 
Scheinwiderstand r) zusammenfassen, so ergibt sich unter Verwendung 
der Ausdriicke (8.02) und (10.03) 


oe r() = (4 +77) JT rest ae (4 + 1%) sh oeaen =e ae: ) ay 1 - in - (11.01) 
Hier kann wegen pp <1 der zweite Term auf der rechten Seite weg- 
gelassen werden. Denn er ist um die Faktoren pr bzw. pe: 7 bzw. pr 
kleiner als der erste, je nachdem ob tiefe Frequenzen (71 < pp), hohe 
Frequenzen (1 > 1 >> px) oder ganz hohe Frequenzen vorliegen (4 > 1). 
Verzichten wir wieder auf das Gebiet der ganz hohen Frequenzen, 
machen wir also die Voraussetzung 


nH<1, 
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so erhalten wir schlieBlich einfach 


ERNE pape ste Ca A102) 
ly| Pr(Pr+ 7%) PR eege 

PR 

Man sieht, da8 im Erschépfungsfall der differentielle Scheinwiderstand 
nach Multiplikation mit p%/|y| zu einer universellen Funktion von 7/pp 
wird, im Gegensatz zum Reservefall, in dem schon die Multiplikation 
mit pp/|y| geniigte. Wir 
stellen also endgiiltig fest 


Re Pk ~O_. 
0 Of 02 08 0% 05 G6 G7 08 0940 


ae (11.03 
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ad PR 


und tragen in Fig.2 die- 
sen bezogenen Schein- 


p2 
|| 


2 
R 


widerstand r™ der 


J) 
os =1 Erschépfungsschicht so- 
Fig. 2. Scheinwiderstandsdiagramm einer Erschépfungsschicht wie den Festschichtan- 
mit starker Sperrstromvorbelastung. GroBe Kurve: Gesamter teil nach (8.04) auf. 


Scheinwiderstand; kleine Kurve: Festschichtanteil allein. 

(11.03) ergibt natiirlich 
das bekannte Halbkreisdiagramm der Parallelschaltung von OHMschem 
Widerstand und Kapazitat. Seine Giltigkeit ist nach den vorstehenden 
Ausfiihrungen nur noch durch die Relaxationsfrequenz 7 =1 des Halb- 
leiterinneren begrenzt!. Die Relaxationsfrequenz des Halbleiterrandes 
ist n= pp. Sie fallt nach (41.03) und Fig. 2 mit der Scheitelfrequenz 
des Scheinwiderstandverlaufs zusammen. Dieses Ergebnis der Diffu- 
sionstheorie gilt im Fall groBer Belastungen in Sperrichtung und wurde 
schon frither® abgeleitet. Damals wurde auch bereits darauf hingewiesen, 
da8 eine experimentelle Auswertung wegen des quantitativen Ver- 
sagens der Diffusionstheorie im Sperrgebiet schwierig sein diirfte. 


Pretzfeld (Oberfranken), Siemens-Schuckert. 


1 Da8 im Erschépfungsfall das Parallelschaltungsschema bis zu sehr hohen 
Frequenzen giiltig ist, hat W.ScHotrKy schon in seiner vereinfachten Theorie 
[Z. Physik 118, 39 (1942)] gezeigt. 

2 SPENKE, E.: Z. Naturforschg. 4a, 37 (1949). 
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Die Dielektrizitaitskonstante des Bariumtitanats. 
Von 
M. KorNetzxk1, Heidenheim. 
(Mitteilung aus dem Zentrallaboratorium der Siemens & Halske AG.) 
Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 27. September 1950.) 


Eine bekannte Formel zur Berechnung der Permeabilitat ferromagnetischer Stoffe 
auf Grund Biocuscher Wandverschiebungen wird versuchsweise benutzt, um die 
Dielektrizitatskonstante ¢, von polykristallinem Bariumtitanat bei Zimmer- 
temperatur abzuschatzen. MaBgebende GréBen fiir «, sind danach die Sattigungs- 
polarisation, der Elastizitatsmodul und die Sattigungseiektrostriktion. Benutzt 
man fiir die Sattigungspolarisation den an Einkristallen ermittelten Wert 1,5 + 1075 
Coul/em?, fiir die Elektrostriktion den aus dem tetragonalen Achsenverhaltnis 
c/a=1,01 berechenbaren Wert, so ergibt sich ¢,~ 160 €, also ein wesentlich ge- 
ringerer Wert als die gemessene Dielektrizitatskonstante von etwa 1000 bis 2000¢,. 
Um die unerwartete Diskrepanz zu klaren, wurde die Elektrostriktion an poly- 
kristallinem Bariumtitanat gemessen. Statt des Erwartungswertes von }- 107? 
ergab sich nur eine Elektrostriktion von héchstens 1,1 - 1073, bei einer Feldstarke 
von 8 bis 10 kV/cm. Setzt man diesen Wert in die Formel ein und verwendet 
gleichzeitig die an polykristallinem Bariumtitanat gemessene Sattigungspolarisa- 
tion von 0,5 - 10~* Coul/cm?, so ergibt sich eine Dielektrizitatskonstante von = 700 € 9, 
die mit dem gemessenen Wert erheblich besser iibereinstimmt. Die vermutlichen 
Griinde fiir die Abweichung zwischen berechneter und gemessener Dielektrizitats- 
konstante sowie fiir den Unterschied zwischen der an Einkristallen und Poly- 
kristallen gemessenen Sattigungspolarisation und Elektrostriktion werden kurz 
diskutiert. 


Untersuchungen von Bariumtitanat im polarisierten Licht {7} haben 
gezeigt, daB die Kristalle bei Zimmertemperatur aus Bezirken (Domdanen) 
mit zueinander nahezu senkrechter tetragonaler Achse (c/a 1,01) be- 
stehen. Jeder Bezirk ist in Richtung der tetragonalen Achse spontan 
elektrisch polarisiert (elektrisiert). Die Grenzen zwischen den Bezirken 
liegen unter 45° zur Polarisationsrichtung. Legt man ein elektrisches 
Feld an, so verschieben sich die Grenzen (Wande) zwischen den Be- 
zirken, und zwar so, daB die Bezirke, deren Polarisations1ichtung dem 
elektrischen Feld am nachsten liegt, vergroBert werden. In den Gitter- 
bereichen, die von der Wand iiberstrichen werden, klappt gleichzeitig 
mit der Polarisation auch die Richtung der tetragonalen Verzerrung 
um in die des wachsenden Bezirks. Dieser Mechanismus entspricht so 
vollstandig dem Bild der Verschiebung der Brocuschen 90°-Wande 
zwischen den WeIssschen Bezirken eines Ferromagnetikums [2], daB 
es naheliegt, die dafiir abgeleiteten GesetzmaBigkeiten auf ferroelek- 
trische Stoffe zu iibertragen. Diese Beziehungen sind vollig unabhangig 
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von der Art, wie die spontane Magnetisierung zustande kommt ; sie setzen 
diese nur als vorhanden voraus. Deshalb spielt es bei der Ubertragung 
auf das Ferroelektrikum keine Rolle, woher die spontane Elektrisierung 
der Ferroelektrika riihrt. Insbesondere ist es z. B. vollig gleichgiiltig, 
ob die spontane Elektrisierung des Bariumtitanats von geringen Ver- 
unreinigungen herriihrt, oder ob sie dem quasikubischen Gitter des 
veinen Bariumtitanats eigentiimlich ist [3]. Vorausgesetzt wird jedoch 
eine bestimmte, mit der Richtung der spontanen Elektrisierung ver- 
kniipfte Verzerrung. Diese braucht nicht tetragonal zu sein; sie kann 
ferner gering sein. Bei ferromagnetischen Stoffen liegt sie unter 10~4, 
so daB man dort meist nicht von tetragonaler Verzerrung spricht. 

Die Beweglichkeit der BLocH-Wande eines ferromagnetischen Stof- 
fes ist maBgebend fiir die GréBe der Anfangspermeabilitat unterhalb 
der CurtE-Temperatur. Waren die Wande beliebig leicht, d. h. durch 
ein beliebig kleines Magnetfeld, verschiebbar, so ware die Anfangs- 
permeabilitaét unendlich gro8. Hinderlich sind jedoch die in jedem Kri- 
stall vorhandenen unregelmaBigen inneren mechanischen Spannungen 
(Spannungen 2. Art), gegen welche die mit der 90°-Wandverschiebung 
verbundene Magnetostriktion Arbeit leisten muB. Hinderlich sind auch 
in das Gitter eingelagerte Fremdkoérper, z. B. Ausscheidungen oder 
Poren, und innere entmagnetisierende Felder [4]. Da diese Falle zum 
Teil quantitativ noch nicht einwandfrei behandelt sind, anderseits auch 
die erforderlichen KenngréBen bei ferroelektrischen Stoffen noch nicht 
bekannt sind, wollen wir uns hier nur mit dem einfachsten Fall der 
inneren Spannungen beschaftigen. 


Aus dem Gleichgewicht zwischen der Arbeit der Magnetostriktion 
gegen die inneren Spannungen und der Arbeit des Magnetfeldes an der 
umklappenden spontanen Magnetisierung bei der Wandverschiebung 
leiteten BECKER und KERSTEN [5] die Gleichung! ab: 


Ma 2 Ty 

to 9 lhl . 
Darin ist “, die Anfangspermeabilitat eines (polykristallinen) Ferro- 
magnetikums, jt) die Vakuumpermeabilitat (= 1,257 - 10-8 H/cm), 
J; die spontane magnetische Sattigungspolarisation (= B,—j)H,) bei 
der MeBtemperatur, A, die Sattigungsmagnetostriktion in Richtung des 
angelegten Magnetfeldes, o; der Mittelwert der inneren Spannungen. 


Analog miiBte die Verschiebbarkeit der Wande zwischen den spontan 
elektrisierten Bezirken eines ferroelektrischen Stoffes einen Beitrag zur 
pane -Dielektrizitatskonstante e ,| hefern, d.h. zur Dielektrizitats- 


" CroGengiec hang im Sinne des Normblattes DIN 1313. 


} Nicht zu verwechseln mit der Dielektrizitatskonstante in der a- Richtung 
eines Einkristalls. 
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konstante, gemessen bei sehr geringer elektrischer Feldstirke (extra- 
poliert auf die Feldstarke Null) 

By. 2 De 

Sg ore aoe (2) 
Darin ist D, die spontane elektrische Polarisation bei der betreffenden 
MeBtemperatur, 4, die mit der Elektrisierung verkniipfte Elektrostriktion 
in Richtung des angelegten elektrischen Feldes, o; der Mittelwert der 
mechanischen Verspannungen im Kristallgitter, e, die Dielektrizitits- 
konstante des Vakuums (= 0,886 - 1078 F/cm). 

og; laBt sich, wie KERSTEN [5] bei ferromagnetischen Stoffen gezeigt 

hat, auch bei bester Gliihbehandlung nicht beliebig verringern, sondern 
hat einen unteren Grenzwert; dieser ist gleich der Spannung, die beim Ab- 
kithlen von hoher Temperatur durch die Magnetostriktion selbst erzeugt 
wird, wenn die Temperatur den CurrE-Punkt unterschreitet. Somit ist 


pF tae (3) 


(E Elastizitatsmodul). Damit ergibt sich fiir den Polykristall der még- 
liche Héchstwert von e, auf Grund der Wandverschiebung: 


( Cowl 
é 2 ep we. S! cm? 
a = ey 2,5 - 1018 ——___, (4) 
& 9 ey 45E JO 18 jose 
seme 


Auf der rechten Seite dieser Gleichung stehen GroBen, die bekannt oder 
bestimmbar sind. Die Sattigungselektrisierung des Bariumtitanats 
wurde an Einkristallen bei Zimmertemperatur zu 1,5 - 107° Coul/cm? 
bestimmt [/], der Elastizitatsmodul EF ist ~8-10°kp/cm?. Die Satti- 
gungselektrostriktion /, ist bisher nicht gemessen worden. Bevor wir 
auf die unten mitgeteilten MeBergebnisse eingehen, wollen wir den Er- 
wartungswert von A, aus der Tetragonalverzerrung des Gitters berechnen. 
Nach der bei der Magnetostriktion tiblichen Definition ware die Elektro- 
striktion des in viele Bezirke zerfallenen Einkristalls in der Richtung 
einer Vorzugsachse gleich 3 (c—a)/a zu setzen, also gleich 3-107? [6] 
bei Zimmertemperatur. Daraus folgt nach Gl. (4) &,/@ 160. Dieser 
Wert ist erheblich geringer als die bei Zimmertemperatur gemessene 
Dielektrizitatskonstante von etwa 1000 bis 2000 é). 

Bei ferromagnetischen Stoffen stimmen die entsprechend berechneten 
Permeabilititswerte iiberraschend gut mit den gemessenen tiberein [4]. 
Man kann aus der Abweichung zwischen Messung und Rechnung ver- 
schiedene Schliisse ziehen. DaB die eingesetzten Konstanten des Barium- 
titanats derartig groBe Fehler haben, ist unwahrscheinlich. Man konnte 
daher z. B. folgern, daB die 90°-Wandverschiebungsvorgange bei Barium- 
titanat nicht den fiir die Dielektrizitatskonstante maBgeblichen Vorgang 
darstellen. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 128. 40 
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Bei ferromagnetischen Stoffen gibt es auBer den beschriebenen 
90°-Wandverschiebungen noch weitere Magnetisierungsvorgange. Gl. (1) 
und (3) vernachlassigen die méglichen Wandverschiebungen zwischen 
Bezirken mit um 180° voneinander abweichender Richtung der Polari- 
sation. Diese werden nicht durch die magnetostriktiven Verspannungen 
behindert, sondern durch anders- 
artige Vorgange [7], deren Dis- 
— Abon|. P ae kussion hier zu weit fiihren wiirde, 

o insbesondere, da die entsprechen- 
den Mechanismen sich noch nicht 


=) =o. =f EY) =i) aed a 


elektn Feldstarke © —* kW/em  quantitativ auf ferroelektrische 
Probe 2 eel. Stoffe iibertragen lassen. Nach 


den bereits erwaihnten Aufnahmen 

von Bariumtitanat im polarisier- 

ten Licht und nach neueren 

Untersuchungen [8] ist das Vor- 

-0 -@ -6 -§ 2 0 2@ 4% 6 8 handenseineiner groBen Zahl von 
elektr Feldstarke © —> kV/cm aere & . 

480°-Wanden nicht wahrschein- 


oo 


> Probe 3 11P lich. Da die 180°-Wande auch 
ay a 4 bei ferromagnetischen Stoffen fiir 


die Anfangspermeabilitat wenig- 


sa ¥ We i stens in vielen Fallen keine Rolle 

. L go} yj spielen, ist es mindestens sehr 

A ; / unwahrscheinlich, daB sie fiir die 

i a Ve / hohe Dielektrizitatskonstante des 

NG Bariumtitanats (unterhalb der 

| \vok wa eh CuriE-Temperatur) verantwort- 
S/F <6 bak alla: to le ah ten LCE eliL, Sollven.: 

elektn Feldstarke © —= kV/em Nach Ablauf der Wandver- 


Fig. 1. Langenanderung (Elektrostriktion) verschie- : 5 z 
den behandelter Bariumtitanatproben im elektrischen schiebungen liegt die spontane 


Feld. MeBrichtung parallel Feldrichtung. Magnetisierung oder Elektrisie- 
rung noch nicht in der Richtung 

des Feldes, sondern hauptsachlich erst in den kristallographisch bedingten 
Vorzugslagen (,,leichte“ Richtungen ; [100] bei Eisen, [441] bei Nickel), und 
zwar in jedem Kristallit in derjenigen der méglichen Lagen, die der Feld- 
richtung am nachsten liegt. In die Feldrichtung kann die Polarisation 
erst durch einen Drehvorgang tibergehen. Die dazu notwendige Energie 
wird als Kristallenergie [9] bezeichnet. Sie ist im Fall des Ferromagneti- 
kums theoretisch noch nicht befriedigend gedeutet. Jedenfalls hangt die 
Energie, mit der die spontane Polarisation an die Vorzugslagen gebunden 
ist, von dem Polarisationsmechanismus ab. Ein idealer Drehvorgang 
wiirde bei Bariumtitanat bedeuten, da® das Titanion sich (unterhalb 
der CurtE-Temperatur) auch schrag zu den Achsen des Sauerstoff- 
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oktaeders bewegen kann, ohne daB sich der Betrag des Dipolmoments je 
Kristallzelle dabei andert. Offenbar ist ein derartiger Vorgang mit 
groBem Energieaufwand verbunden, so daB die » Kristallenergie groB 
ist. Dafiir spricht auch die an Polykristallen gemessene geringere Satti- 
*gungselektrisierung gegeniiber Einkristallen, obwohl der gefundene Fak- 
tor von nahezu 1:3 nicht dem Erwartungswert (s. unten) entspricht. 
Eine Erklérung der Diskrepanz zwischen dem berechneten und dem 
gemessenen Wert von «, durch ,, Drehvorgange“ ist also unwahrscheinlich. 
Ob sich die Differenz durch 


die anderen Mechanismen fiir die | | (pees 
Dielektrizitatskonstante, z. B. on ine Ear oa 
durch die Elektronenpolarisation Ai | | mad a 
oder durch die thermisch beding- Probe 3 | 
ten, statistischen Schwankungen t ei] LA 7 ¥ 
des Titanions zwischen den még- , ee | ih 4 | 4 
lichen Lagen im Sauerstoffokta- ¢ ° feta ahao 
eder deuten 1aBt, sei hier nicht Ae z EAI oes 
untersucht. ie | her 
Eine gewisse, wenn auch noch Fp ca at aa ti 
nicht befriedigende Aufklarung i | | 
der unerwarteten Diskrepanz letst Peal Se yike dh | | 
zwischen Rechnung und Messung Spy ooo ni iss! 
ergab sich durch unmittelbare Fig. 2. Zeitlicher Verlauf der Elektrostriktion nach 


Messung der Elektrostriktion von dem Ejinschalten des Feldes. 


Bariumtitanat!. Die Langenan- 

derungen wurden mit einer einfachen Drehspiegelanordnung bestimmt. 
Die Feldrichtung stimmte mit der MeBrichtung der Langenanderung 
liberein. Fig.1 zeigt einige der gemessenen Kurven. Die Proben 
waren polykristallin mit verschiedenen Warmebehandlungen zwischen - 
1300 und 1250° C; sie waren nicht vorpolarisiert. Die Elektrostriktion 
stellte sich zum Teil nur sehr schleppend im Laufe einiger min ein 
(s. Fig. 2), der allgemeine Verlauf der Kurven entspricht vollig dem 
der Magnetostriktionskurven ferromagnetischer Stoffe mit positiver 
Magnetostriktion. Wie man sieht, bleibt die Langenanderung erheblich 
unter dem erwarteten Wert, obwohl die Feldstarke bis fast zum Durch- 
schlag gesteigert wurde. Man muB allerdings berticksichtigen, daB im 
Polykristall sowieso ein geringerer Wert zu erwarten ist als in einem in 
viele Bezirke zerfallenen Einkristall, weil ja die spontane Polarisation 
wahrscheinlich bei den praktisch anwendbaren elektrischen Feldstarken 
nicht in die Feldrichtung gedreht werden kann. Vielmehr wird das 
Titanion — wie bereits oben erwahnt — nur in die der Feldrichtung am 
nachsten liegende (pseudo-)kubische Achse wandern. Bariumtitanat ist 


1 Die Messungen hat dankenswerterweise Herr Dr. R. SCHOFER ausgefiihrt. 
40* 
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daher analog einem Ferromagnetikum mit sehr hoher Kristallenergie. 
Die Elektrostriktion kann nur den Wert erreichen, den sie bei einem 
Ferromagnetikum im idealen Remanenzpunkt hat [J0], ndmlich 0,55 A, 
(0,55 ist der Mittelwert von cos*p, gemittelt tiber die méglichen Aus- 
lenkungswinkel der Polarisation im Remanenzpunkt, namlich y= 0 bis 
54,7°). Damit mtiBte polykiistallines Bariumtitanat bei Zimme1tem- 
peratur die Sattigungselektrostriktion 0,55 - 3+ (¢—a)/a & 3,7° 10°? 
haben. (Ein Einzelbezirk — Eindomanenkristall — miiBte beim Elek- 
trisieren in der c-Richtung die Sattigungselektrostriktion Null, in a- 
Richtung die Elektrostriktion (c —a)/a=10* haben). 

Es sei noch darauf hingewiesen, da8 der Polykristall theoretisch 
auch nicht dieselbe Sdttigungselektrisierung haben kann wie der Ein- 
kristall, wenn man das soeben beschriebene Verhalten des Titanions 
voraussetzt. Die (durch Extrapolation von hoher Feldstarke ermittelte) 
Sattigung des Polykristalls kann vielmehi nui den Wert haben, den sie 
beim Ferromagnetikum im idealen Remanenzpunkt erreichen kann [/0], 
namlich 0,83 D,. (0,83 ist der Mittelwert von cos @ tiber die oben erwahn- 
ten Richtungen). Somit mii8te man fiir den Polykristall eine Sattigung 
von etwa 1,2° 41075 Coul/cm? finden. Messungen [1/7] haben nur etwa 
0,5 Coul/em? ergeben, woraus man folgern kann, daB der betreffende 
Polykristall noch nicht gesattigt war. Es ist mdglich, daB die jetzt zur 
Elektrostriktionsmessung verwendeten Proben bei 10 kV/cm auch nur 
zum Teil gesattigt waren, und daf deshalb die gemessene Elektrostrik- 
tion zu klein herauskommt. Der Grad der Sattigung miiBte bei den 
untersuchten Proben noch untereinander verschieden sein. 

Auffallend ist ferner, da8 die Elektrostriktionskurven noch keine 
Andeutung einer Sattigung aufweisen. Dies kann einmal daher riihren, 
daB die Proben — wie oben erwahnt — noch nicht elektrisch gesattigt 
sind, im Sinne eines volligen Ablaufs der Wandverschiebungen. Es ist 
aber anderseits méglich, daB die Wandverschiebungsprozesse zwar ab- 
gelaufen sind, daB aber der weitere Langenzuwachs herriithrt von einem 
Herauszerren des Titanions aus seiner Potentialmulde durch das auBere 
elektrische Feld (Anwachsen der wahren Polarisation). Fiir diese Er- 
klarung spricht auch das Ergebnis einer dilatometrischen Messung der 
thermischen Dehnung (ohne elektrisches Feld) von Bariumtitanat 
(s. Fig. 31). Wird die Temperatur allmahlich gesenkt, so biegt die 
Dehnungskurve beim Durchschreiten der CuRtE-Temperatur nach oben 
ab. Diese anomale Langenadnderung, die das Auftreten der spontanen 
Elektrisierung begleitet, betragt bis zur Zimmertemperatur etwa 
+0,6- 107% (gemessen gegen die nach unten extrapolierte Dehnungs- 
kurve bei hohen Temperaturen). Dieser Verlauf besagt, daB ein 


1 Die Kurve wurde freundlicherweise von Herrn Prof. M. MruMEL zur Ver- 
fiigung gestellt. 
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Anwachsen der spontanen Elektrisierung von einem Volumenzuwachs 
begleitet wird, der bis zur Zimmertemperatur etwa + 1,8 - 1073 betragt. 
Somit wird auch das Volumen- und damit die Lange — einer Barium- 
titanatprobe gréBer werden, wenn man die wahre (spontane) Elektri- 
sierung durch ein elektrisches Feld vergréBert [12]. Dieser Effekt wird 
wahrscheinlich auch beim Eindomaneneinkristall in der c-Richtung vor- 
handen sein; man kénnte durch Messungen an solchen den mit den 
Wandverschiebungen verbundenen Effekt von dem mit der Anderung 
der wahren Elektrisierung verbunde- 
nen abtrennen. 


g 


° 
o 
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Aus dem Verlauf der Dehnungskurve 
folgt weiter, daB die CurreE-Temperatur und 
die Sattigungspolarisation mit einem auBe- 
ren hydrostatischen Druck sinken miiBten. 
Es sei darauf hingewiesen, daB hier die Ana- 
logie zum ferromagnetischen Fall [12] sehr 
schén hervortritt. Fast alle ferromagneti- 
schen Stoffe zeigen beim Curre-Punkt eine 
Anomalie der Dehnungskurve [13] mit dem 
gleichen Vorzeichen infolge der Ausbildung ~25 00 : ae 700 : wo °C 500 
der spontanen Magnetisierung. Passendes Temperatur —= 
,,Werschmieren‘ der Dehnungskurve durch Pig i. Wilueraiiache Dehannyaon 
innere Spannungen im Ferromagnetikum Bariumtitanat. 
fiihrte bekanntlich zur Entwicklung der In- 
varstahle [/3] mit geringer thermischer Dehnung. Dieses Verfahren kénnte auch 
zur Herstellung keramischer Stoffe mit geringer thermischer Dehnung in gewissen 
Temperaturbereichen anwendbar sein. 


Da eine Trennung zwischen den einzelnen Effekten noch nicht sicher 
moglich ist, kann man versuchsweise in Gl. (4) die am polykristallinen 
Bariumtitanat gemessene Sattigungselektrisierung D, 0,5 - 107° Coul/cm? 
und die hier gefundene hochste elektrostrikttve Dehnung /, 1,1 - 1078 
(Probe 3) einsetzen. Man erhalt dann e,*700 €). (Aus dem kleinsten 
gemessenen A, von 0,28 - 107% ergabe sich ¢,11000 é)1. 

Wenn man bedenkt, daB zu dem so berechneten Anteil von e, noch 
die oben erwahnten Anteile der Dielektiizitatskonstante zu addieren 
sind, um den experimentellen Wert von etwa 1000 bis 2000 zu erhalten, 
dann kann man dieses Ergebnis vorlaufig als eine allerdings auBerst rohe 
Bestatigung der Gl. (4) ansehen und damit auch als eine Bestatigung 
der Vermutung, daB die Wandverschiebungen maBgeblich zu der hohen 
Dielektrizitatskonstante unterhalb der CurtE-Temperatur beitragen. Es 
folgt aber schon aus den vorher beschriebenen Unsicherheiten, da man 


£ 


0% 


Langenanderung —~ 
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1 Wenn man bei der Gl. (4) die Werte D, und /, des Polykristalls benutzt und 
von vornherein nur die ,,ferromagnetische Remanenzlage” statt der ,,Sattigungs- 
lage‘ fiir das Titanion im Polykristall zulaBt, miiBte Gl. (4) einen Korrekturfaktor 
(0, 55/0,83)2 = 0,44 erhalten. Damit waren die eben berechneten Werte tune, 


nur 310 bzw. 4800 é 9. 


612 M. IKoORNETZKI: 


einen derartigen SchluB nur mit sehr groBen Vorbehalten ziehen dart. 
Vor allem bleibt unklar, weshalb die Gleichung gerade bei Verwendung 
der Einkristallwerte besonders schlecht erfiillt ist. 


Eine genaue Priifung der abgeleiteten Gleichung fiir die Dielektri- 
zitatskonstante wird erst méglich sein, wenn man alle Nebeneffekte 
hinreichend sicher e1faBt, wenn man D, und A, an derselben Probe miBt, 
und wenn man die Gleichung noch auf andere ferroelektrische Stoffe 
angewendet hat. 


Es lat sich auch aus ganz anderen Versuchsergebnissen folgern, 
daB die Dielektrizitatskonstante bei Zimmertemperatur sehr wesentlich 
von Wandverschiebungsvorgangen herriihrt. Untersuchungen des An- 
stiegs der Dielektrizitatskonstante mit der Feldstarke und gleichlaufende 
Messungen des dielektrischen Verlustwinkels haben gezeigt, daB diese 
Vorginge naherungsweise von dem fiir ferromagnetische Stoffe giiltigen 
RAYLEIGH-Gesetz beherrscht werden [1/4]; dieses Gesetz scheint ein 
besonderes Kennzeichen der Wandverschiebungsvorgange zu sein, 


DaB sich bei ferromagnetischen Stoffen diese Beziehungen einfacher 
priifen lassen, liegt daran, daB in dem Fall die Wandverschiebungen und 
die Drehprozesse der spontanen Magnetisierung im allgemeinen fiir das 
Gesamtverhalten bei technischen Feldstaiken maBgebend sind; die 
Anderung der spontanen Magnetisierung tritt dagegen in den Hinter- 
grund. Daher zeigen die Magnetostriktion und die Magnetisierung eine 
gut ausgepragte Sdttigung. Bei ferroelektrischen Stoffen liegt man 
einerseits viel naher an der CuRIE-Temperatur, anderseits ist der innere 
Kopplungsfaktor viel geringer als bei den ferromagnetischen Stoffen 
(etwa 0,05 [15], gegentiber rund 10000 [16]), so daB auBere Felder in 
die spontane Polarisation viel starker eingreifen als im Ferromagnetikum. 
Zieht man zum Vergleich ferromagnetische Stoffe heran, deren CuRIE- 
Temperatur dicht oberhalb der Zimmertemperatur liegt (z. B. Eisen 
mit 30% Nickel), so erhalt man ebenfalls keine scharfe Sdttigung mehr, 
womit alle MeBkurven den an ferroelektrischen Stoffen gefundenen viel 
ahnlicher werden. 
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Ultraschalluntersuchungen von Gelen. 


Von 
ARVIND MOHAN SRIVASTAVA. 
Aus der Universitat in Allahabad (Allahabad, Indien). 


Mit 4 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 26. August 1950.) 


Mit Hilfe einer Ultraschallimpulstechnik wurden die Elastizitaten von Gelen bei 
verschiedenen Ultraschallfrequenzen bestimmt. In dieser Arbeit ist der EinfluB 
der Temperatur und der des Alterns auf Eisensilikat-Gele untersucht worden. 


In einer Reihe von Aufsatzen erdffnete der Veifasser ein Foischungs- 
gebiet und eine dem Kolloidchemiker neue Untersuchungsmethode fiir 
gallertartige Modifikationen von Stoffen. Die Ultraschallimpulsmethode 
wurde zur Bestimmung der Elastizitatskonstanten bei vier Gelen an- 
gewendet. In einer weiteren Verdffentlichung wurde der Einflu8 der 
Temperatur und der Frequenz auf die Elastizitat eines bestimmten 
Eisensilikatgels behandelt. Zu dieser Zeit gab es noch keine versuchs- 
weise aufgestellte Theorie itiber den Mechanismus und die Struktur. 
Thoriumphosphatgel wurde von PRAKASH, MEHRA und SRIVASTAVA in 
der gleichen Weise untersucht. 

Die Bedeutung der vorliegenden Arbeit ist um so gréBer, als die bis- 
her vorhandenen Kenntnisse gering sind und das Gebiet verhaltnismaBig 
ganz unbeachtet geblieben ist. Ferrer glaube ich, daB das Verhalten 
elastischer Krafte in Gelen einen genaueren Einblick in deren Probleme 
vermitteln wird. 

Die Methode benutzt einen geeigneten Ultraschallimpulserzeuger, 
der einen Ultraschallstrahl liefert. Dieser trifft auf einen Gel-Block auf. 
Der Block wird dabei von einem Metallrahmen in der Vertikalen unter- 
stiitzt in ein Flissigkeitsbad getaucht. Die Platte kann infolgedessen 
in einer vertikalen Ebene gedreht und der EinlaBwinkel des Strahles 
geandert werden. Da die Geschwindigkeit im Gel gréBer als in der 
Flissigkeit ist, werden die Wellenziige von der Normalen fortgebrochen. 
Daher bewirkt die Drehung des Blockes ein Verschwinden des austre- 
tenden Strahles infolge Totalreflexion. Die Wellen im Gel haben zwei 
Geschwindigkeiten, bedingt durch die zwei zugehérigen Deformationen: 
Scherung und Dehnung. Die Amplitude der hindurchgelassenen Wellen 
besitzt daher zwei Minima. Sind v, und v, die zwei Geschwindigkeiten, 
so bekommt man 
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Dabei ist 


gesetzt und @ bedeutet die Dichte des Gels, E den Elastizitatsmodul 
und s den Scherungsmodul. Ist v, die Geschwindigkeit in der Tank- 
fliissigkeit, ftir die im allgemeinen Wasser genommen wird, so erhalt man 
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Fig. 1. Die Anderung von Youncs Modul Fig. 2. Die Scherungswellengeschwindigkeit strebt 
mit Frequenz und Temperatur. mit wachsendem Alter einem konstanten Wert zu, 


fiir vier Frequenzen bei 30° C. 
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Fig. 3. Scherungsmodul fiir vier Frequenzen bei Fig 4. Die Anderung und Ausléschung der zwei 
30° C und seine zeitliche Anderung. Wellenziige mit Anderung des Einfallswinkels. 


Hieraus kann man v, und v, gewinnen. Ferner konnen die elastischen 
Konstanten aus den bekannten Beziehungen 


und 
s(i— 20) m™ 


berechnet werden. Dabei ist m die Kompressibilitat. 

In den beigefiigten Figuren wird die Anderung des Youncschen 
Moduls mit det Temperatur, der Alterung und der Frequenz gezeigt. 
In Fig.2 wird auBerdem eine zusammengehdrige Anzahl von Geschwin- 
digkeitswerten gezeigt. Die zwei Einbuchtungen der durchgelassenen 
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Wellenamplitude sieht man in Fig.4. Ihre genaue Besprechung findet 
man in den anderen Artikeln des Verfassers. 


AbschlieBend benutze ich die Gelegenheit, um Dr. R. N. Guosu, 
D. Sc., F.N.1., F. A. S. (Amerika) fiir seine wertvolle Hilfe wahrend 
meiner ganzen Arbeit zu danken. Ferner schulde ich meinem Freund 
Herrn ANAND KuMAR Srivastava, M. Sc. Dank fiir seine Hilfe bei der 
Ausrechnung der Resultate. 
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Die Umwandlung von Bor 
durch langsame Neutronen. 
Von 
H. FRANz und H. WESTMEYER. 
(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt.’ 
Mit 7 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 26. August 1950.) 


Die Energie von He+Li-Kern wurde in einer Ionisationskammer, die mit Argon 
unter Zusatz von einigen Prozenten BF, oder B(OCH,), gefiillt war, mit einem 
Proportionalverstarker gemessen. Zur Energieeichung wurde eine Reichweiten- 
Ionisationskurve fiir einzelne %-Strahlen von 0,5 bis 3 MeV aufgenommen und 
mit der Reichweiten-Energiekurve von Hottoway und Livineston bzw. von 
JESSE und SADAUSKIS verglichen. Als Reaktionsenergie ergab sich bei der Bildung 
von Li im angeregten Zustand 2,35 0,10 MeV, bei der Bildung von Li im Grund- 
zustand 2,85-++0,10 MeV. Die Beziehung zwischen den Energien und den von 
anderer Seite gemessenen Reichweiten wird im Zusammenhang mit der Energie- 
Reichweitenkurve fiir «-Strahlen diskutiert. 


1. Ernleitung. 

Die Reaktion B1°(n, ~) Li? ist infolge ihrer verhaltnismaBig groBen 
Ausbeute bereits Gegenstand zahlreicher Untersuchungen ({1] bis [10]) 
gewesen!. Diese Untersuchungen haben schlieBlich ergeben, daB bei 
der Reaktion zwei homogene Gruppen von «-Teilchen auftreten?, eine 
intensive, bei deren Entstehung der Li-Kern in einem angeregten 
Zustand zuriickbleibt, aus dem er spater durch Emission eines y-Quants 
in seinen Grundzustand iibergeht, und eine zweite mit etwas groBerer 
Reichweite, aber weniger als 10% der Gesamtintensitat, beim Ubergang 
des Li-Kerns unmittelbar in seinen Grundzustand. Da die Reaktion 
durch langsame Neutronen hervorgerufen wird, ist der Gesamtimpuls 
praktisch Null und die Energie verteilt sich im umgekehrten Verhaltnis 
der Massen auf He- und Li-Kern. Der Li-Kern wird daher mit 4/,, der 
Gesamtenergie in jeweils entgegengesetzter Richtung zum He-Kern 
beschleunigt, d.h. es treten auch zwei dem Li-Kern zuzuordnende 
Reichweiten auf, die kiirzer als die entsprechenden g-Reichweiten sind. 
Die Werte, die von den verschiedenen Autoren fiir die Reichweiten bzw. 


1 Weitere Literatur sowie Zusammenstellungen von Ergebnissen finden sich 
z. B. bei O’CEALLAIGH u. Davies [6] und bei BgaeILp [9]. 

2 Das abweichende Ergebnis von Maurer u. Fisk, Z. Physik 112, 436 (1939), 
ist offenbar auf sekunddre Einfliisse bei den Versuchen zuriickzufiihren. Nach 
einer freundlichen privaten Mitteilung ist auch Herr Borue, in dessen Institut die 
Untersuchung ausgefiihrt worden ist, dieser Ansicht. 
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die Energien der auftretenden Teilchen gefunden worden sind, stimmen 
nicht befriedigend iiberein: fiir die Reichweite der intensiven #-Gruppe 
wurden Werte zwischen 0,64 und 0,77 cm angegeben, fiir die langere 
Gruppe Werte zwischen 0,80 und 0,94 cm, wahrend die Reichweiten 
der Li-Kerne weniger als 0,6cm betragen. Die schlechte Uberein- 
stimmung der MeBergebnisse ist bedingt durch die Schwierigkeit, so 
kurze Reichweiten bei einer wenig intensiven Strahlung exakt zu messen, 
worauf im folgenden noch eingegangen werden soll. Eine genaue An- 
gabe der Energien der Teilchen wird im allgemeinen noch dadutch 
erschwert, daB die Beziehung zwischen Energie und Reichweite fir 
#-Strahlen mit Energien unter 4 MeV nicht sehr genau bekannt ist. 


Die Verfasser haben in den Jahren 1937 und 1938 in der Physikalisch- 
Technischen Reichsanstalt einige -orientierende Versuche tiber die 
Reaktion B(n, «) Li ausgefiihrt!, an die sich in den Kriegsjahren ge- 
nauere Messungen anschlossen, die allerdings sehr oft unterbrochen 
werden muBten. Ein zur Veréffentlichung fertiges Manuskript ist bei 
Kriegsende verlorengegangen. Da sich aber die Versuchsprotokolle 
wieder angefunden haben, sollen die Ergebnisse hier mitgeteilt werden, 
insbesondere auch wegen der Methode, die bei der Energiemessung 
angewendet worden ist. 


2. Vorversuche. 

Zuerst wurden an einer dicken Borschicht? nach dem von FUNFER |3 | 
und HAXEL [4] angewendeten Verfahren die Reichweiten der aus- 
tretenden Teilchen gemessen. Spater wurde mit Proportionalzahlrohren 
von 3 bis 5cm Durchmesser, die mit einer dicken Borschicht ausge- 
kleidet und mit Argon von 280 Torr gefillt waren, die StoBgréBen- 
verteilung untersucht. Da die von einem «-Teilchen in Argon erzeugte 
Ionisation seinem gesamten Energieverlust in dem Gase proportional 
ist [11], ergibt sich aus der StoBgréBenverteilung, abgesehen von 
Korrektionen infolge der unvollkommenen Geometrie der Anordnung, 
die Energieverteilung der aus der Borschicht austretenden Teilchen, 
wenn man die Anordnung noch mit «-Teilchen bekannter Reichweite 
(abgebremste Polonium-«-Teilchen) eicht, die durch ein kleines Glimmer- 
fenster in das Zahlrohr eingeschossen werden. 


In Fig. 1 ist als Beispiel eines der Versuchsergebnisse dargestellt; 
als Abszisse ist die Energie aufgetragen, die nach der Eichung zu der 
gemessenen StoBgréBe gehdrt, als Ordinate die Anzahl der Teilchen 
mit einer Energie gréBer als der Abszissenwert. Wenn Teilchen homo- 
gener Reichweite mit gleicher Intensitat in allen Tiefen einer ebenen 


1 Phys. Z. 39, 235 (1938); 40, 238 (1939). 
2 Dick gegen die Reichweite der Teilchen in Bor. 
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dicken Schicht emittiert werden, laBt sich zeigen (z.B. [6]), daB die 
Anzahl der aus der Oberflache austretenden Teilchen, die eine Ebene 
im Abstand x von der Oberfliche erreichen, mit wachsendem x linear 
abnimmt, wenn man von einer auf die Reichweitenstreuung zuriick- 
zufiithrenden langsameren Abnahme am duBersten Ende der Reichweite 
absieht. Naherungsweise sollte man in dem hier untersuchten Bereich 
auch fiir die in Fig.4 dargestellte Energieverteilung bei einer homogenen 
Gruppe eine lineare Abhangigkeit der Teilchenzahl von der Energie 
finden, da bei Energien von 1 bis 2 MeV der , Reichweitenexponent‘‘! 
in der Nahe von 2 liegt, d.h. also = 
ungefahr R~v?~E ist. Durch die 700 
MeBpunkte lassen sich in dem Bereich i 
oberhalb 0,5 MeV in der Tat drei Ge- 
raden legen, ihre Schnittpunkte bzw. 
der Schnittpunkt der letzten mit der 
Abszissenachse sollten die Energien der 
vorhandenen Teilchengruppen ergeben, 
hier also 0,85, 1,47 und 1,85 MeV. Der 
erste Wert ist offenbar den nicht ge- 
trennten Li-Gruppen, die beiden ande- { roa aly 
ren den beiden «-Gruppen zuzuordnen. 0 ge 08 = 42 46 MeV 20 
Bei Wiederholung der Versucheergaben  __ tneige COG 7 

sich stets Schnittpunkte der Geraden, hn Pee es eee 4 
die in der Nahe der angegebenen Werte r 

lagen, aber die Streuungen waren, besonders bei Anderungen der Ver- 
suchsbedingungen, z. B. des Zahlrohrdurchmessers, doch recht betracht- 
lich — fiir die mittlere Gruppe ergaben sich z.B. Werte zwischen 
1,35 und 1,6 MeV —, so daB die Methode zur genauen Festlegung der 
Energiewerte ungeeignet erschien. 


Cc 
Ss 


Anzahl oer Teilchen —~ 


Ahnliche Verhaltnisse liegen bei Reichweitemessungen an einer 
dicken Borschicht vor, wie auch die erheblich voneinander abweichenden 
Werte zeigen, die die verschiedenen Autoren bei solchen Messungen 
gefunden haben. Auffallend bei allen Messungen an dicken Borschichten 
ist auBerdem, daB sich die Intensitat der langsten «-Gruppe zu groB 
ergibt, namlich zu 1/, bis 1/; der kiirzeren, wahrend nach den spater 
zu besprechenden Messungen das Intensitatsverhaltnis nur etwa 1:45 
betragt. Die Ursache dafiir liegt offenbar darin, daB der Kurventeil, 
der der kiirzeren Gruppe entspricht, an seinem Ende nicht gradlinig, 
sondern infolge der Reichweitenstreuung in einer flachen Kriimmung 
auslauft, so daB die Intensitat der langeren Gruppe erhéht und gleich- 
zeitig die Reichweite der kiirzeren Gruppe zu klein gemessen wird. 


1 Literatur [12], S. 278. 
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3. Versuchsanordnung und Ausfiihrung der Versuche. 

Infolge der Mangel, die sich bei den Versuchen mit festen Bor- 
schichten ergeben hatten, wurden zunachst Proportionalzahlrohre, 
deren Argonfiillung etwas BF;-Gas zugesetzt war, untersucht; als end- 
giiltige Anordnung zur Messung der Reaktionsenergie wurde schlieBlich 
eine mit borhaltigem Gas gefiillte Ioni- 
sationskammer mit Proportionalverstar- 
ker gewahlt. 

Fig. 2 zeigt eine schematische Dar- 
stellung der Versuchsanordnung. Der 
innere Durchmesser der zylindrischen 
Ionisationskammer. betrug 7,6cm, die 
kreisf6rmige, von einem geerdeten 
Schutzring umgebene MeBelektrode hatte 
einen Durchmesser von 4,0 cm, ihr 
Abstand von der gegeniiberliegenden 
Kammerwand war 2,75cm. In der Mitte 
der 2mm dicken Kammerwand, gegen- 
liber der MeBelektrode, befand sich eine 
Bohrung von 1mm Durchmesser, die mit Glimmer von etwa 7mm 
Luftaquivalent verschlossen war und zum EinschieBen von «-Teilchen 
zur Eichung der Anordnung diente. Die Kammer war vakuumdicht 
verkittet und konnte nach griindlichem Evakuieren mit einem Ge- 
misch von Argon und 5 bis 11% BF, oder B(OCHS), gefiillt werden; 

der Gesamtdruck betrug 720 bis 
tA 740 Torr. 
eee Die Schaltung des Proportio- 
ace?” nalverstairkers zeigt Fig. 3. Als 
Eingangsroéhre diente eine Elek- 
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Fig. 2. Versuchsanordnung. 
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Fig. 3. Proportionalverstarker. nung betriebene Penthode AF 7. 


Die Rohre war, um die Erschiitte- 
rungsempfindlichkeit herabzusetzen, in tiblicher Weise in Gummi ge- 
lagert; sie wurde aus Batterien gespeist, mit denen zusammen sie in 
einem gesonderten Abschirmgehaéuse in unmittelbarer Verbindung mit 
der Ionisationskammer untergebracht war. Ein kurzes abgeschirmtes 
Kabel fithrte zu dem eigentlichen Verstarker. Zur Registrierung der 
Stromimpulse diente eine Siemens-Oszillographenschleife Type 2 mit 
einem Widerstand von 12, einem maximalen Strom von 0,1 Amp 
und einer Eigenfrequenz von 10000 Hz. Sie wurde mit einem Spezial- 
transformator (Untersetzung 60:1) an die Ausgangsrdhre AC 2 an- 
gepaBt. Da zur Aussteuerung der Schleife nur eine Leistung von 
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0,01 Wy erforderlich ist, gentigt infolge der Anpassung der Schleife ein 
relativ einfacher und dadurch sehr stabiler und stérunempfindlicher 
Vv erstarker, der in dem benutzten Spannungsbereich gut linear arbeitete. 
Die Betriebsspannungen fiir den Verstarker wurden einem stabilisierten 
Netzgerat entnommen. 

An das Gehause der Ionisationskammer wurde eine negative, nach 
MEDIcus [13] stabilisierte Hochspannung gelegt. Um die Sattigungs- 
verhaltnisse zu untersuchen, wurden in die mit Argon-Methylborat- 
Gemisch gefiillte Kammer durch das Glimmerfenster «-Strahlen von 
etwa 1,9cm Reichweite eingeschossen und die Abhangigkeit der vom 
Oszillographen angezeigten mittleren 15 
StoBgré6Be von der Hédhe der ange- 
legten Spannung untersucht. Das Er- 
gebnis zeigt Fig. 4; bei 800 V ist Satti- 
gung erreicht. Da bei den eigentlichen 
Messungen stets Spannungen von 2500 
bis 4000 V verwendet wurden, ist eine 
Falschung der Ergebnisse durch Satti- 
gungsmangel nicht zu befiirchten. 0 500-7000 = 1500 2000 

Die Ausschlage des Lichtzeigers su ee 

‘ Fig. 4. StoBgréBe als Funktion der 
des Oszillographen wurden auf 16 Kammerspannung. 
bzw. 35 mm breiten Papierfilmen regi- 
striert. Die Lange der Ausschlage auf den Filmen wurde mit einem 
MeBgerat ahnlich dem von ZIEGELER [14] angegebenen ausgemessen. 

Als Neutronenquelle dienten Radon-Beryllium-Praparate mit Rd- 
Gehalten bis zu 150 mC oder Radium-Beryllium-Praparate mit Ra- 
Gehalten von rund 50 und 100 mg Radiumelement. Zur Verlangsamung 
der Neutronen befand sich die Ionisationskammer in der Bohrung eines 
Paraffinblockes; zwischen Neutronenquelle und Paraffinblock wurde noch 
ein 5cm dicker Bleiklotz gesetzt, um die Intensitét der y-Strahlen 
in der Ionisationskammer herabzusetzen. Die durchschnittlichen Im- 
pulszahlen, die mit dieser Anordnung bei den Versuchen erreicht wurden, 
betrugen etwa 400 bis 1000 je min, die Registrierdauer 5 bis 10 min. 
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4. Ergebmsse. 

In Fig. 5 und 6 sind die Ergebnisse der Auswertung von zwei Regi- 
strierungen bei Bestrahlung der Ionisationskammer mit Neutronen wieder- 
gegeben; bei der ersten waren der Argonfiillung der Kammer 6,5 % BF, bei 
der zweiten 8,8 % B(OCH,), zugesetzt. Beide Registrierungen zeigen neben 
einer kontinuierlichen Verteilung bei kleineren StoBgréBen je ein inten- 
sives, ziemlich scharfes Maximum, das in der ersten Kurve bei einer StoB- 
gréBe von 10,4 mm, in der zweiten bei 18,2 mm liegt; auBerdem ist noch 
ein weiteres sehr schwaches Maximum bei 12,5 bzw. 22,3 mm vorhanden. 
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Nicht alle Registrierungen ergaben eine Verteilung der StoBgréBen 
von der Art der beiden hier wiedergegebenen. Zuweilen war das inten- 
sive Maximum mehr oder weniger stark nach kleineren StoBgré8en 
hin verbreitert und abgeflacht, teilweise bis zum vélligen Verschwinden 
in der statt dessen erheblich intensiveren kontinuierlichen Verteilung. 
Das war im besonderen dann der Fall, wenn sich das Gasgemisch bereits 
langere Zeit in der Ionisationskammer befand; gewohnlich zeigte sich 
dann beim Offnen der Kammer auf allen Innenflachen ein feiner weiBer 
borhaltiger Beschlag. Die Ursache liegt offenbar in der auBerordentlich 
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groBen chemischen Reaktionsfahigkeit der borhaltigen Gase!, besonders 
bei Gegenwart von Spuren von Feuchtigkeit. Um diese Storungen zu 
vermeiden, wurden alle Messingteile der Kammer, die mit dem Gas 
in Bertthrung kamen, vernickelt und hochglanzpoliert und die Kammer 
vor dem Versuch mehrere Stunden lang auf Hochvakuum gepumpt. 
Das Gasgemisch wurde in der Regel erst kurz vor dem Versuch in die 
Kammer gebracht und die Versuchsdauer méglichst kurz gehalten, 
obwohl es durch die angegebenen MaBnahmen schlieBlich auch gelang, 
die Gasfiillung iiber langere Zeiten einwandfrei zu erhalten. Auf diese 
Weise konnten reproduzierbare StoBgréBenverteilungen wie die wieder- 
gegebenen erreicht werden. 


5. Energieeichung. 
Um die Beziehung zwischen der gemessenen StoBgré8e und der 
Energie der Teilchen zu erhalten, die den StromstoB erzeugt haben, 


1 Als besonders ungiinstig erwies sich BCl,, das bei einigen Versuchen verwendet 
worden ist. 


Die Umwandlung von Bor durch langsame Neutronen. 623 


wurden in die Ionisationskammer durch das Glimmerfenster «-Strahlen 
verschiedener Restreichweite eingeschossen. Zu diesem Zweck war ein 
schwaches Poloniumpraparat auf einer mit Skala und Nonius versehenen 
Schlittenfiihrung befestigt, mit der es senkrecht zur Kammerwand 
meBbar verschoben werden konnte. Die Nebenfigur in Fig. 6 gibt die 
Verteilung der StoBgréBen wieder, die von den «-Strahlen erzeugt wurden, 
wenn das Praparat 1,3 cm von dem Fenster entfernt war. Die Streuung 
entspricht dem, was auf Grund der Reichweitenstreuung der «-Strahlen 
und der Verstarkerunruhe zu erwarten war, zeigt also, da8 die Strahlung 
praktisch homogen, d. h. 
die Praparatoberflache sau- 25 Ss 

ber war. Trotzdem 1aBt ‘ | | 

sich die Restreichweite der 20 
in die Kammer eintreten- 
den «-Strahlen aus dem 
Abstand des Praparats vom 
Fenster und dem _ Luft- 
aquivalent der Glimmer- 
folie nicht exakt bestim- 
men, weil die «-Strahlen ; | 
nach dem Durchsetzen des Banh ae aa 
Glimmerfensters zundchst Fig. 7. StoBgréBe als Funktion der «-Reichwerte. 
noch die Bohrung von 

4 mm Durchmesser und 2 mm Lange durch die Kammerwand passieren 
miissen. Da das elektrische Feld in diese Bohrung ein Stiick hinein- 
greifen wird, laBt sich die genaue Lage der fiir die Sammlung der Ionen 
maBgebenden elektrischen Oberflache der Kammer schwer angeben. 
Um diese Schwierigkeit zu umgehen, wurde die mittlere StoBgréBe fiir 
eine ganze Reihe verschiedener Abstande des Po-Praparats vom Fenster 
gemessen und als Funktion des auf 15° C und 760 Torr umgerechneten 
Abstandes aufgetragen; Fig. 7 zeigt diese Eichpunkte ftir die in Fig. 6 
wiedergegebene Registrierung. Der Abstand des Praparates vom 
Fenster und das Luftaquivalent des Glimmers brauchen dabei nicht 
genau bekannt zu sein, nur die Verschiebung des Praparats muB exakt 
gemessen werden. Derjenige Abstandswert, fiir den die mittlere Energie 
der in die Kammer eintretenden «-Teilchen gerade Null wird, von dem 
aus also die Restreichweiten zu rechnen sind, laBt sich als Schnittpunkt 
einer durch die MeBpunkte gelegten Kurve mit der Abszissenachse 
ermitteln. Die Form dieser Kurve sollte der Energie-Reichweitenkurve 
fiir ¢-Strahlen entsprechen, wenn man voraussetzt, daB die in dem 
verwendeten Gasgemisch erzeugte Ionisation der Energie der erzeu- 
genden Teilchen proportional ist. Fiir reines Argon scheint diese Pro- 
portionalitat iiber einen weiten Energiebereich der «-Strahlen recht gut 
4 
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gesichert [11]; es muB hier also vorausgesetzt werden, daB diese Pro- 
portionalitat durch den Zusatz von einigen Prozenten Bortrifluorid 
oder Methylborat nicht wesentlich gestért wird. 

Fiir die Extrapolation wurde als Reichweiten-Energiekurve zunachst 
die von Horttoway und Livincston [15], [46] benutzt. Um diese 
Kurve durch die MeBpunkte zu legen, sind zwei Konstanten verfiigbar. 
nimlich der Nullpunkt, d.h. der Abstand, aus dem die «-Strahlen die 
Kammer gerade nicht mehr erreichen, und der Proportionalitatsfaktor 
zwischen gemessener StoBgrdBe und Energie. Um die giinstigsten 
Werte dieser Konstanten zu bestimmen, wurde fiir den Nullpunkt 
zuniachst willkiirlich ein plausibler Wert gesetzt und damit diejenigen 
Energiewerte bestimmt, die den einzelnen Restreichweiten gema8 der 
Hoiioway-Livincston-Kurve entsprechen. Der Proportionalitats- 
faktor wurde dann durch einfache Mittelung als >’ J,,/>' E,, berechnet, 
wenn J, die gemessenen StoBgréBen und £,, die zugehorigen Energien 
sind; fiir die Summe der Abweichungen der MeBpunkte von der so 
gezeichneten Kurve gilt dann >’ 4=0. Nun wurde die Summe der 
Quadrate der Abweichungen gebildet und dasselbe Verfahren fiir etwas 
anders gewahlte Nullpunkte wiederholt. In der Nebenfigur der Fig. 7 
ist die >’ A? als Funktion der gewahlten Nullpunktslage aufgetragen. 
Als endgiiltige Werte der Konstanten wurden nun diejenigen gewahlt, 
fiir die >’ A? ein Minimum ist. Als Nullpunkt ergab sich in Fig. 7 so 
30,9 mm; einer Energie von 3,00 MeV entspricht dann eine StoBgréBe 
von 23,0 mm. Entsprechende Energieskalen sind unter den Fig. 5 und 6 
aufgetragen. 

In ktirzlich erschienenen Arbeitea zweifeln JESSE und SADAUSKIS [17] 
und BETHE [29] die Richtigkeit der Reichweiten-Energiebeziehung von 
Ho iioway und LIvINGsTON fiir Energien unter etwa 4 MeV an, weil diese 
Kurve in Wirklichkeit eine Beziehung zwischen Reichweite und Ioni- 
sation in Luft ist, die Jonisation in Luft aber mindestens bei kleinen 
Energien nicht der Energie proportional ist [18]. Sie schlagen eine 
Korrektur der Kurve von HoLtLoway und Livincston vor, die auf 
Vergleichsmessungen zwischen der Ionisation in Luft und in Argon 
beruht, nachdem sie in Argon Proportionalitit zwischen Ionisation und 
Energieverlust nachgewiesen haben. Die Korrektion betragt’ in dem 
Gebiet von 1 bis 2MeV etwa + 0,1 MeV, bei3 MeV noch etwa + 0,07 MeV, 
bei 4 MeV fallt die korrigierte Kurve mit der bisherigen zusammen, 
unterhalb 1 MeV fallt sie steiler nach Null ab als die von HoLttoway 
und Livincston. Verwendet man diese Energie-Reichweitenkurve, so- 
andert sich das Ergebnis der Eichung nur sehr wenig, weil in dem fiir 
die Extrapolation wesentlichen Bereich beide Kurven dieselbe Neigung 
haben. Man erhalt zwar als Nullpunkt 30,5 mm statt 30,9 mm (siehe 
die gestrichelte Kurve in Fig. 7), den jetzt kiirzeren Restreichweiten 
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entsprechen aber gréBere Energien, so daB sich der fiir die Eichung 
maBgebende Faktor Energie/StoBgréBe schlie8lich nur um weniger als 
1% vergréBert. 


6. Diskussion der Ergebnisse. 

Da die Kernreaktion an einzelnen Boratomen im Gas der Ionisations- 
kammer stattfindet, wird bei jedem Elementarereignis die Summe der 
vom He- und Li-Kern erzeugten Ionen wirksam. Nun haben Versuche 
von GERTHSEN und GRIMM [19] gezeigt, daB selbst fiir den schweren 
RtickstoBkern des ThC’-«-Zerfalls der Energieaufwand je Ionenpaar 
innerhalb der MeBfehler mit dem fiir «-Strahlen iibereinstimmt, so daB 
man sicher auch fiir den auf den Li-Kern entfallenden Anteil der Ioni- 
sation die mit «-Strahlen gewonnene Energieeichung anwenden kann. 
Die gemessene StoBgréBe ist daher ein MaB fiir die gesamte kinetische 
Energie der beiden Teilchen, soweit sie innerhalb des wirksamen Raumes 
der Ionisationskammer abgegeben wird. 

Die Reg strierungen Fig.5 und 6 zeigen danach zwei homogene 
Gruppen von He +Li-Kernen, eine intensive mit einer Gesamtenergie 
von rund 2,4 MeV und eine schwache mit etwa 2,9 MeV. Die an das 
intensive Maximum nach kleineren Energien anschlieBende kontinuier- 
liche Verteilung der StoBgr6Ben riihrt von solchen Reaktionen her, 
die zwar in dem wirksamen Raum der Ionisationskammer stattgefunden 
haben, bei denen aber eines der Teilchen vor Abgabe seiner gesamten 
Energie diesen Raum verlassen hat, oder aber von Teilchen, die auBer- 
halb des wirksamen Raumes erzeugt worden sind, aber mit einem Teil 
ihrer Bahn noch in ihn hineinreichen. Eine Abschatzung der Intensitat 
dieser Teilchen entspricht dem Ergebnis der Registrierungen. 

Fiinf Registrierungen ergaben fiir die Energie der intensiven Gruppe 
die Werte: 2,42; 2,30; 2,35; 2,26; 2,38 MeV. Bei dem letzten Wert 
standen fiir die Energieeichung mehr MeBpunkte zur Verfiigung als bei 
den iibrigen. Als gewogenes Mittel ergibt sich eine Energie von 2,35 MeV 
mit einem statistischen mittleren Fehler von 0,028 MeV; als Fehlergrenze 
wird man 0,10 MeV ansehen kénnen. Fiir die schwache Gruppe findet 
man entsprechend eine Energie von 2,85 -+0,10 MeV. Als Intensitats- 
verhiltnis der beiden Gruppen ergaben die unkorrigierten Messungen 
100:1528. Beriicksichtigt man, daB das Maximum der energiereicheren 
Gruppe in der verwendeten Ionisationskammer infolge der gréBeren 
Reichweiten der Teilchen ein Intensitatsverlust von rund 20% gegentiber 
der energiedirmeren erleidet, so folgt schlieBlich, da} bei der Reaktion 
B(n, «) Li der Li-Kern mit einer Wahrscheinlichkeit von etwa 7,5 % 
unmittelbar im Grundzustand entsteht. 

Unsere MeBergebnisse stehen in bezug auf die relativen Intensi- 
taten und Energien der beiden Gruppen im Einklang mit den neueren 
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Untersuchungen von Wirson [8], Boccrtp [9] und GirBerT [10]. Als 
Intensitaét der energiereicheren Gruppe geben diese Autoren 6 bis 7%, 
bzw. 6,3 %, bzw. 8,6% der Gesamtintensitat an. Uber absolute Energie- 
messungen liegt nur eine kurze Angabe von JESSE, FORSTAT und 
SADAUSKIS [11] vor. Sie haben in einer Ionisationskammer mit einer 
Fiillung von Argon und einem Zusatz von 0,1% BF;, das in bezug auf 
das Isotop B! angereichert war, fiir die intensive Gruppe eine Energie 
von 2,31 MeV gefunden. Der genaueste Wert fiir die Reaktionsenergie 
ist zur Zeit nach CHAO, LAURITSEN und TOLLESTRUP [20] auf indirektem 
Wege zu erhalten, namlich als Differenz der Reaktionsenergien der 
beiden Reaktionen B1°(p, «) Be? und Li?(p, n) Be’, die durch magnetische 
bzw. elektrische Ablenkungsmessungen sehr genau zu 1,148 + 0,005 MeV 
und —1,646-+ 0,002 MeV gemessen worden sind. Daraus ergibt sich 
fiir die Reaktion B!¥(n, «) Li? die Energie 2,794 -+0,006 MeV, wenn 
der Li-Kern im Grundzustand gebildet wird. Ein angeregter Li’-Kern 
mit einer Anregungsenergie von rund 0,48 MeV konnte bei verschie- 
denen Kernreaktionen unter anderen von SCHNETZLER [28], FOWLER 
und LAURITSEN [21], GRAVES [22], MalErR-LEIBNITZ [23], RUBIN [24] 
und BUECHNER und Strait [25] nachgewiesen werden. Bei der hier 
untersuchten Reaktion selbst wurde von WILSON [8] eine y-Strahlung 
von etwa 0,5 MeV gefunden. 


7. Reichweiten-Energiebeziehung. 

Die Schwierigkeit der Messung von Reichweiten an dicken Schichten 
ist bereits im zweiten Abschnitt diskutiert worden. Danach ist z.B. 
der von OCEALLAIGH und Davies [6] fiir die kirzeren «-Strahlen 
angegebene Wert von 0,71, cm sicher etwas zu klein. Auch die Reich- 
weiten, die BowER, BRETSCHER und GILBERT [7] und BoccILD [9] in 
Witson-Kammern gemessen haben, die mit Helium und Methyl- oder 
Athylborat gefiillt waren, kénnen nicht als sehr genau angesehen werden. 
Bei diesen Versuchen kann man, analog zu den Energiemessungen in 
einer mit borhaltigem Gas gefiillten Ionisationskammer, nur die Summe 
der Reichweiten von He- und Li-Kern bestimmen, da beide Teilchen 
in genau entgegengesetzte Richtungen emittiert werden und ihre Bahnen 
sich nicht charakteristisch unterscheiden. Um die He-Reichweite zu 
erhalten, braucht man daher noch das Teilungsverhdltnis, das nur 
mit einer Unsicherheit von mehreren Prozenten teils an sehr diinnen 
Borschichten gemessen, teils mit Hilfe einer halbempirischen Beziehung 
zwischen Geschwindigkeit und Reichweite der Li-Kerne bestimmt werden 
konnte [7], [9]. Hinzu kommt eine weitere Unsicherheit infolge der 
Abhangigkeit des Bremsvermégens der verwendeten Gase von der 
Reichweite der «-Strahlen. BowrEr, BRETSCHER und GILBERT haben 
die Differenz der Reichweiten von ThC’- und ThC-«-Strahlen, die sie 
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in die Witson-Kammer eingeschossen haben, zur Eichung verwendet, 
BocciLp Po-«-Strahlen. Da besonders das Bremsvermégen des in dem 
Methyl- oder Athylborat enthaltenen Wasserstoffs bei Reichweiten unter 
1 cm stark ansteigt, ist eime Korrektur der Reichweitewerte, die durch 
Vergleich mit den Eichstrahlen gefunden worden sind, erforderlich: 
die Daten dafiir sind jedoch nicht sehr sicher. GILBERT [10] korrigiert 
unter Zugrundelegung der von LivincsTon und BETHE [12] zusammen- 
gestellten Daten den von Bower, BRETSCHER und GILBERT fiir die 
ktirzere o-Reichweite gemessenen Wert von 0,70cm auf 0,77cm, 
wahrend JEssE und SADAUSKIS [17] und BETHE [29] nur einen korri- 
gierten Wert von 0,73,cm annehmen. BoGGILD und MINNHAGEN setzen 
zunachst wegen der zu groB angenommenen Reichweite der Po-«-Strahlen 
den BoccirpDschen MeBwert von 0,70cm auf 0,69 cm herab und korri- 
gieren dann fiir die Anderung des Bremsvermoégens auf 0,71 cm. Legt 
man fiir das Bremsvermégen von H und He relativ zu Luft diejenigen 
Bremsstrecken bei 15° C und 760 Torr zugrunde, bei denen nach den 
Messungen von MANO [27] die «-Strahlen von ThC’ jeweils auf dieselbe 
Geschwindigkeit abgebremst werden, so ergeben sich aus den erstge- 
nannten Messungen g-Reichweiten von 0,76cm fiir die kiirzere und 
0,91,cm fiir die langere Gruppe, aus den Boccirpschen Messungen 
0,74 cm bzw. 0,88;cm. Die von JESSE und SADAUSKIS und BETHE zur 
Stiitzung ihrer Reichweiten-Energiekurve angenommenen Werte von 
0,72 cm und 0,86, cm diirften danach wohl zu klein sein. Das gilt dann 
auch fiir die Reichweite der «-Strahlen aus der Reaktion Li®(n, «) H3, 
die JESSE und SADAUSKIS ebenfalls heranziehen, und bei deren Messung 
BOGGILD und MINNHAGEN [26] die Reichweitensumme aus der B(n, «) 
Li-Umwandlung mit 1,15 cm, entsprechend einer g-Reichweite von 
0,71 cm, als Eichwert benutzt haben. 

Nimmt man als Werte fiir die «-Reichweiten etwa 0,75 cm und 
0,90 cm an, so wiirden sich daraus nach HOLLOwAy und LIVINGSTON 
als Reaktionsenergie bei Bildung des angeregten Li-Kerns 2,23 MeV 
bei Bildung von Li im Grundzustand 2,68 MeV ergeben, wahrend man 
nach JESSE-SADAUSKIS uud BETHE 2,40 bzw. 2,85 MeV erhalt. Die besten 
MeBwerte 2,32 bzw. 2,79 MeV liegen dann zwischen den nach HOLLOWAy- 
LIVINGSTON und JESSE-SADAUSKIS-BETHE berechneten. Dasselbe gilt 
fiir die Reaktion Li®(n, «) H®, wenn man auf den Wert 0,75 cm fir 
die a-Reichweite der Borumwandlung korrigiert, d.h. die gemessene «- 
Reichweite von 1,04 auf 1,10cm erhdht. Es scheint also, daB die 
Kurve von HoLtowAy-LivincsTon zu kleine, die von JESSE-SADAUS- 
KIS-BETHE aber etwas zu groBe Energiewerte liefert. 
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Uber langsame elektrische Wellen 
in gasgefiillten Metallrohren. 
Von 
W. O. SCHUMANN. 


Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 28. August 1950.) 


Die beobachteten hochfrequenten Wellen geringer Ausbreitungsgeschwindigkeit in 

Metallrohren, die mit verdiinntem Gas gefiillt sind, werden auf die vom Verfasser 

1948 (Bayer. Akad. d. Wiss., Miinchen S. 255) beschriebenen Oberflachenwellen 

langs der Grenzflache von Plasmen zuriickgefiihrt. Die Plasmaeigenfrequenz @, 

ergibt sich zwischen @, > @ und @, >» | 2@ fiir die Gebiete, in denen ,,langsame“‘ 
elektrische Wellen méglich sind. 


Die Existenz stehender elektrischer Wellen in Glasrohren, die mit 
einem verdiinnten Gas gefiillt sind, und die an einem Ende durch die 
Spule eines HF-Senders erregt werden, hat zuerst M. CHENOT! fest- 
gestellt und untersucht. Da die Feldverteilung bei diesen Versuchen 
kompliziert und schwer durchschaubar war, hat R. SEITNER? sie wieder- 
holt und insbesondere die Ausbreitung dieser Wellen in metallischen 
HohJraumen untersucht, indem das Glasrohr zueist auBen und dann 
innen mit einem sehr feinmaschigen Drahtgewebe iiberzogen wurde, 
das das Feld nach auBen abschirmte. Die Resultate waren sehr ahn- 
lich denjenigen von Trl. CHENoT. Das Rohr hat etwa 25 mm Durch- 
messer und eine Lange von 1,27m und war mit einem Gemisch von 
Hg-Dampf und Luft vom Druck von 10-3 bis 10°4 Torr erfiillt. Mit 
einer Frequenz von 75 bis 108 MH (A=4—2,8m) ergaben sich Aus- 
breitungsgeschwindigkeiten von 4/;) bis 1/5, der Lichtgeschwindigkeit. 
Die sichtbare Gasentladung bestand von auSen gesehen aus neben- 
einanderliegenden leuchtenden Spindeln, wobei jede Spindel ?/, Wellen- 
lange umfaBte, d.h. zwei nebeneinanderliegende gegenphasig schwangen. 
Die Entladung erfolgte in einer diinnen Schicht nahe der 4uBeren Wand 
des Rohres. Die inneren Teile des Rohres waren dunkel. Mit wach- 
sendem Druck nahm bei gleicher Frequenz die Geschwindigkeit der 
Wellen ab. 

Um zu einer angenadherten Vorstellung der Wellen zu kommen, 
kann man die Anordnung auffassen als ein Metallrohr, das innen mit 
einer diinnen Plasmaschicht ausgekleidet ist. Wie bekannt, ergeben 


1 Thése. Univ. de Paris: Masson & Co. 1947- 
2 Dipl.-Arbeit T. H. Miinchen 1950. 
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die Maxwettischen Gleichungen fiir den axialsymmetrischen Fall 
(e/ég=0) unabhingig voneinander bestehende longitudinale E- und 


H-Wellen. Setzt man die Welle als e/‘?‘—** an, so kénnen Wellen 


, Cis @m 
mit V,<¢ nur dann existieren, wenn « >- 
Cc 


ist. Und diese Bedingung ist nur fir E- 
Wellen (Tv H)-Wellen moéglich. Dies kann 
sehr einfach in einem zweidimensionalen 
System x, y (mit @,8z=0) gezeigt werden, 
d.h. unendlich ausgedehnte Platten, bei 
denen die Welle in der x Richtung lauft 
(Fig.1). Fiir ein kreiszylindrisches System 
sind die Ergebnisse vollig analog. 


TOE CITE) Welle { i as) 
Setzt man im Luftraum 1 an 
BE, = A; Sin, V5 
5 AA = a 4\ 
oe HE A, ©oj my; fi gee cine (1) 
und im Plasma 2 


E,, = A, Sin my y + By Coj me y 


H,,=j oH [A, Coj mz y + By Sin m, y] (2) 
ee aa [A, Sin mz y + B, Coj my y], 
= 08 ——, m= 02 = ep, aye, 
mma, ot = SE 


so ergeben die Grenzbedingungen fiir y=D, E, =0, H, =o 

eda nd pipes 

a Tg my D (3) 
und die Bedingungen fiir y=6 die Gleichung 


Talm,d: aS é 
By my Oo a ae. B ae 
my, O a) BIBI (4) 


Diese Gleichung ist nur lésbar fiir imaginare m,, d.h. M, =] m,, was 
ergibt 
tgm,d Tq my (D —) 2 D 

oa meme W moma (5) 


Uber langsame elektrische Wellen in gasgefiillten Metallrohren. 631 


Die Feldverteilung im Luftraum geht nach sin bzw. cos Funktionen 
und es ist 


2 
a? — 3 —m,", (6) 


d.h. die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wellen ist grOBer als die 
Lichtgeschwindigkeit. 


2. E (Tr H)-Wellen (E, E, H,). 


In diesem Fall setzt man im Luftraum 1 


~: - ™m “ae 
A, = Aq Om myy, E,,=—j—~A,:ojm, y (7) 


a Se 
und in der Plasmaschicht 2 


H,,= A, Sin m, y + B, Coj my y 


. mM oe Pe (8) 
E,, = —j —* (Ag Cof m, y + B, Sin my y). 
“1 Ey W 
Fir «=D, E, =0 gilt 
ee 
B, == zq My d (9) 
und die Grenzbedingung fiir *—6 ergibt 
1 ey Igm 6 (10) 


; D 
Ms 6 Tq (mm, 6: 


\ 


—0 Ep m0 
a4 
Diese Gleichung ergibt Lésungen 
4. fiir m, und m, reell, ep negativ d.h. w<ay; 
2. fiir m, reell und m, imaginar; 
3. fiir m, und my, imaginar. 
Es sind also sehr verschiedene Wellen gleicher Frequenz méglich. 
Aber fiir v,<c kommt nur Fall1 in Frage mit 


2 2 
OO, (a2) 9 
2 2 0 2 ee 2 
Ma — My = — onthe 2 ri 


Ist die Plasmaschicht sehr dick, ee + 0c, so heiBt die Gl. (10) 
einfach 


1 
mere 


Ms O ce m0 


632 W. O. SCHUMANN: 


Geht die Dicke der Plasmaschicht gegen Null, so wird die linke Seite 
unendlich und dann ist eine Lésung nur mdglich fiir imaginares m, =] my 
und ergibt m6 =2/2, $a, ... wie tiblich bei einer Welle in Luft zwischen 
zwei ebenen Metallplatten. Allgemein wird die Gleichung graphisch 
gelést, wie Fig. 2 fiir zwei charakteristische Falle zeigt. 


Man sieht, daB Lésungen sowohl fiir ¢p>< 1 als auch >1 moglich 
sind. Nur mu8 im ersten Fall 


/ 
ep Wo 0 


D8 
Tq (ms, jaa -) $ 


: . , m,d 
P= ep tg p= 
&_<7 Ep>7 
Fig. 2. Graphische Lésung der Gl. (10). 


sein, und im zweiten Fall <q  d/c, wobei my, den Wert von mg fiir 
m, =O bedeutet. Je groBer m, 6 ist, desto langsamer lauft die Welle. 
Aus der Figur sieht man, daB ftir m, doo, v,>0 nur Lésungen 


mit ep~1 dh. a, pw /2- w moglich sind. Da «2 =mi+ a ist, wird 
. 


Setzt man c/vp=x, so ist 


SO witG Zz. By tun 


@ 
Ag One, eee aie: 


und mit ~=10, 6=1cm wird m, 6=0,3. 


Dagegen kann fir groBere w, x oder 6 auch m,6 viel gréBer werden. 
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Zwer geniherte Fille lassen sich durchrechnen. 


D—6 ; 
1. m,d und m6 ~ 5 ~<0.4, setzt also noch voraus, daB sie 
nicht zu groB ist. Dann wird mit 
a a A 7) 
und 
et EAS tae @ 
5 = "a o) ; oe ($650) PT 0" 
a z a? 6 Doo 1, pS a iE ieee 
ee f) D6 @ Bon 
a -, 
| / (m, 6) Se O2 
Ms 0 = / cies 
~ w? fa) 
(== 
9 pes } 


ép ist also sehr klein gegen 1, wenn ee und = = 11st. 


2 D—Od 
C 


Solange (m, 6) a <1 ist, hat in diesem Gebiet x nur wenig Ein- 


fluB auf w,. Umgekehrt andert geringe Zunahme von w, den Wert von x 
ziemlich stark. w,/# wachst mit x, d.h. héhere Drucke, bei denen a, 
wachst, ergeben geringere Ausbreitungsgeschwindigkeiten. 
2. m,6 und m, (D—6d) > 2,0, so daB 
ra) \ 


Tgm,d und Tqim,o ei 
§ 1 q 2 6 


gesetzt werden diirfen. 
Dann wird 
Ms 0 = Ep Mm, 0 


und 
2 2 s2 2 52 2 52 
ta) wo oO i ate, woo 
=> = = eo Ep = 1 ain oases Mo 0 = (1 + 2.2 59 Mm, O. 
o cm: O c? m: O \ cm? 6 


In diesem Gebiet ist Wy 2 -@. Mit wachsendem x miiBte hier im 
Gegensatz zu oben w, abnehmen. Wenn x =c/vp groB ist, entsteht der 
ausgepragte Typ der Oberflachenwelle, wie er vom Autor (Bayer. 
Akad. d. Wiss., Miinchen 1948, S. 255) beschrieben wurde. 

Nach Gl. (7) ist das longitudinale Z-Feld in der Zylinderachse am 
kleinsten und nimmt gegen den Plasmarand hin zu. Diese Zunahme 
ist bei kleinem m, 6 nur gering, wird aber bei gréBerem m, 6 sehr erheblich. 
Innerhalb der Plasmaschicht fallt das Feld vom Plasmarand bis zur 
leitenden Wand auf Null ab. Es ist dies in Einklang mit den Beobach- 
tungen, wonach sich die Entladung als diinne Schicht nahe der leitenden 
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Wand, aber durch eine dunkle Schicht von ihr getrennt darstellt. Bet 
den Versuchen berechnet sich die Feldzunahme bis zu etwa 100%. Die 
aus @, bestimmten mittleren Elektronendichten ergeben sich zu 
N x 107 bis 108 El/cm?. 

Natiirlich ist die angenadherte Theorie noch zu ergaénzen durch die 
Untersuchung der Diffusionsbewegungen der Elektronen und lonen. 
Trate keine Wiedervereinigung bzw. keine Anlagerung der Elektronen 
ein, so ware die Dichte N iiber den ganzen Querschnitt des Rohres 
innerhalb der leuchtenden Schicht iiberall die gleiche. Durch Rekom- 
bination und Anlagerung und infolge der Feldabnahme nach innen wird 
dies jedoch verhindert. Weiterhin ware zu beriicksichtigen, daB die 
Dichte des Plasmas sich periodisch in Richtung der Rohrachse andert. 
Aber auch diese Tatsache hat nur geringen EinfluB, wie man zeigen kann. 

Es scheint, daB die einfache vorgetragene Theorie in der Hauptsache 
die Erscheinungen richtig beschreibt, bis auf die Berticksichtigung der 
Dampfung. 


Miinchen, Elektrophysikalisches Institut der Technischen Hochschule. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 128, S. 635—656 (1950). 


Zur Theorie der anomalen Streuung von «-Teilchen 
an spinlosen Kernen. 


Von 
HANS MARSCHALL. 


Mit § Figuren im Text. 


(Eingegangen am 13. September 1950.) 


In der Arbeit wird eine Theorie der anomalen Streuung von «-Teilchen an spinlosen 
Atomkernen entwickelt, wobei dem Streuvorgang folgende Modellvorstellung zu- 
grunde liegt. Fiir die den «-Teilchenstrom reprasentierenden Partialwellen sei der 
Kern im allgemeinen undurchdringlich, es sei denn, daB der Energiebereich der 
a-Teilchen so gewahlt ist, daB fiir einen ganz bestimmten Drehimpuls ein quasista- 
biler Zwischenkern (Compoundkern) entstehen kann. In diesem Fall wird eine, 
der nach der Drehimpulsquantenzahl durchnummerierten Partialwellen in den 
Kern eindringen und so im Gegensatz zu den anderen Wellenfunktionen am Kern- 
rand eine von Null abweichende Amplitude haben, deren GréBe einen mehr oder 
minder stark ausgepragten Resonanzeffekt beschreiben wird. Entsprechend unse- 
ren heutigen Vorstellungen wird auf die Einfiihrung eines Potentials im Kerninnern 
verzichtet; der EinfluB des Kerns auf jede der einzelnen Partialwellen wird lediglich 
durch einen einzigen Parameter, namlich durch die logarithmische Ableitung der be- 
treffenden Welle am Kernrand beschrieben. Die Wellenfunktionen werden auf der 
Grundlage der WENTZEL-KRAMERS-BRILLOUIN-Methode (WKB-Methode) berech- 
net, wobei die Zustandigkeit dieser Naherungsmethode fur den Einzelfall abgegrenzt 
wird. Zur Berechnung der Streuanomalie ist es tiblich, die Wellenfunktion des 
modifizierten CouLomsB-Feldes mit der des reinen bis zum Kernmittelpunkt rei- 
chenden CoutomsB-Feldes zu vergleichen und mit dieser Abweichung die anomale 
Streuung zu definieren. Es ist daher sicher konsequent die Eigenfunktionen des 
reinen CouLoMB-Feldes ebenfalls nach der WKB-Methode zu berechnen. Fiir das 
SchluBresultat gewinnt man dann iiberdies den Vorteil groBer Vereinfachungen 
und Ubersichtlichkeit. 
Da sowohl die am undurchdringlichen Kern gestreuten Partialwellen, wie auch 
die in den Kern eindringende Welle (Resonanzwelle) eine Streuanomalie bedingen, 
besteht letztere im allgemeinen in einer Uberlagerung beider Effekte. Diese werden 
fiir die Streuung von «-Teilchen an O!®-Kernen getrennt und in ihrem Zusammen- 
wirken diskutiert, wobei fiir «-Teilchenenergien, welche unterhalb der Hohe des 
Gamow-Berges (Héhe des CouLoms-Potentials am Kernrand) liegen, der Resonanz- 
effekt meistens iiberwiegt. Nahert sich die Energie der Hohe des Gamow-Berges 
oder iiberschreitet diese, dann kénnen beide Effekte durchaus gleiche GréBen- 
ordnung haben. 


1. Einleitung. 
Bei der Streuung energiereicher «-Teilchen von einigen MeV an 
leichten Kernen werden bekanntlich charakteristische Abweichungen 
vom RuTHERFORDschen Streugesetz beobachtet. Das zeigten schon die 
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allerersten experimentellen Arbeiten tiber dieses Problem'. Eine rohe, 
qualitative Erklarung liegt auf der Hand: Die RuTHERFORDsche Forme] 
ist unter der Voraussetzung abgeleitet, da die Wechselwirkung von 
streuendem Kern und «-Teilchen die elektrostatische AbstoBung zwi- 
schen zwei Punktladungen ist und diese Voraussetzung stellt eime un- 
zureichende Anniherung an die wirklichen Verhaltnisse dar, sobald die 
Energie E des «-Teilchens ausreicht, da es sich entgegen der COULOMB- 
schen AbstoBung dem Kraftzentrum bis auf Abstande der GréBen- 


2 é % = QZ, e 
ordnung des Kernradius R nahern kann, d.h. fur BR = eae was in 


der Tat fiir Z 10 auf die GréBenordnung einiger MeV fiihrt. Sehr viel 
schwieriger schien die quantitative Erfassung des Problems. Friihe An- 
sitze2 hierzu wurden auf Grund der Vorstellung entwickelt, daB die 
Wechselwirkung zwischen Kern und «-Teilchen auch im Innern des 
Kerns noch durch eine einfache, aus dem Potential ableitbare Zentral- 
kraft beschrieben werden kénnte. Es gelang auf Grund solcher Modelle 
wohl gelegentlich ,,Potentialtépfe‘ anzugeben, welche die Winkelver- 
teilung der gestreuten «-Teilchen fiir ezwe Energie darstellten, doch blieb 
die Ubereinstimmung im allgemeinen mangelhaft. Das Gebiet trat dann 
nach den Untersuchungen von RIEZLER und BRUBAKER® auch experi- 
mentell etwas in den Hintergrund, da man in den inzwischen modglich 
werdenden Kernreaktionen mit Protonen, Deuteronen und Neutronen 
Moglichkeiten fand, auf bequeme Weise Informationen tiber den Bau 
der Kerne zu sammeln. Ein wesentlicher Grund dabei war, daB diese 
Teilchen infolge kleinerer Ladung schon bei geringeren Energien an den 
Kern herangebracht werden kénnen. Uberdies besitzen Teilchen klei- 
h h 

Pp (2ME)S 
bei gleicher Energie gréBere Wellenlangen, so daB die Verhaltnisse ein- 
facher zu tibersehen sind, da nur ,,zentrale St6Be‘‘ zum Streuquerschnitt 
beitragen 4, 


nerer Masse auf Grund der DE Broc.ie-Beziehung A= - 


Inzwischen ist nun einerseits die experimentelle Forschung dazu 
iibergegangen auch bei leichteren Teilchen den Bereich ktirzerer Wellen- 
langen zu untersuchen, andererseits sind auch durch die Entwicklung 
der dreiBiger Jahre unsere theoretischen Vorstellungen vom Kernbau 
soweit vervollkommnet, daB es méglich ist, auf Grund sinnvoller Modell- 


* BiELER, E.: Proc. roy. Soc., Lond. A 105, 434 (1929). — RutHEeRFoRD, E., 
u. J. CHaDwick: Phil. Mag. 50, 889 (1925). 

=} Gwe, 125, we Wee Sas YZ, Pin silke (15, SS” (MORO). — ine, 745. BY (RS — 
Mort, N. F.: Proc. roy. Soc., Lond. A 133, 228 (19314). 

$ RIEZLER: Proc. roy. Soc., Lond. A 134, 154 (1931). — Ann. Phys. 38, 304 
(1940). — BruBaxkeEr, G.: Phys. Rev. 54, 1011 (1938); 56, 1181 (1939). 


4 Man beachte, da8 die DE BroGii&-Wellenlange mit ? und nicht mit h defi- 
niert ist. 
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vorstellungen die Rechnungen wieder aufzugreifen. Nach unseren 
heutigen Vorstellungen wird das «-Teilchen beim Eindringen in den 
Kern in seine vier Bestandteile aufgelést werden; die Beschreibung wird 
daher fiir das Kerninnere tiberhaupt nicht mehr durch ein von einer 
einzigen Variable r abhangiges Potential erfolgen kénnen. Damit ent- 
fallen die alteren ,,Topf‘vorstellungen. Andererseits wird ein solches 
Eindringen, d.h. die Bildung eines Compoundkerns durch Aufnahme 
des a-Teilchens in den Kernverband nur fiir gewisse schmale Energie- 
bereiche tiberhaupt méglich sein, namlich nur dann, wenn die Energie 
des «-Teilchens gerade geeignet ist, um ein quasistabiles Niveau des 
Compoundkerns zu erzeugen. Nun kann freilich selbst in solchen Ener- 
giebandern nicht jedes «-Teilchen in den Kern eindringen, da der ent- 
stehende Compoundkern auBer einer bestimmten Energie auch einen 
vorgeschriebenen Drehimpuls haben mu8. Wenn das stoBende Teil- 


chen auBer seinem Bahndrehimpuls 7 einen Spin s” mitbringt und der 


streuende Kern ebenfalls einen Spinz besitzt, setzen sich die drei 
Vektoren J, s undz in verschiedenen Weisen zu dem richtigen Gesamt- 


drehimpuls I des Compoundkerns zusammen. Um die Uberlegungen 
einstweilen nicht zu sehr zu belasten, wird in dieser Arbeit voraus- 
gesetzt, daB sowohl s =0, als auchz =0 sind. Damit ist die Darstellung 
auf die Streuung spinloser Teilchen an spinlosen Kernen beschrankt, 
d.h. etwa von «-Teilchen an C!- oder O'*-Kernen. Das experimen- 
telle Material der HERBschen Schule (Protonstreuung an Aluminium 
und dergleichen) bleibt damit vorlaufig auBer Betracht. Die Erwei- 
terung der Rechnungen auch fiir solche Falle ist geplant. Ferner sei 
auf die Streuung von «-Teilchen an Helium und die dabei auftretenden 
Symmetrisierungsfragen der Wellenfunktion nicht eingegangen. 


Bei spinlosen Teilchen wird der erzeugte Drehimpuls des Compound- 
kerns einfach gleich dem Bahndrehimpuls /, den das eindringende Teil- 
chen mitbringt. Das bedeutet fiir die Rechnung, daB nur ene der die 
Gesamtwellenfunktion 


u (7,8) = >, #2 Ricos 0) 
1=0 


aufbauenden Partialwellen y,(7) in den Kern eindringen darf; fiir die 
iibrigen Partialwellen ist der Kern ,,undurchsichtig’’. Dabei wird man 
letzten Endes durch Vergleich gerechneter mit gemessenen Streuver- 
teilungen auf dasjenige y,(7) schlieBen miissen, dem diese Sonderstellung 
zukommt. Der skizzierte Gedankengang soll nun wellenmechanisch 
formuliert werden und dann anschlieBend die bei dem benutzten Modell 
méglichen Anomalieeffekte diskutiert werden. 
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2. Die quantenmechanische Formulierung des Problems. 

Das Streuproblem werde beschrieben durch die in der Finleitung 
notierte Wellenfunktion u(r, %); der Radialteil y,(7) der Wellenfunktion 
gehorcht dann der Wellengleichung 
jee (E—V in): ad en 


y2 


d* 4) 

dr h? 
liir die Weiterrechnung ist es bequem, den Abstand 7 des «-Teilchens 
vom Streuzentrum in Einheiten des Kernradius R zu messen, also die 
dimensionslose Variable @=7/R einzufiihren und dann die umge- 
schriebene Wellengleichung 


{2 * - oe / 
oe + A? [1 —U(o)] 4 =0 bin ge ey (1) 


als Ausgangspunkt zu wahlen. Im AuBenbereich des Kerns g =1 be- 
deuten dann 


A BF 
YAS EM ewe EN sgn 


2 5 2 L (1 
eA ee ee ee 


2MR2 E 


und fiir die allgemeine Lésung gilt nun der Ansatz 
Ou Br) B(cos 9). (3) 


Wird # gegen die dadurch ausgezeichnete z-Achse gemessen, so tritt 
aus Symmetriegriinden eine Abhangigkeit von dem azimutalen Winkel 
nicht auf. Sind die Massen beider StoBpartner vergleichbar, dann ist 
der beim StoBprozeB auf das Hindernis tbertragene Impuls zu beriick- 
sichtigen, weshalb die Rechnungen im gemeinsamen Schwerpunkt- 
system von a-Teilchen (Masse Mj) und Hindernis (Masse Mj) durch- 
geftihrt werden miissen. u(0,@) sei daher die im Schwerpunktsystem 
mit der Relativkoordinate g@ und dem Umlenkwinkel® giiltige Wellen- 
funktion. M ist die reduzierte Masse und EF die um die Translations- 
energie des Schwerpunkts verminderte «-Teilchenenergie Ey. Die Um- 
rechnung der Energie, der Geschwindigkeit, der Wellenzahl und des 
Umlenkwinkels von dem Beobachtungs- auf das Schwerpunktsystem 
wird durch die bekannten Umrechnungsformeln geregelt. 

Das eigentliche Ziel ist die Berechnung des differentiellen Streuquer- 
schnitts do mit Hilfe der asymptotischen Darstellung (9 >> 1) der Wellen- 
funktion u(0,#). Die Berechnung von w(o,%) unter Benutzung der dem 
Streuproblem zugrunde liegenden Modellvorstellung zerfallt in die Be- 
rechnung der Partialwellen y;(9) und die Festlegung der Entwicklungs- 
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koeffizienten £,. Zur Verdeutlichung betrachten wir den in Fig. 1a 
gezeichneten Potentialverlauf des bis zum Kernrand @=1 reichenden 
CouLomB-Potentials 2A/o, dem das ,,Zentrifugalpotential‘‘ B7/o? itber- 
lagert ist. Uber das Kerninnere seien keinerlei spezielle Annahmen ge- 
macht, wir wollen lediglich zwischen einem AufBenbereich und einem 
Innenberetch des Kerns unterscheiden. Das am Kernrand herrschende 
Potential sei mit V,; =U,(1) bezeichnet, so da® V, der Betrag des am 
Kernrand vorhandenen CouLoms-Potentials (Hohe des ,,Gamow-Berges‘) 
ist. Dringt nun etwa die 1-te Partialwelle in den Kern ein, so ist AA) == O} 
wohingegen alle anderen Partialwellen die Forderung y,(1) = zu er- 
fillen haben: Vir y, ist das Kernrandpotential V, endlich und aus (2) 


oh 
A) @) 
Via “Uh 
‘ I 
| 
%}----- Veh ees 
| 
-e 
! _ 
0 o 0 7 y) 


Fig. 1b. Potentialverlauf fiir den undurchlassigen 
und den durchlassigen Kern. Fiir die in den Kern 


Fig. 1a. Wechselwirkungspotential zwischen a- 
Teilchen und Streuhindernis. U, stellt den Ver- 


lauf des reinen CouLoms-Potentials dar, U, zeigt 
die Uberlagerung des Coutoms-Potentials mit dem 
, Zentrifugalpotential™. 


eindringende n-te Partialwelle bleibt das Kernrand- 
potential Wr, endlich, wahrend es fiir alle anderen 
Partialwellen am Kernrand unendlich groB wird. 


zu berechnen, wahrend es fiir alle anderen unendlich groB ist, wie dies 
in Fig. 1b angedeutet ist. Sind daher Kernradius und Kernladungs- 
zahl Z bekannt, so sind die 7, mit Ausnahme von y,,, dessen Amplitude 
am Kernrand als freier Parameter offen bleibt, festgelegt. 


Die Bestimmung der f, gelingt mit der asymptotischen Darstellung 
der Wellenfunktion u (0,7) unter Zuhilfenahme der RUTHERFORD-Streu- 
ung. Reicht das Wechselwirkungspotential U, bis zum Kernmittelpunkt, 
dann ist die Lésung (3) durch die Wellenfunktion v (0, #) des reinen 
CouLoms-Feldes zu ersetzen, deren fiir 9 > 1 giiltige asymptotische 
Darstellung bekannt ist? 


Ag 
lx (4) 
ad sin (Ag—xIn2A9 +m ">| 
a —— —+—_-——+ Pi(cos#). 
> Di i 3(c05 8) 
1=0 
1 Gorpon, W.: Z. Physik 48, 180 (1928). — SExL, Tu.: Vorlesungen tiber 


Kernphysik. Wien 1948. 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 128. 42 
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Die Entwicklungskoeffizienten «,, die Phasenkonstanten 7, sowie die 
GréBe x sind durch 


’ boc.) 
Gla 4) Abe OIA ae ee | 


Pit 1itix). Wee 
P+ — ix) : he 


e2tl — 
gegeben. J’(J-+1-+-7x) ist die Gammafunktion des komplexen Argu- 
ments 7-+4-+-7x. Fiir den feldfreien Raum, oder im Falle sehr schneller 
v-Teilchen, deren Bewegung durch das einwirkende CouLoMB-Feld prak- 
tisch nicht mehr gestért wird, gilt x0 und damit auch 7,0. Die 
Entwicklung (4) geht dann in die bekannte Darstellung der ebenen 
Welle ¢!*# = e**r'eS® durch eine Kugelfunktionsreihe tiber. Es ist nun 
eine zwar willkiirliche, aber der physikalischen Natur des Problems an- 
gepaBte Beschreibung, wenn man die in den Partialwellen von (4) ent- 
haltenen ein- und auslaufenden Wellenteile so zusammenfaBt, daB an 
Stelle der asymptotischen Darstellung (4) die Aufteilung ? 


o 
iAR{ixin (2 Aosin? | ) Pain) 
v oe — ->¢@ 2 = je 
(@,) I'(— ix) 
—tx In (24esin¢ 5) 7 
* e a ewe a 
a =— 9) 
o Ao ee Ys 


2 sin? — = | 


2 


entsteht, in der v, eine durch die logarithmische Phase 7x In ( 2A 0 - sin? . ] 


modifizierte ebene Welle darstellt, welche den einfallenden Teilchen- 
strom reprasentiert und die mit derselben Phase versehene richtungs- 
abhangige Kugelwelle v, die Streuwelle darstellt. In v, sind dann samt- 
liche einlaufenden und ein Teil der auslaufenden Wellen enthalten, 
wahrend v, aus dem Rest der auslaufenden Wellen besteht. Da nun 
die Abanderung des Wechselwirkungspotentials in Kernnahe eine Streu- 
anomalie hervorruft, so darf sich die asymptotische Darstellung der zu 
dem modifizierten CoutomB-Potential gehérenden Lésung (3) von (4) 
nur in den auslaufenden Wellenanteilen unterscheiden, weshalb in der 
Differenz u—v, also dem Unterschied u,—v, beider Streuwellen, nur 
auslaufende Wellenanteile auftreten diirfen. Die Erfiillung dieser For- 
derung legt die Entwicklungskoeffizienten ;, fest. 


Damit ist die Gesamtlésung u(0,@) bestimmt, so daB der Streu- 
querschnitt do berechnet werden kann. Es ist nun iiblich, die Streu- 
anomalie dadurch zu beschreiben, da8 man do auf den bei derselben 
#-Teilchenenergie und Kernladungszahl zu erwartenden RUTHERFORD- 


} Vgl. etwa FLUGGE, Rechenmethoden der Quantentheorie, Teil 1. Berlin 1947. 
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Streuquerschnitt do, bezieht, also den Quotienten = “% —|™s ° 

bildet. Wegen u,— v,—u—v ist daher hs = 
ee ee ea (7) 
2 - 7 


s 


das MaB fiir die Streuanomalie. Damit ist der Weg zur Berechnung 
der anomalen Streuung grundsatzlich bekannt, so daB wir zur Bestim- 
mung der Partialwellen kommen. 


3. Die Berechnung der Eigenfunktionen. 
Bei der Berechnung der Wellenfunktion y(o) — der Index / sei 
kunftig unterdriickt — treten gewisse Kombinationen der in (2) no- 
tierten Gr6éBen wiederholt auf; es sind dies 


2Z e? Lt; ear Lie A Wigan 
Ad =H, A B,=|l(i + 1); Te B= 5 Vl +1) 
3 he \2 A # 
Revere NAV ie a pg 4 co a 
(e) Be et Va?+ BF Vo@+1(-+1) (8) 
}. Ree 
2x || Ub) 
re , (R) 
U, (0) = ee a2 


Samtliche GréBen sind dimensionslos, x und A B, bleiben beim Ubergang 
vom Beobachtungs- zum Schwerpunktssystem invariant. x hangt in 
einfacher Weise mit dem ,,klassischen h(o) 

Bahnumkehrpunkt“ 0, =7,/R — vel. FV; 
Fig.2 — zusammen, der sich mit Hilfe 
von (1) und (8) aus 1— Ue) =0 zu 


0, =A +A? + B? | 
=A eye r+) | 


berechnet. Mithin bedeutet groBes x Fig. 2. Die beiden valle E<V, und E>YV;. 
Im ersten Fall trennt der ,,klassische Bahn- 


geringe und kleines x groBe Eindring-  mkehrpunkt die beiden Bereiche I und IT; 
tiefe der o-Teilchen in das Cov- im 2weiten Fall apa fa ae IT bis zum 
LoMmB-Feld. Das Zentrifugalpotential 

Bt _ 2 G ya +4) schiebt den Umkehrpunkt mit wachsendem / 
EP eaach auBen. SchlieBlich sei noch das am Kernrand herrschende 
Potential V, notiert, fiir welches wegen (2) und (8) 


VA ae 2u+ 21+ 1) (10) 


gilt. 
42* 
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Da die exakte Lésung der Wellengleichung (1) fiir das abgednderte 
CouLomB-Feld sicher sehr kompliziert ist, sollen die y auf der Grundlage 
der WENTZEL-KRAMERS-BRILLOUIN-Naherung (WKB-Naherung) berech- 
net werden. y, und y;; seien die den Gebieten I und II (vgl. Fig. 2) zu- 
geordneten Lésungen, wohingegen x eine Partialwelle ohne Spezialisie- 
rung auf einen der beiden Bereiche bedeuten mége. Nun sind die beiden 
Falle E < V,und E > V, zu unterscheiden, die beide in Fig. 2 eingetragen 
sind. Fiir hinreichend groBe J wird natiirlich immer E < V, sein. Im 
ersten Fall hat y; Exponentialcharakter, wahrend 7;; eine oszillierende 
Funktion darstellt und zwar findet man in WKB-Naherung? 


Af pido Af riae 
i pre 2sing,e & +cosge ° 
x= 2h74008(4 f pde— 7 +91) t (11) 
Ql 
mit wre | 
b,=V|1—U(e)| J 


im Fall E > V, reicht die oszillierende Funktion y;; bis zum Kernrand, 
so daB eine Unterscheidung der Raume I und II gegenstandslos wird. 
Im folgenden seien die beiden Falle nebeneinander betrachtet. 

Der Faktor p>* verursacht das bekannte Versagen der Naherung 
in unmittelbarer Umgebung des Umkehrpunktes 0,. Dabei ist der 
Giiltigkeitsbereich in der hier gewahlten Schreibweise durch die For- 
derung 

apdg 
2Ap; 


1 |d U,/de| 
AAD aq = ils 


| a <1 (12) 
gegeben. Der Fall E=V,, bei dem der Bahnumkehrpunkt auf dem 
Kernrand hegt, 0,1, ist daher auszuschlieBen. 

Uber die Phasenkonstanten :, kann frei verfiigt werden, weshalb die 
Losungen (11) allgemeiner sind, als die im allgemeinen benutzte WKB- 
Funktion 2 

Ql 
—Afpide 0 
ie ) wan = 2p, 08 (4 i) bdo“), (13) 
Ql 
die aus (14) durch Spezialisierung auf m,=0 hervorgeht. Die Eigen- 
funktionen (13) sind bekanntlich Naherungslésungen des reinen, bis zum 
Koordinatensprung reichenden Coutoms-Feldes und erfiillen dort die 
Randbedingung y;(0)=0 und damit die Regularitat der Wellen- 
funktion ;(@)/e. Da diese Randbedingung bei unserem Problem keinen 
Sinn hat, ist (13) zu speziel! und (41) angemessen. 
1 Lancer, E. R.: Phys. Rev. 51, 669 (1937). 
> Vel. etwa W. Pautt, Handbuch der Physik, Bd. XXIV/1. 
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Insbesondere gestatten nun die m, die Erfiillung der fiir einen un- 
durchdringlichen Kern zu fordernden Randbedingung 7;(1) =0. Nach 
(44) ist diese erfiillt, wenn die gy, aus den Bedingungsgleichungen 


Q1 
—2A f bdo 


tgg=—te 1} fie = V,, (14a) 
1 

Qi=in—A fp,do fiir oA (14b) 
e1 


entnommen werden. Fiir die beiden Integrale findet man 


1 1 Ns 
Afpdo=x yaresin| , — 
i face a: 


fe $11) 
+ #In | ——__.—— 


A yeritra | 
Ree (15.2) 
A er ae 
“++ — 1 (+ 1) 4+ Yi + 1) WH—1 | 
LT | = ee 1/V,=1 |, 
Yeti) J 
1 == ses n+ 1041) 4 
ey eto Vi — Vee 4) arcsin Eaceer > | 


Ist E<V,, dann sind alle gy, aus (14a) und (15a) zu berechnen. Im 
Falle V,<E<V,,, dagegen, werden sowohl die Gl. (14a) und (15a), 
als auch die Gl. (14b) und (15b) ge- 
braucht. 

Fiir wachsendes 9, wird die Erfiillung 
der Randbedingung y,(1) =O sicher in 
zunehmendem Ma8e uninteressant, da G2 yD 
dann der Potentialverlauf in Kernnahe fig 3, schematische Darstellung der zum 
Keinen Einflu auf die in grofer Ent- i an a a ee 
fernung vom Kernrand bleibenden «- Klingt y, innerhalb des Potentialberges 
Teilchen haben wird. Dies ist der an- ¢<g; rasch ab, dann ist es fir o=1 
schauliche Inhalt von (14a): Dandmlich 9 “se Null tn’ pacers — 
der Betrag von (15a) mit wachsendem / 
ansteigt, geht g, in (14a) rasch gegen Null, so daB auch die Partial- 
wellen (11) von den WKB-Eigenfunktionen (13) des reinen COULOMB- 
Feldes praktisch kaum mehr zu unterscheiden sind, wie dies in Fig. 3 
skizziert ist. Daraus folgt das wichtige Ergebnis, daB diejenigen Eigen- 
funktionen, fiir welche gy, hinreichend klein ist, praktisch nichts mehr 


zur Streuanomalie beitragen. 
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Die Einhaltung der Randbedingung wird sicher dann kritisch, wenn 
0,1 wird, der Umkehrpunkt also nahe an den Kern riickt. Die Nahe- 
rungslésung versagt dann einerseits in der Umgebung von og, und soll 
andererseits y;(1) =0 erfiillen. Eine 


uy Abschatzung fiir den notwendigen 
ee Mindestabstand 9,—1 kann mit Hilfe 
Ave von (12) erfolgen. Betrachten wir 
sea Sal 4.9- yundchst den Fall 7=0, dann laBt 
! ; sich (12) mit Hilfe von (9) in der 
: ne Foun eden — <1 schreiben, 

! : ea at Na 
# f @ die das Versagen der Naherung bei @ 


Fig. 4. ie oe Siegrerrars ae bade nochmals deutlich zeigt. Nun soll @9 
a ae alice ey eee vom. Kernrand — gleichgultig nach 
ae Aa Gs Miler pale eset Ee welcher Seite — hinreichend weit ent- 

fernt sein, daB die gestellte Forde- 
rung fiir @—1 erfiillt ist. Nach einigen Zwischenrechnungen mit Hilfe 


der Beziehungen (9) und (8) folgt 


1 WR)*¢ 4Z ORC, eee 
Na Ainge Ue Le tae RG ae eee 
400 Fir sehr groBe Energien (A/R<1, 
E>V,) ist also (16) immer zu er- 
a fiillen. In diesem Fall riickt g9 nahe 
025 an den Kernmittelpunkt, legt also 
innerhalb des Kerns, so daB der not- 
{ oe wendige Abstand vom Kernrand ein- 
N gehalten wird. Mit wachsendem 4/R 
905 gibt es einen kritischen Wert 4/R =g-?, 
fiir welchen der Nenner verschwindet ; 
9s QO) fallt dann gerade auf den Kern- 
| rand. Steigt A/R weiter an, (E< VY) 
gon, 92a 36 a6 dann erhilt man schlieBlich im Grenz- 
ets fall die Forderung 4 g-!< 1, die im 


Fig. 5. Die Festlegung des Giiltigkeitsberei-  allgemeinen ebenfalls einzuhalten ist. 
ches der WBK-Naherung fiir den Fall 7=0. : Re : 
Der Iriticche Wert von 4R =igh tiegt tar | “8824 “stellt 1diese Verhalinisseseches 
das durchgerechnete Beispiel bei 0,28. matisch dan: wahrend die Diagramme 5 
die quantitative Auswertung von (16) 
fur verschiedene Streusubstanzen zeigen. Lassen wir die Spezialisierung 
10 fallen, so riickt @, in jedem Fall weiter nach auBen. Ist daher 
die Forderung fiir E<V, erfiillt, so ist die Naherungslésung fiir 17> 0 
erst recht erlaubt. Uberdies bedingt die untere Grenze des Abstandes 


@,—1 einen Mindestbetrag des Integrals (15a), weshalb die nach (14) 
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berechneten 9%; < 0,2 sind. Natiirlich ist im Fall EF > V, zu kontrollieren, 
ob die Bedingung (12) nicht bei einem ce 1 verletzt wird. 

Zur Berechnung des Streuquerschnitts benétigen wir ferner das 
asymptotische Verhalten der Wellenfunktion (0,0), weshalb y,, fiir 
o> 1 berechnet werden muB. Zuniichst ist 


0 “e+ 1 +1) 
A f bide =Ae p,+ Vil +1) | arcsin - 7: ae e 


el 
— 

pr VI EEE A) 

SS relba|{ = —— 


ih 
ees ptr Pr 


Daraus folgt fiir 91 die asymptotische eine von 471 


A — -+2c0s ae —x#iIn2A0 = /L(L 4 in - eee See ld | 
Au Le ae uaa, Vie oe 2 
+ In 241i +4) 7 ni} 


Wird dies in (3) eingesetzt, so finden wir fiir die gesuchte asymptotische 
Darstellung der Wellenfunktion 


5 Z ne l ah 
u(o, 8) Da" sin (Ag — x In 2, Fett) picos 9). (17) 


Ao 


Dabei ist die Abkiirzung 
=i +1) [arc sin 


+ ¢ In Yor? + 0 (E + 1) + , (18) 


z Tt | 
Vo? +1(0+1) 2 
eingefiihrt. Wie beim reinen CouLoms-Feld tritt auch jetzt die charak- 
teristische logarithmische Phase x ln 2Ao@ im Argument der Partial- 
wellen auf (vgl. 4). 

Die Wellenfunktion ist damit bis auf die Koeffizienten /, bekannt. 
Nach den friitheren Uberlegungen soll sich die asymptotisch dargestellte 
Wellenfunktion u(o,@#) von der fiir das reine CouLoms-Feld giiltigen 
Wellenfunktion v(o,@), Gl. (4), nur durch auslaufende Wellenanteile 
unterscheiden. Bilden wir die Differenz u— v, so verschwinden die ein- 
laufenden Partialwellen dann, wenn 


Pritt) (— ay eer ee (19) 
gewahlt wird, so daB jetzt w(o,#) vollstandig bestimmt ist. 
4. Die Berechnung der anomalen Streuung. 


Die vorstehenden Uberlegungen gestatten die Berechnung der Streu- 
anomalie unter der Voraussetzung, da8 alle Konstanten g, bekannt sind. 
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Nach dem vorher Gesagten diirfen wir die Phasen im allgemeinen aus den 
Gleichungen (14a) bzw. (14b) entnehmen, welche ftir den undurchdring- 
lichen Kern gelten. Nur im Resonanzfall, d. h. fiir einen solchen Dreh- 
impuls (J =”), bei dem eine merkliche Wahrscheinlichkeit fir ein Ein- 
dringen der Welle ins Kerninnere besteht, kénnen wir die Phase nicht 
mehr aus diesen Gleichungen entnehmen. Wir wollen diese Abweichung 
dadurch ausdriicken, daB wir in y, an Stelle von ~,, das nach wie vor 
aus einer der Gl. (14) berechnet werden soll, die Phase p,,+¢,, einfiihren. 
Die Bedeutung von ¢, bedarf dann natiirlich noch einer genaueren 
Klarung. Bei diesen Definitionen werden also die Phasen g, den EinfluB 
des endlichen Kernradius, die zusatzliche Phase den Resonanzeffekt 
wiederspiegeln. Beide diirfen natiirlich nur die auslaufenden Kugelwellen 
beeinflussen, wahrend alle einlaufenden Wellen in der Lésung wu von 
den g, und¢,, unabhangig werden miissen. Hiervon wollen wir uns jetzt 
im einzelnen tberzeugen. 

Die Aufspaltung der Wellenfunktion y in aus- und einlaufende 
Wellenanteile y") und y™ ist fiir ¥;, durch Aufteilung der cos-Funktion 
in Exponentialfunktionen sofort méglich. Werden diese weiter in Real- 
und Jmaginaranteil zerlegt, dann erhalten wir mit 


Qu = 26, ? sin [4 J pido = = ae 1] (20) 


Ql 


fiir die beiden entgegengesetzt laufenden Wellen 
te = 3 (Xu + 1 On): Xi = 4 (tn —2 On) = x2 *- (21) 


Ebenso sei ¥; in zwei ,,laufende Wellen“ aufgeteilt und zwar seien y{)) 
und vee derart in den Bereich I fortgesetzt, daB einmal die Kontinuitat 
der beiden Teilchenstr6mungen gewahrt bleibt und auBerdem wie oben 
%q =H HHP =x +70* gelten soll. Beide Forderungen erfiillt die 
Aufteilung 


ol o1 
Af pide —Afpide 


Y= 11 +P) = pr Beldets Q +e Q Ie 
= p>? Se ete the @ 


wie man leicht nachrechnet!. Trennen wir wieder in Real- und Imaginir- 
teil auf, so folgen mit 


ol QL 
Af pido ; —Afpide 
— COS My é & +sing,e @ 


— AF 
eee OF wa ?; iG (23) 
Lethe PI =0 beschreibt (22) die bekannte Zerlegung der fiir das reine COULOMB- 
Feld giiltigen WKB-Naherungsfunktionen in die beiden ,,laufenden Wellen‘ 
o1 ¢ 
qa) 1 ( Ajprae = Th 2 
xu =p; ?\—ie ® +4e @ und yf =y*, Vgl. etwa W. Pautl, l.c. 
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die zu (21) analogen Gleichungen 

(8) Se ib AE : nye)! —— : 

HO = 9420): Ke 4.0): (24) 


Die vollstindige Lésung unseres Streuproblems, aufgespalten nach 
ei- und auslaufenden Wellen lautet nun also 


u(0,8) = D1 f Blcosd) = D1 (4 +2) B(cosd). (25) 
1=0 - 1=0 


Jetzt betrachten wir die Abhangigkeit der einzelnen GréBen von q, 
bzw. py, +¢,. Nach (19) ist B;~e'®, ferner gilt nach GI. (11) und (22) 
y ~e-'* fiir die einlaufende und y") we'” fiir die auslaufende Welle, 
so daB in der Tat die einlaufenden Wellen f,y°) von den Phasen unab- 
hangig werden, wahrend die auslaufenden Anteile B,y") ~ e”'” sind. 
Dasselbe gilt fiir /—m entsprechend fiir gy, +,,. 


Von jetzt an definieren wir die Funktionea 7) und 7") sowie die Koef- 
fizienten f, stets (also auch fiir =) im Sinne des undurchdringlichen 
Kerns, dann haben wir beim Glied f,,y‘) den Phasenfaktor e”!“ explizite 
hinzuzufiigen. Indem wir £,—0 fiir / += definieren, geht Gl. (25) dann 
uber in 


u (0,8) = ¥ $4 (4) + e2#% 7) B(cos 0). (26) 


Das Auftreten des reinen Phasenfaktors e”'*" andert nichts an der Ampli- 
tude der m-ten auslaufenden Partialwelle. Hierin spiegelt sich die Tat- 
sache, daB wir lediglich Streuprozesse ohne jede echte Absorption (also 
keine Kernreaktion) betrachten. Im letzten Falle ware an Stelle des 
Phasenfaktors eine komplexe Zahly,, mit |y,|?<4 zu setzen}. 


Die zusatzliche Phase ¢,, laBt sich auf eine Randbedingung fiir die 
Funktion y,, an der Kernoberflache zuriickfiihren. Da y, einer Differen- 
tialgleichung 2. Ordnung geniigt, kann man durch willkiirliche Vorgabe 
von x, und 7, bei g=1 Amplitude und Phase von 7, bei groBem @ will- 
kiirlich beeinflussen. Dabei werden die Absolutwerte von 7, (1) und 7, (1) 
die bereits festgelegte Amplitude beeinflussen, wahrend die Phase nur 


von dem Quotienten in —& abhangen kann. Wir miissen also ¢,, 
durch die logarithmische Ableitung € von y, am Kernrand ausdriicken. 
Geet ital, ay . 
Set coe fir o—1. (27) 
(2) 2ifn , (1) 

Das ea ee, 


o— 


1 Weisskopr, V., H. FESHBACH u. D. C. PEASLEE: Phys. Rev. 71 145 (1947). 
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Lésen wir die Gleichung nach e?’* auf, so erhalten wir 


y' 
Acs ye) e. Ey?) y® crs “y x 36: 
e2t in — Eyl) — yf = a oe rial fiir o= AS. (2 ) 
(1) 
aS 


Werden ¥“) und 7) nach dem Muster der Gl. (21) bzw. (24) aufgespalten, 
dann 14Bt sich (28) in der Form 


fir, 6@=4 (29) 


schreiben. Fiir den undurchdringlichen Kern wird die logarithmische 
Ableitung am Kernrand unendlich grob, voraussetzungsgemaB soll 
dann ¢, verschwinden, was im Einklang mit (29) steht. Die nahere 
Diskussion des Zusemmenhangs zwischen & und €, sei im Interesse der 
Berechnung von $i zunachst noch zuriickgestellt. 

Zur Berechnung der Streuanomalie ist nun nach (7) die Differenz 
der beiden asymptotisch dargestellten Wellenfunktionen « und v zu 
bilden, die nur auslaufende Wellenteile enthalt. Die in w enthaltenen 
auslaufenden Wellen sind wegen (26) noch mit dem Phasenfaktor e?**! 
zu multiplizieren. Nun ist die Wellenfunktion v des reinen COULOMB- 
Feldes das Ergebnis einer exakten asymptotischen Darstellung, wohin- 
gegen die Lésung w des modifizierten CouLoMB-Feldes aus einer Nahe- 
rungsrechnung stammt. Mithin taucht die Frage auf, ob es nicht sinnvoll 
unu konsequent ist, v ebenfalls in WKB-Naherung darzustellen und dann 
die Ditferenz der beiden nach derselben Naherungsmethode gerechneten 
Wellenfunktion zu bilden ? Die WKB-Lésung wu, fiir das reine COULOMB- 
Feld ist leicht anzugeben, sie folgt aus (17) durch den Grenziibergang 
g,=0. Wir vergleichen also die Eigenfunktionen 


Hho (0, 8) = —> 5 (2b +4) (1) obs SB #240 FY) B(eo5 9) 


10 Ae 
und 
roe) i(m nd (4e—xIn 2Ao+n——] 
0(0,8) = >Saitaj aye e! Bi pes | 


Offensichtlich ist die Differenz der beiden Phasen 6, und Ps fiir 
2 


den Unterschied beider Lésungen maBgebend. Es 1a8t sich zeigen, daB 
der Phasenunterschied mit wachsendem / und x gegen Null geht. In 
den Fig.6a und b sind 7) und die Differenz 6y9—n) in Abhangigkeit 
von x aufgetragen. Die Betrage der Differenz sind fiir groBe x-Werte 
klein, steigen jedoch mit kleiner werdendem x rasch an. Dieses Ergebnis 
ist auch auf Grund rein qualitativer Uberlegungen zu erwarten: Mit 
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abnehmendem x riickt 0) (bei gegebener Kernladungszahl) immer naher 
an den Kernmittelpunkt, wo die Partialwellen exakt verschwinden 
sollen. Da aber die WKB-Naherung in der Umgebung von @, versagt, 
darf eine untere Grenze fiir gy und damit fiir nicht unterschritten werden. 
Wie friiher kénnen wir auch hier schlieBen, daB die Naherung fiir />0 
a fortiori gilt, wenn sie fiir 70 und E< VY erlaubt ist. 

Fiir hinreichend groBe x-Betrage werden also die beiden Differenzen 
«w—v und u—, identisch; fiir kleiner x-Betriige scheint es dann jeden- 
falls konsequent wu gegen die nach der- 


125,>—— 
selben Naherungsmethode berechneten 
190 ; 9700 
75 g075 
S 
Ns9 > 9050 + 
Ss 
35 9025 
prey 
| 
0 25 «50 95 100 0 25 (505 age 2 100 
a — 2— 
Fig. 6a. Fig. 6b. 


Fig. 6a, Die Abhangigkeit der Phase 7, von ~. Fiir das in der Arbeit behandelte Beispiel gilt x = 2,21. 


Fig. 6b. Die Phasendifferenz zwischen der exakten Cou_oms-Lésung v und der nach dem WKB-Verfahren 
gerechneten Naherungslésung 1, fiir die nullte Partialwelle. Fiir ~ = 2,21 betragt der Phasenunterschied 
0,038. 


Wellenfunktion w) zu messen, so daB wir unter Benutzung von (17) 
sowie der ersten der Gl. (30) fiir die gesuchte Differenz 


i(Ao—zIn2Ao 
é 


u(o, 7) — uo (0, 0d = ———_——_ x 

(0,0) wel ase a 
* (2d + 1) (—1) €24% (e? #41 1) — 1) B(cos 8) 
1=0 


finden. 
Da der Quotient —“ gegeniiber kleinen Anderungen der RuTHER- 


FORDschen Streuwelle y, sicher relativ unempfindlich sein wird, kénnen 
wir v, der exakten asymptotischen Darstellung (6) entnehmen; dies hat 
den Vorteil, daB die Streuwelle dort in einer geschlossenen Darstellung 
und nicht in Form einer Reihe gegeben ist. Wir erhalten damit fiir die 


Streuanomalie das Resultat 


3 (20+ 1) (—A)tet (e264 —4) B(cosd), 


1=0 
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Bei vorgegebenen Versuchsdaten ist ¢, der einzig freie Parameter in (32). 
Es wird daher das Ziel sein, diesen durch Vergleich gerechneter mit 
gemessenen Streuverteilungskurven zu bestimmen. 

Fiir das reine Coutoms-Feld sind die g,=0 und samtliche ¢;=0, 
weshalb Jt =1 wird. Im iibrigen existiert fiir die in (32) auftretende 
Reihe sicher ein endlicher Grenzwert, da die Wechselwirkung der «-Teil- 
chen mit dem Kern mit wachsender Drehimpulsquantenzahl rasch ab- 
nimmt, so daB fiir hinreichend groBe /-Werte kein Beitrag mehr zur 
Streuanomalie zu erwarten ist. Dieser Tatbestand findet seine quanti- 
tative Formulierung in dem raschen Abnehmen der aus (14a) zu ent- 
nehmenden g,. Aus den Gl. (14a) und (15a) findet man leicht, daB die 
g, far hinreichend groBe 7 wie e~'""!~" also starker wie ein gewohnliches 
Exponentialgesetz abnehmen, so da die Reihe trotz der linear anwach- 
senden Faktoren 2/+-1 konvergiert. Die Anzahl der Summanden, 
welche in der Reihenentwicklung mitzunehmen sind, richtet sich nach 
dem Betrag von RR =R/A; sie nimmt mit wachsendem kR zu. Um 
bei der Diskussion des Resultates auch den EinfluB des Resonanzeffektes 
auf die Streuanomalie studieren zu k6nnen, sel anschlieBend der Zusam- 
menhang von ¢, mit der am Kernrand auftretenden Wellenamplitude 
von y¥,, untersucht. 


5. Der Resonanzfall und die Dispersionsformel. 

Da verschieden stark angeregte Compoundkerne im allgemeinen 
nicht den gleichen Drehimpuls haben werden, so ist zu erwarten, daB 
je nach der Wahl der «-Teilchenenergie die in den Kern eindringenden 
Partialwellen zu verschiedenen Drehimpulsquantenzahlen gehéren. Ist 
der Energiebereich bei gegebenen Kerndaten R und Z so gewahlt, daB 
die n-te Welle in den Kern eindringt, so wird die am Kernrand auftre- 
tende Amplitude mit der Energie veranderlich sein. Insbesondere wird 
bei einer ganz bestimmten Energie, der Resonanzenergie E,, ein Maximum 
der Amplitude auftreten. Die Durchlassigkeit der Kerne nimmt dann 
zu beiden Seiten dieser Energie wieder ab. Fiir den Resonanzfall ist 
natiirlich eine besonders starke Streuanomalie zu erwarten. 

Tir das Betragsquadrat der u-ten Partialwelle 


hn Ba Caine 28 ta) a eat tl, (33) 
am Kernrand finden wir unter Verwendung der Darstellungen 

M9 =44410), — 2 = 47-70) 
den Wert 

y= |p, 70% sin®¢.. tun | oe (34) 


Bei fest gewahltem R und Z sowie gegebener Energie E, = E ist Q eben- 
falls gegeben; die Kernrandamplitude hangt dann nur noch von C,, ab 
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und erreicht ein Maximum fiir ¢, = + 2/2. Dadurch sei der Resonanzfall 
definiert. Aus (29) folgt dann fiir die zum Resonanzfall gehorige log- 
arithmische Ableitung 


Oey moda eee (35) 


Tragt man also e”’-" als Zeiger in einer komplexen Zahlenebene auf, 
so dreht sich dieser zwischen den beiden Extremfallen des véllig undurch- 
lassigen Kerns (Kernrandamplitude Null) und der maximal auftretenden 
Kernrandamplitude von +1 nach —1, wahrend gleichzeitig € von einem 
praktisch unendlich groBen Wert auf Q’/Q abfallt. In unmittelbarer 
Umgebung der Resonanzstelle werden sich y, Q und Q’ nur sehr wenig 
andern. Uber die Anderung von & miissen zur Durchfithrung praktischer 
Rechnungen willkiirliche Annahmen gemacht werden (etwa Approxima- 
tion durch linearen Verlauf). Dann folgt aus (29) der Verlauf von ¢, in 
Resonanznahe; wird dies schlieBlich in (32) eingesetzt, dann erhalt man 
daraus den Verlauf der Streuanomalie in der Umgebung der Resonanzstelle. 
In Resonanznahe laBt sich die Anderung von e?'*» durch eine Dis- 
perstonsformel beschreiben. Die hierzu notwendigen Rechnungen k6én- 
nen in volliger Analogie zu den Uberlegungen von Sexi! durchgefiihrt 
werden. Man schreibt fiir den Ausdruck Q’— Qé in Resonanznahe 


Q'— 0§=(E-E,) + (0’— 08s, 


und driickt den Differentialquotienten as (Q’— Q&), mit Hilfe der 


aus (33) folgenden Resonanzkurve |y ?=/(E) durch die in der Energie- 
skala gemessene Halbwertsbreite /’ aus. Das Resultat lautet dann 
a Tif2 (i2ye 

2 =e a, eye, 9 
Bei Resonanz gilt ¢,—2/2; die Abweichung des Absolutbetrages |y,,|? 
von eins ist daher durch das zur Herleitung von (36) benutzte Naherungs- 
verfahren bedingt. 

Zur praktischen Berechnung des Resonanzwertes fiir die beiden 
Faille E<V, und E>¥J, sind in (35) Q{ und Q, bzw. Qy, und Qj ein- 
zusetzen. Fiir die Ableitungen finden wir aus (23) und (20) 


OL el 
Afpide i “A yoida| 
2 cos ge ® +sing,e ° = 


Q1= Ap} 


0 y 
pi ( As oiae -Afned 
1 0 j 0 
— ——, \—_2cosq,e ° sin ~, é€ , 
2A p; Pi Sank 


, “2 = pi 7 . 1 
Qn = 2Ap, cos (4 f pido ee | Ap sin (4 f pide —— +a 


1 Vel. etwa Tu. SEXL, l.c. 
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Diese Gleichungen vereinfachen sich unter Berticksichtigung von (14a) 
und (14b); in Q; und Q, diirfen wegen der Kleinheit von 9; die Terme 
mit sing, vernachlassigt werden, in QO}; verschwindet die cos-Funktion 
und die sin-Funktion erhalt den Wert eins, so da insgesamt 


ol 
roar Afpido y 
/ 1 PI 0 a Pl 7 
es Sues ie = th 6 = — = 37 
Or APH aagtl RS oi it a Ae 


L 


stehen bleibt. Durch Einsetzen in (35) und unter Beriicksichtigung von 
(12) finden wir daher 


E=—Ab (tt aia\enAb fir E<Vpbel e=1, (8a) 
es z fir E>V, bei g=1. (38b) 
SPA 


Fiir eine Resonanzenergie, bei welcher der klassische Bahnumkehrpunkt 
auf den Kernrand fallt (E, = V,, , =0) versagen beide Formeln; &, geht 
in beiden Fallen gleichstark wie #;/p; gegen Unendlich. Im Falle sehr 
groBer Resonanzenergie (E, merklich gréBer als V,) wird &, Null, wie 
man durch Ausrechnen von #;/p, mit Hilfe von (11) und (8) leicht zeigt. 


6. Die Diskussion der Streuformel. 


Man erhalt nun den besten Einblick in das Zustandekommen der 
Streuanomalie, wenn die einzelnen dazu beitragenden Ursachen erst 
getrennt und dann in ihrem Zusammenwirken diskutiert werden. Zu 
diesem Zweck betrachten wir zunachst die Streuung der DE BROGLIE- 
Welle an einem vollig undurchdringlichen Kern, anschlieBend die von 
einer einzigen in den Kern eindringenden Partialwelle verursachte Streu- 
anomalie und schlieBlich die Uberlagerung beider Effekte. 


a) Die Streuung am undurchdringlichen Kern. 

Da sdmtliche Partialwellen am Kernrand verschwinden sollen, sind 

in (32) sdmtliche ¢,=0 zu setzen. Betrachten wir tiberdies den Fall 

E< Vy, d.h. die «-Teilchenenergie liegt unterhalb der Héhe des Gamow- 

Berges, so sind alle m, aus (14a) zu entnehmen. Dabei darf in diesem 

Fall m; < 0,2 vorausgesetzt werden (vgl. die Ausfithrungen im AnschluB 
an 16), was nattirlich groBe rechentechnische Vorteile bietet. 


Als Beispiel ist in Fig. 7 die gerechnete Anomaliekurve St = # (9) 
fur die Streuung von «-Teilchen an O1%-Kernen aufgetragen. Der Kern- 
radius ist mit Hilfe der aus der Theorie des Kerntrépfchenmodells ent- 
nommenen Formel R = 1,42 - 10°18 (Massenzahl) cm berechnet. Fiir die 
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a-Teilchenenergie wurde 7 — 4,2 MeV (Energie im Beobachtungssystem 
Ey =5,25 MeV) gewahlt!. Die Energie liegt unterhalb der Héhe des 
Gamow-Berges, die beim O18-Kern 6,5 MeV betragt. Die Durchfithrung 
der Rechnung zeigt — die interessierenden Daten sind in Fig. 7 zusam- 
mengestellt — daB die Beriicksichtigung der ersten vier Summenglieder 
vollauf geniigt. Wird die Energie gréBer gewiihlt, so steigt die Anomalie 


rasch an; es ist aber wegen der durch die WKB-Methode gebotenen 


)) Sa a 
FR S07 FORE OOP NIRS 750° S765" 780" 
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Fig. 7. Kurve a zeigt die durch den endlichen Kernradius bedingte Anomalie (samtliche Partialwellen 

verschwinden am Kernrand); Kurve 6 zeigt die reine Resonanzstreuung fiir ] =0 (S-Resonanz, die nullte 

Partialwelle dringt in den Kern ein, der endliche Kernradius ist nicht beriicksichtigt); Kurvec zeigt die 

Uberlagerung beider Effekte. Im wibrigen sind fiir den behandelten O1* (a, x) O'*-Prozef: E = 4,2 MeV, 
V,=6,5 MeV, R=3,58-107-44 cm, A/R = 0,348. 


Einschrankung (12) eine wesentliche Steigerung der Energie FE tiber etwa 
5 MeV nicht mehr zulassig. 


Uberschreitet die Energie E den GAMow-Berg, so daB etwaV¥ < E <V,, 
dann ist gm) aus (14b) und die iibrigen gm, nach wie vor aus (14a) zu 
entnehmen. Dabei erfiillt nun q, keineswegs die oben vorausgesetzte 
Bedingung g)< 0,2, weshalb die dadurch bedingten Vereinfachungen 
fiir die praktische Rechnung wegfallen. Die Phasendifferenz zwischen 
den beiden Partialwellen y, und y, ist dann unter Umstanden so groB, 
daB eine erhebliche Streuanomalie entsteht. Dies steht im Einklang 
mit der Anschauung, da der Einflu8 des CouLtomsB-Feldes mit wach- 
sender Energie mehr und mehr zuriicktritt und die Welle erst an der 
Kernoberflache gebeugt wird, so daB im wesentlichen das Verhaltnis 


A/R maBgebend wird. 
1 Bei dieser Energie sind nach FERGUSON u. WALKER, Phys. Rev. 58, 666 
(1944), Streuanomalien fiir den O' («, «) O'8-ProzeB beobachtet. 
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b) Der Resonanzeffekt. 


Wird bei kleiner Energie eine Streuanomalie beobachtet, dann kann 
diese nur durch solche «-Teilchen verursacht werden, welche mit merk- 
licher Wahrscheinlichkeit in den Kern eindringen, da der endliche Kern- 
radius in diesem Fall keine wesentliche Anomalie verursacht. Zur 
Berechnung der reinen Resonanzanomalie gentigt dann ein Term der 
Summe (32). Damit sind alle g, (einschlieBlich @,,) Null gesetzt, so dab 
eine Beriicksichtigung des endlichen Kernradius nicht stattfindet. 


3: 
= i =i —— 
P-Resonanz 
i le 
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at ee 
S-Resonanz 
| 
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Fig. 8. Die reine Resonanzstreuung ohne Beriicksichtigung des endlichen Kernradius fiir / = 0 (S-Resonanz, 
Kurve b von Fig. 7) und fiir /=1 (P-Resonanz). 


Fir den Resonanzfall €) =2/2 (S-Resonanz) zeigt Fig. 7, fiir €,; =2/2 
zeigt die Fig. 8 die gerechneten Anomaliekurven fiir das gewahlte Bei- 
spiel. Das Ergebnis ist in zweifacher Hinsicht interessant: Beide Kurven 
zeigen den typischen Verlauf gemessener Anomaliekurven!. Fir Energien 
unterhalb des GAmMow-Berges tiberwiegt die durch den Resonanzeffekt 
hervorgerufene anomale Streuung im allgemeinen erheblich den durch 
den endlichen Kernradius bedingten Anteil. Der Verlauf der Kurve 
wird dann im wesentlichen durch die Resonanzanomalie bestimmt. Im 
Talle der S-Resonanz tritt in dem (vorzugsweise interessierenden Winkel- 
bereich 7/2<0< 2) eine Nullstelle der Anomalie bei 9 =129° auf, wah- 
rend die Anomalie der P-Resonanz fiir 0 =90° und ? = 138° verschwin- 
det. Da die in N(#) auftretende Kugelfunktion P, (cos #) das Pendeln 
der Kurve um den Wert 1 charakteristisch beeinfluBt, scheint es méglich 
aus der Anzahl der Nullstellen bei Energien E <V, aus dem Verlauf 
gemessener Anomaliekurven auf den Bahndrehimpuls der in den Kern 


1 Vgl. etwa Rriezer, Proc. roy. Soc., Lond. A 134, 154 (1931). 
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eindringenden «-Teilchen, und damit auch auf den Gesamtdrehimpuls 
des Compoundkerns zu schlieBen!. 

In der scharferen Auspragung der P-Resonanz scheint sich ein all- 
gemeiner Zug von Resonanzphanomenen wiederzuspiegeln: Die Tat- 
sache, daB die von y, gefiihrten «-Teilchen im Mittel einen groBeren 
Abstand vom Kern haben, als die durch die Partialwelle Yo beschriebenen 
Korpuskeln, kann als eine losere Kopplung der Partialwelle 7% mit dem 
Kern angesehen werden. Bei abnehmender Kopplung der erregenden 
Welle mit dem resonanzfahigen System treten aber Resonanzphinomene 
scharfer hervor. 


c) Die Uberlagerung der Resonanzstreuung 

mit der vom endlichen Kernradius hervorgerufenen Streuanomalie. 

In einer gemessenen Anomaliekurve treten natiirlich die beiden so- 
eben getrennt diskutierten Anomaliebetrage kombiniert auf. Es wird 
daher im allgemeinen nicht einfach sein, durch Analyse des Kurven- 
verlaufs etwa den Anteil der Resonanzstreuung abzutrennen, um so zu 
Aussagen tiber den Drehimpuls des Compoundkerns zu gelangen. Die 
Verhaltnisse legen natitirlich am einfachsten bei kleinen «-Teilchen- 
energien, da in diesem Fall praktisch nur eine Resonanzstreuung auf- 
treten kann, wie die bisherigen Uberlegungen gezeigt haben. Mit stei- 
gender Energie beginnt jedoch der Einflu8 des endlichen Kernradius 
merkbar zu werden, wodurch sich die Verhaltnisse komplizieren. In 
Fig. 7 ist neben den bereits besprochenen Anteilen der Streuanomalie 
die Uberlagerung beider Effekte dargestellt. Bei dem hier gewahlten 
Beispiel unterscheidet sich zwar die resultierende Anomaliekurve noch 
nicht wesentlich von der reinen Resonanzkurve, immerhin ist eine Ver- 
schiebung des Mindestbetrages von ‘ft, sowie des Nulldurchgangs der 
Anomalie deutlich zu erkennen. Mit einer VergréBerung von E wachsen 
die Unterschiede rasch an, so daB es dann immer schwieriger wird beide 
Effekte zu trennen. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn die Ener- 
gie E tiber dem GAamow-Berg liegt. Die von dem endlichen Kernradius 
verursachte Anomalie kann dann ihrem Betrage nach durchaus die 
GroBenordnung der Resonanzanomalie erreichen. Natiirlich wird bei 
solchen Energien die Wahrscheinlichkeit fiir Kernreaktionen (Absorption, 
Kernumwandlung), die in der vorliegenden Theorie nicht enthalten sind, 
ansteigen. Aus diesem Grund wurde als Beispiel fiir die Rechnung der 
O18 (x, 0) O18 ProzeB gewahlt, da in diesem Fall etwaige mit der elastischen 
Streuung konkurrierende Prozesse selten zu sein scheinen. 

Zur vollstandigen Analyse der Streuanomalie gehort natiirlich ebenso 
die Untersuchung der Energieabhangigkeit von it bei festem Streuwinkel, 


1 Zu Ahnlichen Schliissen kommt auch R1ezLer in der am Anfang zitierten 
Arbeit Ann. Phys. 38, 304 (1940). 
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wie die bisher vorwiegend behandelte Winkelabhangigkeit bei gegebener 
Energie. Hier wird natiirlich das Auftreten von Resonanzeffekten be- 
sonders interessant sein, wie es etwa die von FERGUSON und WALKER 
gemessenen Kurven wiederspiegeln?. Den Ansatz zur rechnerischen Be- 
handlung solcher Resonanzkurven enthalten die Gl. (29) bzw. (36) in 
Verbindung mit den Gl. (38a) und (38b). Den Resonanzwert &, konnen 
wir den Gl. (38) entnehmen, iiber den Verlauf von & in Resonanznahe 
miissen zur Berechnung von ¢,, willkiirliche Annahmen gemacht werden 
(vgl. hierzu die im AnschluB an Gl. (35) gemachten Ausfithrungen). Im 
allgemeinen wird jedoch das bis jetzt vorliegende experimentelle Material 
keine hinreichende Aufldsung in den benutzten «-Teilchenenergien ge- 
statten, im Gegensatz etwa zu den sehr scharf definierten Protonen- 
energien bei den Streuversuchen von HERB. Es ist dann zu erwarten, 
da die experimentellen Ergebnisse Mittelwerte tiber die Resonanzlinie 
ergeben. In seltenen Fallen wird es auch méglich sein, daB sich zwei 
Resonanzniveaus iiberlappen. Da die «-Teilchenstreuung aber aus- 
gesprochen ein Phanomen ist, das an Jezchten Kernen am besten studiert 
wird, wo die mittleren Niveauabstande relativ groB sind, ist das Auf- 
treten solcher Erscheinungen sicher nicht haufig. 


Herrn Prof. Dr. S. FLUGGE und Herrn Dr. G. Fark danke ich fiir 
wertvolle Diskussionen und Hinweise. 


Marburg a.d. Lahn, Institut fiir Struktur der Materie. 


1 Siehe FuBnote 1, S. 653. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 128, 'S: 657—667 (1950). 


Die Halbwertszeit des K*’. 


Von 
F. G. Houtermans, O. Haxer und J. HEINTzE. 


Mit 3 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 27. September 1950.) 


Mit einem Zahlrohr, das den ganzen Raumwinkel 4z zu erfassen erlaubt, wurde 
die B-Aktivitat des natiirlichen Kaliums zu Ng = 27,1 +1,56-Teilchen/g Kalium sec 
gemessen. Die y-Strahlenaktivitat wurde mit einem an der Na*™4 und Co® y-Strah- 
lung geeichten Zahler zu n, =3,1 + 0,3 y-Quanten/g Kalium sec bestimmt. Es 
werden Argumente dafiir angegeben, daB das von H. Suess angegebene Zerfalls- 
schema als richtig anzusehen ist, wonach bei jedem K-Einfang ein y-Quant emit- 
tiert wird. Damit ergibt sich die Halbwertszeit des K#° zu T= (4,33 + 0,08) - 10° 
Jabre und die Argonproduktion zu 3,1 Atome A*/g Kalium sec = 3,6: 10712 cm? 
Argon/g Kalium Jahr. 


1. Einleitung. 


Wegen ihrer groBen Bedeutung fiir die Geologie, insbesondere fiir 
die Warmeentwicklung der Erdkruste in vergangenen geologischen 
Epochen, ist die Halbwertszeit des K*® und das Verhaltnis von Elek- 
troneneinfang zur f-Emission von besonderem Interesse. Aufgabe vor- 
liegender Arbeit war es, den Widerspruch zwischen zwei alteren Ar- 
beiten tiber die Anzahl m; der von 1 g Kalium pro sec emittierten /-Teil- 
chen von MUHLHOFF in und BRAMLEY und BREWER [2] einerseits, die 
Mg =23+4 bzw. ng—26+ 6 Teilchen/sec g Kalium gefunden hatten 
und dem Ergebnis einer Arbeit von BLEULER und GABRIEL [3] anderer- 
seits zu klaren, die nicht nur fiir 1, den Wert 53 +.7/sec g Kalium finden, 
sondern auch das Verhaltnis der Zahl der K-Einfangprozesse, die zu 
A‘ fiihren, zu der Zahl der f-Zerfalle nx/ng =1,9 +0,4 angeben. Diese 
Messung fiihrt zu dem extrem kurzen Wert fiir die Halbwertszeit des K*° 
von T=2,4-108 a + 0,4108%a. Die Richtigkeit dieses Wertes wiirde 
bedeuten, daB8 zu Beginn unserer Erdgeschichte vor 3,3 - 10°%a das 
K*4°-Isotop eine Haufigkeit von etwa 60% gehabt hatte und wie schon 
GLEDITSCH und GRAF [4] hervorgehoben haben, sich unmdgliche Kon- 
sequenzen hinsichtlich einer viel zu hohen radioaktiven Warmeent- 
wicklung der Gesteine auf Grund ihres relativ hohen Kaliumgehaltes 
ergaben. 

AuBerdem widerspricht die aus der Messung von BLEULER und Ga- 


BRIEL folgende Argonentwicklung 1g =101 Atomen A’°/sec g Kalium = 
1,19- 107° cm? Argon/g Kalium den Ergebnissen von H. SuEss und 
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P. Hartecx [5] iiber die Argonentwicklung von Kalisalz in geologischen 
Zeitraumen, sowie direkten neueren Messungen, die in Abschnitt 5 naher 
behandelt werden. 
2. Experimentelle Bestimmung 
der Zahl der von Kaliwm emittierten B-Tetlchen. 

Zur Messung von vg wurde ein Doppelzahlrohr benutzt, das aus zwel 
Halbzylindern mit je einem Zahbldraht bestand. Das Praparat wurde 
auf eine sehr diinne Unterlage aufgebracht, welche die in der Zylinder- 
achse liegende Trennflache der beiden Zahlrohre bildete. Dieses Zahl- 
rohr hatte sich bei der Messung der Halbwertszeit des Rubidiumisotops 
Rb® bewahrt [6] und gestattet unter Ausnutzung des vollen Raum- 
winkels 42 alle von einem Praparat ausgehenden ionisierenden Teilchen 
zu zahlen, soweit sie nicht in der Praparatschicht selbst bzw. in deren 
Unterlage stecken bleiben. Die Wand des Zahlrohrs bestand aus 5 mm 
Graphit, der mit einer 2mm dicken Aluminiumwand umgeben war. 
Der VerschluB des Doppelzahlrohres war mit einer Gummidichtung ver- 
sehen, wodurch ein schnelles Auswechseln der Praparate erméglicht 
wurde. Als Praéparate wurden verwendet KF, KCl, KNO; und KCN 
in Schichtdicken von 0,6 bis 5,5 mg/cm?. Die diinnsten Schichten 
wurden durch Aufdampfen im Vakuum hergestellt, die dicksten durch 
Aufstreuen auf eine diinn mit Hahnfett bestrichene Unterlage. Kon- 
trollversuche mit sehr diinnen versilberten Zaponfolien von 0,2 mg/cm? 
als Praparattrager zeigten, daB das Kalium keinen erheblichen Anteil an 
sehr weicher Strahlung enthielt, so daB die weiteren Versuche mit 
Aluminiumfolien von 2,6 mg/cm? und mehr als Praparatunterlage durch- 
gefiihrt werden konntea. 

Um den EinfluB der Riickstreuung und die Absorbierbarkeit der 
vom Kalium emittierten f-Teilchen zu messen, wurde die Dicke der 
Unterlage, sowie die Schichtdicke des Praparates variiert. Fig. 1 zeigt 
eine typische MeBkurve, die mit einem relativ dicken Praparat von 
58,4mg KCl bei einer Flachendichte von 5,08 mg/cm? des Praparats 
gemessen wurde. Als Abszisse ist die Flachendichte der Al-Unterlage, 
als Ordinate die Zahl der gezahlten Teilchen auf der Schichtseite und 
Riickseite, sowie die Zahl der Koinzidenzen zwischen beiden Zahlrohren 
nach Abzug des Nulleffekts aufgetragen. Der Nulleffekt wurde fiir jede 
Unterlagendicke mit einer leeren Folie gemessen und betrug auf beiden 
Seiten etwa 35 St6Be/min; der Koinzidenz-Nullef ekt lag zwischen 9,5 
und 16,7 St6Ben/min, je nach der Dicke der Trennfolie. 

Der langsame Anstieg der Schichtseitenkurve riihrt von der Riick- 
streuung her; der anfanglich schnellere Abfall auf der Riickseite ist 
nicht, wie man zunachst glauben k6énnte, durch einen stark absorbier- 
baren Anteil bedingt, sondern 14Bt sich quantitativ durch den geome- 
trischen Charakter der Absorption in einer Platte erklaren. 
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Eine mit einem f-Strahler belegte Platte ergibt auf der Riickseite 
eine Intensitat 7, die bekanntlich in folgender Weise von der Dicke der 
Platte abhangt 

Mx 
(Regie A); : : CON an ~( x 
ole. >; wobei @ (Er) =e e+ By 2: (1) 
Bei der Ableitung des Gesetzes (1), ist vorausgesetzt daB die Absorption 
eines Parallelstrahlenbiindels exponentiell erfolgt. Die GrdBe x ist die 
Flachendichte der Platte (Aluminiumunterlage) und j/9 die Massen- 
absorptionskonstante des Plattenmaterials. Die in Fig.1 eingezeichnete 
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Fig. 1a u. b. a Versuchsanordnung. b Beispiel einer MeBreihe: Die eine Kurve gibt die Zahl der pro min 
auf der Schichtseite austretenden f-Teilchen wieder, die andere die auf der Unterlagenseite auftretenden, 
in Abhangigkeit von der Schichtdicke der Aluminiumunterlage. 


mit ,, Riickseite“‘ bezeichnete Kurve stellt den mit den Werten J, =25 Teil- 
chen pro min und y/o =5,5 cm?/g berechneten Verlauf der Funktion (1) 
dar, der wie man sieht, sich den experimentellen Werten bis herunter 
zu etwa 20% des Anfangswertes gut anpaBt. De von einigen Autoren [9], 
[10], [11], [12], beobachtete Anstieg der Absorptionskonstante bei 
gréBeren Schichtdicken kommt bei den hier verwendeten geringen 
Dicken noch nicht zur Geltung; er erklart sich daraus, daB bei gréBeren 
Schichtdicken die Annahme eines exponentiellen Absorptionsgesetzes 
fiir das Parallelstrahlenbiindel infolge der Existenz einer Maximal- 
reichweite der /-Strahlen nicht mehr erfiillt ist. 

Die Anzahl der Koinzidenzen und deren Abhangigkeit von der Dicke 
der Trennwand 1la8t sich zwanglos durch f-Teilchen erklaren, die von 
der Zahlrohrwand oder durch die Gasfiillung zuriickgestreut werden 
und dabei beide Zahlrohre zum Ansprechen bringen. 

Die Zahl der mit f-Emission verkniipften Zerfallsakte in der Schicht 
ergibt sich als Summe der Impulse des Schichtseiten- und Riickseiten- 
zahlrohrs, extrapoliert auf Unteilagen- und Praparatschichtdicken 0. 
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Dabei muB8 man aber beriicksichtigen, da manche Zerfallsakte beide 
Zahler zum Ansprechen bringen, sei es da ein Zerfallselektron von 
einem Sekundarelektron begleitet ist oder ein Elektron infolge Streuung 
beide Zihler durchsetzt. Diese doppelt registrierte Zerfallsakte lassen 
sich eliminieren, wenn man die Zahl der 6 Koinzidenzen von der obigen 
Summe abzieht. Die Zahl der f-Zerfallsakte ist daher: N =Necnicnt + 
+YRiickseite Ie oeeitedien : 

In Fig. 2 ist die so ermittelte Zahl der f-Zerfallsakte pro g Kalium 
und sec als Funktion dei Unterlagendicke aufgetragen um die Riickextra- 
polation auf Unterlagendicke 0 durch- 
fiihren zu k6nnen. Die eingezeichnete 
Kurve ist gegeben durch die Funktion 


(2) 


die dem theoretischen Verlauf entspricht, 
den man fiir den Anfang der Abnahme- 
kurve der um die Koinzidenzzahl ver- 
minderten Teilchenzahl auf Vorde1- und 
l 2 Riickseite pro Zeiteinheit und Massen- 
0 60 120 180 240 mg/cm F ; ta 
2 4 = 06S hx einheit des Praparates zu erwarten hat. 
Fidchendichte der Unterlage—» Hier ist w’/o eine etwas anders als in (1) 
Fig. 2. Relative Zahl der registrierten aS 0 
6-Zerfalle in Abhangigkeit von der Unter- definierte Massenabsorptionskonstante 
lagendicke. Die ausgezogene Kurve ist | des Unterlagenmaterials, da hier nur die- 
nach dem Absorptionsgesetz (2) berechnet : ° : : : 
und dient zur Rickextrapolation auf feuteen Teilchen als absorbiert gelten, die 
Schicht- und Praparatdicke = 0. wirklich .in der Al-Unterlage stecken 
bleiben. Daher erhielten wir fiir die ein- 
gezeichnete Kurve w’/o = 3,33 cm®/g Al. Der fiir unendlich diinne Unter- 
lage, nicht aber fiir unendlich diinne Praparatschicht riickextrapolierte 


Wert von Z ergabsich zu Z) = 26,00 f-Teilchen/g Kalium sec. 


Die Korrektur fiir unendlich diinne emittierende Schicht laBt sich 
fiir K4° durch Variation der Praparatdicke nur in sehr begrenztem Aus- 
maB durchfiihren, da der geringen Aktivitat von natiirlichem Kalium 
wegen eine Flachendichte des Praparates von einigen mg/cm? des Kalium- 
salzes notig ist, um Zahleffekte von der GréBenordnung des Nulleffekts 
zu erhalten. Die gute experimentelle Ubereinstimmung des Anfangs 
der Absorptionskurve mit (2) berechtigt aber dazu, die Korrektur fiir 
endliche Schichtdicke des Praparates durch Integration iiber den Verlauf 
der Plattenabsorption duichzufiihren. Hierbei wurde das einer gegebenen 
Flachendichte des Praparates entsprechende Al-Aquivalent A aus der 
BraGc-KLEEMAN-Beziehung berechnet. Dann ist die Zahl n der beider- 
seits gezadhlten Teilchen (vermindert um die Koinzidenzzahl), die pro g 
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Kalium des Praparates je sec emittiert wird, gegeben durch 


Ma 8 [4—e—#? 4 WhO (u' h)| 


2uh 
oder fiir wh<1: (3 


n F 
NY a [1 +O (u'h)]. 


— 


Solange also die Flachendichte des Praparates so klein ist, daB Ti es 
ist, bedeutet das, da eine strahlende Platte kleiner Flachendichte nach 
beiden Seiten gerade soviel emittiert, als ob die Halfte der Aktivitat in 
unendlich diinner Schicht auf jeder Seite einer Platte gleicher Dicke und 
Absorptionskonstante saBe, wie sie die emittierende Platte selbst hat, 
so daB eine Halfte keine Absorption erleidet und die andere eine solche 
wie sie aus der Abnahmefunktion (1) fiir die ganze absorbierende Platte 
folgt. Dies ist aber gerade das Abnahmegesetz (2) fiir die Gesamtzahl der 
Teilchen, so daB es berechtigt ist, bei Anwendung einseitiger Unterlage 
die Riickextrapolation auf unendlich diinne Praparatschicht und un- 
endlich diinne Unterlage dadurch durchzufiihren, daB die Al-Aquiva- 
lentdicke der Praparatschicht zur Dicke der Al-Unterlage hinzugezahlt 
wird. In unserem Falle betrug beispielsweise die Korrektur fiir eine 
Unterlage von 3,0 mg/cm? Aluminium 2,6% und fiir die Selbstabsorption 
in einer KF-Schicht von 3,9 mg/cm? 3,2%. 

Als gewogenes Gesamtergebnis unserer Messungen an 8 Praparaten 
wollen wir daher ansehen 


Ny = 27,1 +1,5 B-Teilchen/g Kalium sec . (4) 


Der Vergleich dieses Ergebnisses mit den Messungen einiger anderer 
Autoren ist in Tabelle 1 gegeben. Wie man sieht stimmen die meisten 
neueren Arbeiten innerhalb der Fehlergrenzen gut tibeiein. 


Tabelle 1. 
pee Zahl der pete ot ae Meng 
g Kalium sec 

NitEHOme [Les . 3. - Das Dicke Schicht, Uran-Eichung 
BRAMLEY und BREWER [2] . 264+ 5 Dicke Schicht, Eichung mit UX, 
BLEULER und GapRIEL [3] . Gh ae 4) F : 
(Girsune PANIES 5 ee aes Maem 26,8 + 1,2 Vgl. mit UX, 
HrrzeEv_ und WAFFLER [10] . 33,5 Vgl. mit UX, ; 
Borst und Froyp [//1]. . . 20,7 +2 14fach angereichertes K40 
FLoyp und Borst [1/2]. . . 25.3+3 100fach angereichertes K4° 
Sow (40) 6 sts Geom < 30,6 + 2,0 B-Zahlrohr, Vergleich mit Na*# 
Spears [21]. main teas 30,5 f Zahlrohr, Vergleich mit Na*4 
Faust [22] 31,2 + 3,0 B-Zahlrohr, Vergl-ich mit Na*# 
Diese Arbeit We 27,14 + 1,5 Absoluteichung im 4 7-Zahlrohr 
SAWYER und WIEDEN- ; 

BECK [36] . 28,3 + 1,0 Absoluteichung im 4a-Zahlrohr 
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3. Die Réntgen-K-Strahlung des A*. 

Die Umwandlung des K?#° in A*° unter K-Einfang machte sich durch 
die Réntgen-K-Strahlung des A*® bemerkbar. Die Unterlagefolien waren 
in allen Fallen dick genug, um praktisch die gesamte Réntgen-K-Strah- 
lung zu absorbieren und erst recht alle Auger-Elektronen, so daf diese 
Strahlung als Differenz in der Zahlung zwischen Schicht und Riickseite 
des Praparates zum Ausdruck kommen sollte. Diese Differenz, die 
auBerdem noch den von der Unterlage in den Schichthalbraum zuriick- 
gestreuten Anteil der f-Teilchen und die in der Unterlage absorbierten 
£-Teilchen enthalten muB, erlaubt eine obere Grenze fiir den K-Einfang 
anzugeben. Auger-Elektronen einer Energie (K—L).rgon = 2,72 KeV 
haben nach Extrapolation einer Kurve von GLENDENIN [7] eine Maxi- 
malreichweite von 0,015 mg/cm? Aluminium, konnten also bei einer 
Praparatschichtdicke von 4 mg/cm? nur zu etwa 0,1% mitgemessen 
werden und daher in unserem Fall véllig auBer acht gelassen werden. 
Zieht man in Betiacht, daB zu einem K-Quant etwa 7,3 Auger-Prozesse 
gehéren [8], so ergibt sich, daB die Anzahl der K-Einfang-Prozesse 
maximal etwa das 8,3fache der Differenz der auf Schicht und Riickseite 
gezahlten Teilchen betragen kann. Diese obere Grenze hegt bei etwa 
50 K-Einfangen je g Kalium und sec und ist damit erheblich kleiner 
als der von BLEULER und GABRIEL angegebene Wert. Eine ahbnhche 
obere Grenze laBt sich aus der Tatsache entnehmen, daB zwischen KCl 
und KCN oder KF als Praparat keine Unterschiede der spezifischen 
Aktivitat gefunden wuiden, obwohl Chlor die K-Strahlung des Argons 
sehr viel starker absorbiert als Cyan und Fluor. Um den Anteil der R6nt- 
gen-K-Strahlen an der Differenz Schichtseite—Rtickseite noch mehr 
einzuengen, haben wir das Luftaquivalent der Zahlgasfiillung variiert, 
indem wir das Zahlrohr mit Wasserstoff, Argon und Krypton von ver- 
schiedenen Drucken fiillten. Die absorbierende Gasstrecke lings eines 
Zahlrohrradiuses variierte dabei so, daB bei dem niedrigsten Druck der 
Wasserstoffiillung noch praktisch keine R6ntgenstrahlung absorbiert 
wurde, bei den héchsten Argondrucken mehr als die Halfte und bei 
den héchsten Kryptondrucken praktisch die ganze. Die Experimente 
mit Wasserstoff und Argon zeigen jedoch, daB die GréBe der Differenz 
innerhalb der MeBfehler vom Druck unabhangig war. Dies bedeutet, 
daB die Zahl der K-Einfang-Prozesse pro g Kalium und sec unterhalb 
unserer MeSbarkeitsgrenze legen muB, d.h. kleiner als etwa 15 K- 
Einfange pro g Kalium und sec ist. Bei den héchsten Kryptondrucken 
ergab sich allerdings ein Anstieg der Differenz mit wachsendem Druck, 
der jedoch nicht von der K-Strahlung herrithren kann, da er sich in 
einen Druckbereich erstreckte, in dem die K-Strahlung langst absorbiert 
sein muBte. Die Ursache dieses Effektes wurde nicht geklart, er ist 
jedoch fiir die Endergebnisse ohne Belang. 
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4. B-y-Koinzidenzversuche. 

Nach Abschlu8 der im vorigen Abschnitt beschriebenen Versuche mit 
dem Doppelzahlrohr lagen als Ergebnisse der damals neuesten Mes- 
sungen der Maximalenergie desf-Spektrums Werte von 1,7-+0,15 MeV [15] 
und 1,9-+0,2 MeV [1/7] vor. Damit war im Prinzip die Méglichkeit 
gegeben, daB die bekannte y-Linie des K*°, deren Energie nach einer 
Reihe von Arbeiten [16], [17] 1,46 40,04 MeV betragt, dem f-Zerfall 
zauzuordnen ware, wobei die Méglichkeit einer zweiten p-Grenze bei 
etwa 240 bzw. 440 KeV mit einer der Zahl der y- Quanten entsprechenden 
Intensitat auf Grund unserer Absorptionsversuche nicht als ausgeschlos- 
sen gelten konnte. Wir haben versucht, f-y-Koinzidenzen zwischen dem 
leicht absorbierbaren Anteil der B-Emission und der y-Strahlung des 
Kaliums nachzuweisen. Das gleiche Problem war Gegenstand einer 
Arbeit von MEYER, SCHWACHHEIM und DE Souza-SANTos [18], die 
gefunden hatten, daB weniger als 1% aller 6-Teilchen mit y-Quanten 
koinzidiert. Dabei fehlen nahere Angaben iiber Schichtdicke und An- 
ordnung. Experimentell ware der Nachweis solcher Koinzidenzen 
auBerordentlich schwierig, da nur die weichsten f-Teilchen eine solche 
Koinzidenz erwarten lassen und wegen der geringen Ausbeute von 
y-Strahl-Zahlrohren die zu erwartenden Effekte sehr klein sind. Zum 
Nachweis der Koinzidenzen wurde daher ein groBes Zahlrohr verwendet, 
das eine nutzbare Innenflache von 250 cm? aufwies, auf die eine KCl- 
Schicht von 10,6 mg/cm? aufgebracht wurde. Das Zahlrohr war mit 
einem Mantel von y-Zahlrohren umgeben, die eine Ausniitzung praktisch 
des vollen Raumwinkels 47 fiir die y-Strahlung gestattet. Das Produkt 
7 Q aus erfaBtem Raumwinkel 2 und Nutzeffekt 4 der y-Zahlanordnung 
wurde durch Eichung mit den f-y-Koinzidenzen eines Co®-Prapa- 
ratse fiir eine y-Strahlung von 1,46MeV durch Umrechnung von 
den Energien fiir die beiden y-Linien des Co® bei 1,17 und 1,33 MeV 
bestimmt. Dabei wurde fiir die Energieabhangigkeit der y-Strahl- 
empfindlichkeit die von der Ziiricher Gruppe [23] gemessene Kurve 
benutzt. Genauere Einzelheiten dieser Messungen werden in einer 
gesonderten Arbeit des einen von uns behandelt werden. Das Er- 
gebnis dieser Messungen war, daB weniger als 0,6% aller f-Teilchen, 
die aus einer Schichtdicke von 10,6 mg/cm? austreten, mit einem y- 
Quant koinzidierten. 

Der Nachweis von etwaigen Koinzidenzen der y-Strahlung mit K- 
Quanten des Argons und Auger-Elektronen gelingt auch mit dieser 
auBerst empfindlichen Anordnung nicht, obwohl der Nulleffekt des 
Innenzahlrohrs auf 0,51 - 10-2 Schlage je min und cm? nutzbarer Zahl- 
rohrinnenflache bei einer Nachweiswahrscheinlichkeit fiir die y-Strahlen 
nQ=1,8% durch eine Antikoinzidenzanordnung herabgedriickt werden 
konnte. Die wirksame Schichtdicke, aus der K-Quanten oder gar 
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Auger-Elektronen die Praparatoberflache verlassen ko6nnen, ist aber zu 
klein, um bei Anwendung von natiirlichem Kaliumisotopengemisch 
Koinzidenzen zu erwarten. 


5. Zahl der emittierten y-Quanten. 

SchlieBlich wurde mit der gleichen Apparatur, wie sie fiir die Messung 
der Koinzidenzen benutzt wurde, die absolute Anzahl der von K*° 
emittierten y-Quanten bestimmt. Zu diesem Zweck wurde der Mantel 
des Innenzahlrohrs durch ein doppelwandiges Messingrohr ersetzt, so 
daB in den Zwischenraum 331 g KCl eingebracht werden konnten. Die 
auBeren Zahlrohre dienten in Antikoinzidenzschaltung hie: nur zur 
Herabsetzung des Nulleffektes. Geeicht wurde mit Na*4- und Co®- 
Praparaten bekannter Starke, die durch Beimischung zu KCl in gleicher 
geometrischer Anordnung gemessen wurden. Einzelheiten dieser Mes- 
sungen werden ebenfalls an anderem Orte gegeben. Das Resultat der 
Messung war 


n, = 3,1 +0,3 — Quanten/g Kalium sec . (5) 


Dieses Resultat stimmt gut mit einigen neueren Messungen anderer 
Autoren iiberein. SPEARS [2/] findet durch Vergleich mit einer geeichten 
Beimischung von Na®#Cl bzw. Pechblende mit einer Ionisationskammer 
n, =3,0, wahrend GLEDITscH und GRAF [24] durch Vergleich mit 
Cleveit bekannten Radiumgehalts 3,6-+-0,8, Smits und GENTNER [295] 
nach der gleichen Methode 3,6 +0,6 und AHRENS und Evans [26] durch 
Vergleich mit Co® 3,4-+0,2 y-Quanten/g Kalium sec finden. SAWYER 
und WIEDENBECK [27] finden durch Vergleich mit K*?-Praparaten 
gleicher Geometrie 3,6--0,3 y-Quanten/g Kalium sec, benutzen aber 
dabei zur Eichung die Messung von K. SIEGBAHN [28], der fiir das Ver- 
haltnis der y-Quanten zur Zahl der emittierten f-Teilchen des K# 25% 
angibt. Diese Zahl wurde nicht durch Koinzidenzvergleich, sondern 
durch die Abschatzung der Flachen von magnetischen $-Spektralkurven 
gewonnen und kann daher keine groBe Genauigkeit beanspruchen. In 
einer spateren Arbeit [29] mit einem Koinzidenzspektrometer gibt 
SIEGBAHN das y/f-Verhaltnis fir K*# zu 16% an. Damit wiirde sich der 
Wert von SAWYER und WIEDENBECK auf 1, =2,3+0,2 erniedrigen. 
Doch sagt SreGBAHN, dafB infolge der durch Sekundarelektronen ver- 
ursachten Fehler beide Werte (16 bzw. 25%) innerhalb der zugehérigen 
Fehlergrenzen liegen. 


6. Diskussion. 

Die von BLEULER und GABRIEL angegebene Zerfallsrate der Argon- 
erzeugung des Kaliums kann heute durch die Messungen von Hart- 
ECK und Suess [5] und durch die Bestimmung des Argongehalts in 
Kaliummineralien von ALDRICH und NIER [13], sowie von Smits und 
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GENTNER [14] und schlieBlich durch unsere in Abschnitt 3 Boe ee 
Grenze als direkt widerlegt gelten. ALDRICH und Nrer finden Nx 

SMITS und GENTNER 2, =2,0 K- Einfange/sec g Kalium, also ane 
Werte, die mit den im vorigen Abschnitt gegebenen y-Emissionsraten 
der GréBenordnung nach durchaus iibereinstimmen. In Anbetracht der 
Schwierigkeit derartiger Messungen, der Méglichkeit eines kleinen Argon- 
verlusts der meist leicht wasserlislichen Kalisalze, darf die geringe Dif- 
ferenz zwischen ,, und 2, nicht sehr ernst genommen werden. Anderer- 
seits sind die Einwendungen gegen eine Zuordnung der y-Strahlung 
zum Ubergang K4°-> A*, die durch einen scheinbar héheren Wert der p- 
Grenze |12), | 17) méglich erschienen waren, durch neuere Messungen der 
f-Grenze und der y-Energie widerlegt. Als besten Wert fiir E, darf man 
nach ALBURGER [30] und BELL, WEAVER und Cassipy [31] bzw. fiir i, 
nach Ber und Cassipy [16] und PRINGLE, STANDIL und RoutstTon [17] 


E,=4,36 +.0,03 MeV; E,, = 1,46 + 0,02 MeV (6) 


ansehen. Es bleibt also nur die Moglichkeit, die y-Strahlung dem K- 
Einfang zuzuordnen. Wir sehen daher keinen Grund mehr, die allein 
durch die inzwischen widerlegten BLEULER-GABRIELschen Ergebnisse 
bedingte Annahme von AHRENS und Evans [26] eines direkt zum 
Grundzustand des A?® fiihrenden K-Einfangs fiir richtig zu halten. Die 
fiir einen solchen ProzeB zur Verfiigung stehende Energie betragt 1,65MeV 
mit der von RICHARDS und SMITH [32] gemessenen Schwelle der Reak- 
tion A*® (pf, 2) K*° oder 1,61 MeV mit der f-Maximalenergie (6) und 
der von SAILOR [35] aus den Q-Werten einer Reihe von Kernreaktionen 
ermittelten Massendifferenz Ca*° —A*°—0,25 MeV. Mindestens ist aber 
die Energie E, =1,46 MeV verfiigbar. Es miiBte also der zum Grund- 
zustand des A? fiihrende Ubergang mit Positronenemission verbunden 
sein. Britt und Cassrpy [176] konnten jedoch fiir das Verhaltnis der 
f£+-Emission zur / ~-Emission eine obere Grenze von etwa 2:10-° angeben. 
Selbst wenn man nach FIREMAN [34] annimmt, daB bei eine: Energie- 
differenz von 1,6 MeV fiir drei- oder vierfache Ubergangsverbote bei 
Ubergangen in den Grundzustand des A*° ein K-Einfang 200mal wahr- 
scheinlicher ist als die Emission eines Positrons, folgt aus dieser oberen 
Grenze fiir Positronenemission, da héchstens 0,1 K-Einfange/sec g in 
den Grundzustand fiihren kénnten; diese Zerfallsrate ware jedenfalls 
ohne EinfluB auf die resultierende Halbwertszeit und die Argonproduk- 
tiony des +, 

Der groBe Unterschied im Spin zwischen K*°(J/= 4) und AA°( J=30) 
scheint zu bewirken, daB der direkte Ubergang in den Grundzustand 
so stark verboten ist, daB alle Uberginge iiber den Anregungszustand 
des A*° bei 1,46 MeV erfolgen miissen. Dieser angeregte Zustand liegt 
nach RicHarRDs und SmitH [32] bzw. Sartor [33] und (6) nur um 
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0,19 MeV bzw. 0,15 MeV tiefer als der Grundzustand des K4°, so daB 
hier keine Positronenemission auftreten kann. 

Wir glauben daher, uns der zuerst von H. SuEss [39] gegebenen 
Deutung des Zerfalls des K* anschlieBen zu miissen (Fig. 3) und 


nn =n, = 3,1 + 0,3 K-Einfange/g K sec (7) 


setzen zu diirfen. Da aus mg=27,1 +1,5 (sec g K)™ eine Halbwertszeit 
fiir den f-Zerfall 
I, = (1,48 eae 0,08) 3 109° a (8) 


folgt, finden wir daher in annahernder Ubereinstimmung mit den Mes- 
sungen von Smits und GENTNER, ALDRICH und NIER, auf Grund der 
n,-Messungen und unserer eigenen Mes- 
sungen (6) als Halbwertszeit fiir den K- 
Einfang 


L430 =. 0,13)" 10° (9) 


K40 


~1,63MeV 
T46MeV 


B 136MeV 


PES und als resultierende Halbwertszeit fiir 
beide Zerfallswege den Wert 
; Ca’ T = (1,33 +0,08)-108@.  — (40) 
Avo 


Fig. 3. Das Zerfallsschema des K®, In Bei der Berechnung der Halbwertszeiten 
A Sie orien pli ies wurde fiir die Isotopenhaufigkeit des K*° 
miagameealemes K-Elektrons zu einen Ger von A. O. NIER [37] angegebene Wert 
ee an ser eenien,  Ki/K-=(1,19-40,01) 10-¢ benutzt. Bine 
iibergeht. Halbwertszeit von T =1,33 - 10° a ist hin- 
reichend hoch, um die eingangs erwahn- 
ten |4] geothermischen Schwierigkeiten, die sich aus der Annahme einer zu 
niedrigen Halbwertszeit ergeben, vollig zu beseitigen. Die heutige Warme- 
entwicklung des Kaliums ist danach 21,3 - 10°-® cal/g K Jahr, und fiir 
ein Gestein von 2,9% g K/g Gestein 0,62 - 107® cal/g Gestein Jahr, also 
nur 13% der durch den Uran- und Thoriumgehalt bedingten heutigen 
Warmeentwicklung und zwar selbst vor 3- 10% a nur das 4,8fache des 
heutigen Wertes. Der oben gegebene Wert der Halbwertszeit fiihrt in 
Verbindung mit dem Suessschen Zerfallsschema der Fig.3 zu dem 
plausiblen Wert von 8200 kg/cm? Eruptivgestein als Quelle des heute 
in der Atmosphare enthaltenen Gehalts an A‘° fiir das gesamte Alter 
der Erde von 3-10 a. Dieser Punkt wird in einer besonderen Arbeit 
noch naher ausgefiihrt werden. Der eine von uns dankt Prof. HEIsEN- 
BERG fiir die Moéglichkeit, diese Arbeit im Max-Planck-Institut fiir 
Physik durchfith en zu diirfen. Fiir wertvolle Anregungen und Dis- 
kussionen danken wir den Herren Prof. CorrENSs und Prof. H. SuEss, 
sowie Herrn Dipl.-Chem. H. Fritz fiir die Messung des K-Gehalts 
einiger _KF-Praéparate durch elektrochemische Fluorbestimmung. 
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Anmerkung bei der Korvektuy. Nach Drucklegung dieser Arbeit wurde uns das 
Resultat einer neueren Arbeit von G. A. SAYER und M. L. WIEDENBECK bekannt 
[Phys. Rev. 79, 490 (1950)], die unter Anwendung einer nur 10 pg/cm? dicken 
emittierenden Schicht von angereichertem K*? das Verhaltnis mx/ng- durch direkte 
Beobachtung der Avger-Elektronen der K-Strahlung messen konnten und hierfir 
13,5 + 4% fanden, in ausgezeichneter Ubereinstimmung mit dem von uns gefun- 
denen Wert. 
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